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СТРОИТЕЛЬНАЯ .МЕХАНИКА

Э. Е. ХАЧИЯН, Л. С. КАЗАРЯН. Л. П. АВАКЯН

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ЧАСТОТ И ФОРМ КОЛЕБАНИИ 
МНОГОСТУПЕНЧАТЫХ СТОЕК

Рассмотрим свободные изгибине колебания многоступенчатых 
стоек (рис. 1). Обозначим жесткость, погонный вес и высоту /-он 
ступени соответственно через /:’/Л: <//; //. Принимая размеры по

перечных сечений малыми но сравнению с их высотами, дифферен
циальное уравнение свободных колебаний в пределах /-ой ступени 
можно написать следующим образом:

л. А 0 о V. (I)
дх{ ё д1-

(/= 1, 2, З---, п).
Начало координат для данной ступени берем в центре ее осно

вания. решение (!) ишем в виде
уч (х/, 0 = У>(-</)Л (0, о< < Л. (2)

На основании (1) и (2) получим:
Г/П’(х.) 4- '>1 У1 (х>) = 0, 0 < хх С 1<. (3)

№ _________
).?= I ~> (4>

р круговая частота свободных колебаний.
4. ТН. № 6.
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Решение уравнения (3) представляется следующим образом
Y, (Xi) = Ai sin C xt — /<. cos к( Xi - C, sh/.i x։ 4- /Л ch 4 .v.. (5)

Для определения 1л постоянных Ai.fy. Ci, /Л имеем четыре 
граничных условия 
при - 0, Г, (0) О, Y\ (0) 0;
при х,. /,։, Y„(ln) = 0. К« (Л.) =6.
Кроме того, имеем 4л 4 условий непрерывности прогибов, углов на
клона к касательной, изгибающих моментов и поперечных сил поли
циям разрыва. Л именно, при л\_։ Ц .j и л, 0

П-НЛ-О И(0): ,) = EiJ.Y'i (0); (7)

Н-։(Л-։) Г1(0); АЛН (fl), (z = 2. 3,-• •, n).
Подставляя значения Y,(x,) из (5) в (6) и (7), получим

л- /J, = 0; Д։ д- С, 0;
Ап sin i .Jn - Вп cos / Jn т СП sh /.п1п Г)п ch Хл/« 0;

— Ап cos!nlfi -t՜ Bn sin /-nlr. - ch >.л/л /?я sh ! nJn
Sin/•<—i/<-j /Л— i cos i-i. Ji i Ci |Sh4—1//~ i /Л-i ch >t ; //-։ =

A>4-1 (Ai- ։ cos-I /3/-1 Sin >4-1//-I -J- &-i ch >4 \lt-\
4 /Л-i sh f՝i(Ai - С,)-. (8)

El—\ Л-1 '7-1 (— All I Sill >4—1 li I -- A-J cos >4 I C-l Cj-|Sh >4-l// l “
;A-ich>4 j/< j) — Ei Ji /.? (— Bi 4* Di):

i>֊j-i( Ai Bt-\ sin >4—i h-i -C/_ich>.։- ili—t —

Di-iSh /i j//. i) Bi Jil] (-Ai т (՝(), 
(7=2. 3. 4--«, n).

Таким образом, для определения 4// коэффициентов имеем сис
тему 4// уравнений (К). Для получения частотного уравнения надо 
приравнять нулю определитель 4л порядка, получаемый из коэффи
циентов системы (8). Затруднения, связанные с решением таких оп
ределителей высокою порядка, делают практически невозможным 
определение частот и форм колебаний ступенчатых стержней. Для 
практического разрешения этой задачи авторы непосредственно ис
следовали систему 4п уравнений (8). Пользуясь принципом матема
тической индукции, путем взаимного исключения неизвестных коэф
фициентов, систему уравнений (8) можно привести к системе двух 
уравнений относительно коэффициентов А։ и

г1? А гУ‘В, = О: (9)
z’/’X, zV’/i, =0.

где г*/’, z‘i\ г!/', г','1 определяются по следующим рекуррентным соот- 
ношениям:
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ч

= /21x1. у ^±^5։ 4' о .
■Л *< / Е{ Ь \ » ։ / Е1 Ь

4՛ /Ч-|\՜ Л'/-1Л > у ,л-|) /''-Л ’^2 |Л-Т ,((-!)
\ *•/ / Л’, 1 \ »1 ) /--1 Л

|Мг +^6’(Л-1’֊нЛЛ-,։;

1140 =/—։ V* —‘ ь՞ /"' Л ч 4<-м 
м< / £,л “'■ \ >< / £«л

1.1’0

-^и.г^-г Л?4’п.

В системе уравнений (10)

5/ = -֊֊ (сЬ / / /< 4- созъ Л ),

Т։ = ֊у (§11 ч /,- §1п/-г/|). (11)

с*4 - 2- (с!։ >4 /| — СО§ I, 1։ ) ,
2

И/ = 2-(§Ъ /.//< ),

редстанляют известные функции А. Н. Крылова, а функции *!ф 11, 
՝ . ? 'фП получаются из функции г!'՜1. ֊. ‘ . ՝ . ’7 "цин

ическими перестановками функций (11) ( первые та прямыми пере- 
танов ками, а последние два обратными). Формула *(10) справедлива 

лая всех значений / = 2. З---. п при следующих начальных условиях:

Л: .» = г>т> I ։ ; (12)

^<։> -г”1 с . — 40 _ //О,: Х1Ф=2>Ь=с/1-
Такнм образом, частотное уравнение мнигоустопенчатого бруса, 

•гласно (9), будет:
■ ^'Ч11 .-У’-Ч” о. (13>

II.» системы (9) имеем:
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ДО
Л= - ֊Д. (Н)

2։
Остальные коэффициенты системы (8) определяются по следу* 

ютим рекуррентным формулам через коэффициенты Л։ и

. £/ -։Л-1Л '«-if.
Л ( — ) ———а: 1 —f>i-\;

\ X/ / Ei Ji i-i

где
а,_, с, , = ! гГ’Ч: I

Ь> , г(!₽Ч -г W’X: ‘h-- & "Л, - «В,.

Вычисления по формулам (9) (16) легко осуществляются на ЭВЛ
В качестве примера определим частоты и формы колебания лнух*. 

ступенчатой и десятиступенчатой стоек, для различных отношений 
жесткостей и высот стоек. Материал стойки предполагается одно
родным (/5 const). Поперечные сечения стоек прямоугольные пп 
стоянкой шириной // и переменной высотой Ь{. Вводим следуюнд|՛ 
обозначения:

= |Ь. (171
h bi

Тогда учитывая, что >>/՝} (V плотность материала). Л М 
. Л/;? ЛЛ = ֊пг. о у дем иметь

• , «I ® Ь֊3......... | /г.ч .

а 2.з-•֊,//).
Частоты колебания в силу принятых обозначений будут иметь вид 

р, = 4-1/ . (1'4

где ՛?/ корни характеристического уравнения (14).



Частоты к коэффициенты форм кЬлёбаИИЙ ihv« 1 Jидя .лт-»:■ • бруса
Таблицй I

/» Пернач форма колебания Вторая форма колебании
ы /а

*? >»
,л 
• ։ Л„ Си Л,։ //•JI /А. ։ь I*? Лц ---£»> Л„ С»։

2 1 0,978 0,956 -0,712 1.398 0.165 0,250 -0,902 2,222 4.937 0.978 -0.235 - 1.731 0.06 J 0,141
4 1 1.0095 1,019 -0.695 1.634 0.455 0,581 1.238 2.071 4.289 -0.921 -0.491 1.937 - 0,007 0.211
6 1 1 .02 1.01 -0.688 1.824 0.7Н 0,829 -1.514 1.9X5 3.94 -0,883 0.63*) 1.965 0.001 0,198

1/2 1 0.893 9,797 0.761 1.135 0.093 - 0,198 0,520 2,424 5.375 -1.012 0.188 -1.Н 0.331 0.142
1 4 1 0.847 0,717 0. 792 1.067 0.1 12 0.360 0. 117 2,452 6.012 —1.000 0.327 -0,931 0.454 0.255
16 1 0.819 0.671 0.812 1,042 0,157 (I 142 0,368 2,442 5.963 — 1.069 0.392 -0.837 0,516 U. 304

4 3 1.512 2.286 0.721 1.185 0,540 0,007 0.945 3.548 12.588 -1.019 1.641 1.139 -0.290 0.1 |0
1 4 1 3 0.445 0.198 0.786 0,819 0.171 0,007 -0,346 1.357 1.841 1.255 -41.795 0.647 0,219 0,162

Третьи форма колебания Четвертая форма колебания

*> *։ И> •4 Л и Си л» Л,з *’ 'll f II л,։ Л>. f'u /л.

2 3,718 13,823 1,005 1,567 0,398 0,219 0.184 5.154 26,563 1.002 0.491 1.064 U. 130 -0.120
1 3,531 12.468 1.007 1.716 -1.018 —0.593 0,559 4.804 2.3.07В 1.007 0.992 1.599 0.080 0.070
6 3,413 11.65 1.001 1,889 -1,527 0.900 0,865 1.627 2i.no 1.010 1,262 1.383 0,057 0,061

1 2 1 4.183 17.497 0.993 1.204 0,245 0,089 0,131 5,734
6.059

33.454 -0,999 -о. w 1,087 0.164 0.17-1
1'4 1 4.167 19.854 0.989 0.895 0,362 0.069 ֊0.108 36.711 —1.000 0.679 0.822 -0.319 0.331
1 б 1 4.605 21.206 0,989 0.691 0.382 0.025 —ОДНИ 6.232 38,838 -1 <00 0.816 0.695 -0,390 0.405

4 3 5.5и9 30,3-19 -1 д-՛. -0.170 2.316 0,345 0,670 7,690 59.136 —1,000 1.376 -1.151 о 156 0,056
1.4 1/3 2.274 5.171 —1.057 0,079 0,962 0,310 0,316 3,230 10,433 -0.993 0,930 0,672 0.365 -0.365
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Первые четыре корня частотного уравнения (1-1) и коэффи
циенты форм колебаний при различных значениях к\ и А’„ приведены 
в табл. 1. Как видно из таблицы, при равных длинах ступеней А*.» 1 
с уменьшением жестокостей верхней ступени частота первой формы 
колебания бруса растет, а с увеличением, наоборот, убывает. Однако 
убывание частоты происходит более резко, чем увеличение. Так. на

пример. если при 4 и /։ /2, первая частота ступенчатой стой

ки в 1,17 раз больше первой 

костью £г/։. то при ֊уу у

частоты стойки с постоянной жест- 

и /х /2, она н 1,91 раза меньше

первой частоты стойки с постоянной жесткостью Е<Л2. Но для вто
рой и третьей форм колебаний, как при уменьшении, так и при уве
личении жесткости верхней ступени, значения частот убывают, при
чем более медленно, чем при первой форме колебания. Полученные 
результаты!показаны на рис. 2 и рис. 3.

По приведенным рекуррентным формулам были вычислены так
же частоты и формы колебаний десятиступенчатыч стоек при двух 
вариантах изменения жесткостей:
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I вариант II вариант
ЙЛ = (1,1- 0.1 О/5Л = /ад

А’2/ а - I _ з — 1
(/ 2, 3. 4--«, 10) (/« 2. 3, 4՛ •. 10)

Корив характеристического уравнения (13) для первых четырех 
форм колебаний имеют следующие значения:

I вариант
н = (1,2оЗ; ^ = 0.445: р3-0,709; •», 0.975.

II вариант
14 = 0.180; р- 0,557; <», 0.981; ;•* = 1.390.

Следовательно, первая частота ступенчатой стойки варианта I и 
1,1“ раза больше первой частоты стойки с постоянной жесткостью 
£\./։, той же высоты, а вторая частота, наоборот, в 1.16 риза меньше. 
Для ступенчатой стойки варианта II частота нерпой формы колебания 
н 2,47 раза меньше, чем частота первой формы стойки с постоянной 
жесткостью /:։ОУК, той же высоты, а частот.» второй формы колеба
ния соответственно меньше н 1.59 раза.

АПС.М Писгу пило 22.1 1969.

է. Ь. ՆԱՅԻՏԱՆ. Լ II. ЧЩЩРЗПЪ, Я. Ղ ԱՎԱԴՅԱՆ

141Հ»11Ա11ՏԻՃԱՆ ԿԱՆԳՆԱԿՆԵՐԻ 2ԱՃԱԽՈԻ1>ՅՈԻՆՆ1։ՐԻ 1»Վ ՏԱՏԱՆՄԱՆ
ՉԿՎԿՐԻ ՈՐՈՇՄԱՆ ՇՈՒՐՋԸ

Ա մ փ ո ։|ւ ։ւ ։ մ

Ուսումնասիրված են բազմաստիճան կան զնակների ծոմ ան ւ/ւա/ոանոէմ • 
նե(ղււ Դիֆերենցիալ Հավասարումների (1) սիստեմր, որոնց իիվը հավասար է 
աստիճանների իվին, տված (6) եզրային պայմանների և խզման գծերի >Էրա' 
սւնրնղհատոէթյան (7) պա յմ աննե րի զեպրում լուծված է Դոիլովի ֆո էնկցիաների 
միյոցէւվ ք 5 լ։ Ստացված են (14 յ և ( 16ոեկոէրենա բանաձևերր. որոնց միօոցով 
•'աշվիչ մեբենտ /ի ։>ոն աիյամբ որոշվում ԼՆ կանզնաեի հէսմախությոէններն ո< 
Աէասւանման ձև/ւրրյ

Որոշված են սեփական հահախականուիյուններն ու տատան ման ձևերր 
* ե III ա աո ի.Հան անեցող կանէ/նակների "ամտրւ
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