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МАШИНОСТРОЕНИЕ
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КРИВИЗНА ШАТУННЫХ КРИВЫХ

В технике все чаще применяются механизмы, основанные на 
свойствах шатунных кривых плоских четырехзвенных механизмов. В 
|1. 2] показано, что шатунные кривые могут быть использованы также 
для профилирования кулачков. В трехзвенных кулачковых механиз
мах шатунными кривыми можно профилировать участки профиля, со
ответствующие движению толкателя [2], а в шатунно-кулачковых 
механизмах как участки, соответствующие выстою толкателя [3, 4], 
так и весь профиль кулачка [1]. На рис. 1.а показана схема шатун

но-кулачкового механизма, в котором кулачок жестоко связан с ша
туном крнвошиино-иолзунного механизма и профилирован дугой аЬ 
шатунной кривой 77 точки Л1 обращенного кулисного механизма (рис. 
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1,6). При повороте кривошипа на угол 180 из положения ОА(1 в по
ложения О/li (рис* I. а) центровой профиль ub кулачка огибает не
подвижную точку /И, и толкатель, вследствие совпадения центра Е 
ролика с точкой Л1. имеет выстой в нижнем положении. При даль
нейшем повороте кривошипа до полного оборота профиль кулачка 
работает вторично, вызывая при этом возвратное движение толка
теля. Участок профиля кулачка, очерченный .тугой шатунной кривой, 
можно обрабатывать кинематическим способом. Для этого необходи
мо центр фрезы радиуса ролика совместить с точкой М, а подачу за
готовки, закрепленной на шатуне АВ, осуществить поворотом криво
шипа из положения О.40 в положение ОЛ։.

В связи с вышесказанным задача определения радиусов кривиз
ны шатунных кривых возникает не только при проектировании шар- 
иирно-рычажных механизмов, предназначенных для движения ведомо- 
14։ звена с остановкой, но и при расчете на прочность ролика п ку
лачка, профилированного шатунной кривой. Задача определения ра
диусов кривизны шатунных кривых рассмотрена в работах [5. 6, 7|. 
однако существующие, аналитические методы громоздки [6] и тре
буют вычисления значений большого числа промежуточных парамет
ров.

Рис. 2.
В статье предлагается общая методика определения радиусов 

кривизны шатунных кривых плоских четырехзвенных .механизмов. 
Радиус кривизны ? траектории шатунной точки Л1 (рис. 2) определяет
ся по известной формуле

где .\[Р = г- мгновенный радиус вращения шатунной точки .И, Л/.У— 
расстояние по нормали МР от шатунной точки /И до поворотной 
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окружности. Здесь и далее все линейные размеры механизмов отнесе
ны к длине кривошипа (т. е. длина кривошипа ОА 1). Подставляя 
значение /МА’ = ^-соэ (я ֊• 3) —г. получим

? = ±_______Г2______, (2)
</-со§ (я 3) — г

где (1 РК диаметр поворотной окружности, я 3—угол, координи
рующий полярный луч точки .И относительно нормали РК к центро
идам. Нижний знак соответствует случаю, когда точка .И находится 
вне поворотной окружности. Найдем значения параметров </, я, г и 3. 
входящих в формулу (2), для четырёхзвенных механизмов. Для оп
ределения диаметра поворотной окружности необходимо найти уско
рение мгновенного центра скоростей Р шатуна АВ. которое будет 
направлено по нормали РК к центроидам. Для удобства план ускоре
ний построим из полюса Р (рис. 2 — 4) в масштабе

U, = |l«jJ ,

где <•> = const и ։՛>, угловые скорости вращения кривошипа и шатуна, 
В рассмотренных механизмах принято «}>(), ;՛,• 1.

Векторный треугольник АОЬ представляет собой план повернутых 
скористейДв масштабе ш). Легко убедиться, что при принятом мас
штабе (3) ускорение ад изображается вектором РА. а ускорение алц,- 
вектором \Ь повернутой относительной скорости Ияд плана скоро
стей (так как ал иг ОА = и апПд = v^AB = <•». Тог-
да для определения ускорения ав ползуна кривошипно-ползунного 
механизма (рис. 2) достаточно из точек Ри Ь провести соответственно 
направления ускорений ап и авл до пересечения в точке К. При 
принятом масштабе кориолисово ускорение в кулисном механизме 
(рис. 3) изображается вектором Р/г = 2-ОВ (так как а*. - 2-|^։'-<о-ОЬ) 
и для нахождения ускорения точки В шатуна достаточно из точек 
Ь и А՛ пронести напрвления ускорений ав\ и а, до пересечения в 
точке Ь’. В шарнирном четырехзвеннике (рис. 4) для нахождения 
масштабного значения Рп ускорения а'ь нужно из гички Ь провести 
линию Ьп параллельно оси коллинеации РЦ. В самом деле, имеем 

Рп
A-R 
10-Ы

(4)

где R и соответственно относительная длина и угловая скорость 
коромысла ВС. Подставляя в (4) значение -\^-РВ и имея в ви
ду. что ՝՛>..: "՛ — ЦО;ЦС СЬ:ЦВ. получим Рп-.РВ (^Ь:СВ, следова
тельно, Ьп СР. Ускорение точки В находим, проведя из точек Ь я п 
соответственно направления касательных ускорений авд и ав до пере
сечения в точке Ь'. Ускорение полюса Р можно найти методом по
добия или же откладывая из точек а' и Ь векторы ар = ар и Ь'пл- 



Кривизна шатунных кривых 23

= Ьр (рис 2—4), изображающие в принятом масштабе (3) относи
тельные ускорения а£.։ и апРц и проведя из точек р и я.։ направления 
относительных касательных ускорений а'рЛ и до пересечения в 
точке р . 11ор.маль к центроидам будет направлена по линии Рр'. Та
ким образом, масштаб (3) позволяет построить планы ускорений че
тырехзвенных механизмов без предварительного вычисления мас
штабных значений относительных нормальных и кориолисовых уско
рений.

Значение угла координирующего нормаль РК. к центроидам 
относительно оси РО кривошипа, найдем из Аррр՛ (рис. 2—I). Име
ем = рр՝ (рА — ЛР) или подставляя значения рр՛ = .4/->\|,\’ду։ и
рА = — АР^{<!>, получим

где =։ угловое ускорение шатуна. Эта формула связывает кинемати
ческие параметры движения шатуна четырехзвенного механизма с уг • 
лом г ОРр между кривошипом и нормалью к центроидам. По
ложение последней определяется поворотом вокруг полюса Р против 
углового ускорения луча РО на угол а- 180 .

Диаметр поворотной окружности можно найти по известной 
формуле

<"1
(Ь)

которая после подстановки значений • У>։ • Рр՛. Рр' — OP cos а и 

0/^—1-$-’——— с учетом знаков угловых скоростей принимает вил
1 0,1 I

d = — ( 1֊ (7)
w. \ о.*։ / cos а

Значения параметров г и р находим из следующих выражений 

имея в виду, что РАМ = к — 54 ъ — О и АР (рис. 2):

где ՛. угол наклона шатуна АВ. Если положение точки .И относи
тельно шатуна определяется координатами л՜ Л7'=у-со$0 и у 
= МТ (рис. I). той формулы (8) подставляются значения

<? = I х- — у2՜ н 0 = агс1ру/л. Формулы (5) (8) справедливы для 
кривошипно-ползунного, кривошнпно-кулненого и четырех шарнирного 
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механизмов. По ним можно найти значения необходимых для опре
деления радиуса кривизны шатунной кривой параметров a, d, г, 
если известны кинематические параметры движения шатуна «>։ и 
Sj). Однако, более целесообразно иметь формулы, связывающие эти 
параметры с параметрами схемы механизма. Выведем такие форму
лы для четырехзвенных механизмов.

Кривошипно-ползунный механизм. Обозначим относительные 
размеры механизма (при ОА 1) соответственно через АВ — У. и 
ОС = в. Тогда из А£О(рис. 2) имеем

т — J к2 — (е ֊В sin ?j2, (9)

где ? угол, определяющий положение механизма, m=DB -пере
менный параметр механизма. 11айде.м значения аналогов скорости 
ползуна s — Йв.ш и угловой скорости шатуна o'-Из рисунка 
имеем '՛•' ОА АР С!) DB или подставляя значения, получим

V = ֊^֊ = - . (10)
io т

Из условия BbC~ BAD имеем {ОС-ь Ob):(CD -г DB) ֊ AD.DB. 
или подставляя значения Ob = sr, CD = cosи AD = е sin?, полу 
чи.м

, е sin? ....s = sin -j---------------— cos ? • (11)
т

Легко убедиться, что Ррр'~ Bbb' и ЬВЬ' — ч. Из рис. 2 следует, 
что точки Р, В, b и b лежат на окружности диаметра ВЬ'. Следова
тельно, ЬВЬ' = ЬРЬ' — ч и из A/V имеем tg? PFibF, пли 
подставляя значения PF = РВ s' — e, bF = СВ -- in -j- cos? и имея в 
виду, что

= (12)
<I»J О

С учетом (10). (11) и знаков угловых скоростей получим

а = (е ч-sin ?) cos ? ^w\tg?. sign vOj. (l3)
т{т cos?)

Формула (7) для определения диаметра поворотной окружности с 
учетом (10) принимает следующий вид

_ т{т~ cos?) signt 
cos2 ? cos «

Значение диаметра d можно найти также по другому. Из условия 
И/j tin следует, что точка В принадлежит поворотной окружности, 
следовательно, полюс поворота К находится в точке пересечения на-, 
правлений векторов ая и \ 'ц. Тогда из КРВ имеем РВ </-sin (?— А. 
откуда с учетом (10—12) получим
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. е г Sin ?-г/n-tg .d ~--------------- :----------— «sign w. •
sin(® —а)

Подставляя в (8) значения cos о — mft. и sin ? = (е •- sin ?) ՛. 
полученные из APD с учетом (10), получим формулы

1 <р Ч------------- --------------------- т •cos(-i—6) - (еч-sm >)-sin(- 9) .
I X-(cos «I 2 у-{cos о j

z
sin? — • |«-sin (? — 6) - (e ֊r sin y)-cos (? —9)]

для определения значений мгновенного радиуса вращения г шатун
ной точки 1Г кривошипно-ползунного механизма и угла ?— координи
рующего г относительно оси ОР кривошипа.

Кулисный механизм. Для кулисного механизма значение угла ։ 
найдем из ЬРЬ' (рис. 3). Имеем 1уг а — ЬЬ' 1>Р или подставляя значе-

Рис. 3.
ние bb' — 2ОР 4֊ ТЬ = ОТ • ОЬ и имея в виду, что ОРТ - — ՛՝• — 
Ч-?» получим

tga = tg(o —S) —tgS . (15)

Подставляя в (15) значение tg'* =— sin?/(/ -cos?). найденное из 
.„APD после преобразований, получим

I tg*;. ,

(/ —cos ?)(/cos ?—1)

где /—относительный размер стойки ОР.
Из рис. 3 имеем <՛•:(— ••■,) АР:ЛЬ - — Д£:соз О — ?) или 

ставляя значения
. a sin ч cos —fSllio = ------- . COSO = -----------

n n

под-

(16)
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и
и = АВ | 1-г/2—2/-cos? , (17)

найденные из О AD, ABD и ОАН, получим

»> 1 - cos?
«>х I — /cos?

Формула (7) для определения диаметра поворотной окружности 
с учетом (20) принимает вид:

d = /(cos? /)(14-Г֊2/соз?>s1gnи>։ .
<1 /cos?)2COS а

Из условий Рр'Е~ РК'В и ОЬА~ АВР имеем PK'zPp — 
PB'.PL PH՝. Ob АР’. АО >ч , или имея в виду, что Рр - 
ал/юЩ с учетом (6), получим РК' d. Однако, точка К' не явля

ется полюсом поворота, так как РК'\. ар. Точку /< можно найти из 
условия РК — Р/С. Формулы (8) для определения параметров г и 
3 с учетом (16) (18) принимают вид

Г I (7՝г — ---------- os 0 /cos(? 9)I ' I/-COS?—1| 2«/|/cos?—1)
и

sin 3 —-— (sin 0 -}-/• sin (? 0)] •
г-н

где значение параметра н определяется по формуле (17).
Шарнирный четырехзвенник. Из рис. 4 следует, что точки п, 

В. Ь, и b лежат на окружности диаметра ВЬ‘. Следовательно,

Рис. 4.

ЬпЬ ЬВЬ' я и из ЕпЬ имеем ЕЬ\:п, или подставляя 
значения ГЬ РЕ ОЬ — Рп, РЕ ОЕс!" (? — •=). ОЬ «>2/?,чо игл

ОЕ /•5։п '_. с учетом (4) и знака п>։, получим
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tga: ctg (<>—?)
։՛>„ • /Հ

i՝b/ sin •?
1 (19)

где R и / соответственно относительные длины коромысла и стойки. 
Для угловых скоростей шатуна и коромысла имеем

Из О PC имеем

АР — — Asilli------ 1 . рв = Л5.1^-------- р . (21)
«.։ sin (о - ?) sin (* - с)

Формулы (19) и (7) с учетом (20. 21) и знаков угловых скорое 
тей соответственно принимают вил

tg a — cos (* sin ? /sin հ— /?-sin (> ± ?) 
A? sin* /sin* sin ( > -- o) sin (ձ ?)

(! £ Is'՛' 1 '? Д ?) — /sin '*] - sin * sign ֊՛>
sin֊ (Շ ± ?) COS 3

где верхние знаки соответствуют случаю (w»/o>։)>O, нижние—(w. mi։)<0, 
а значение угла * можно найти по функции •'j--j(z) положения че- 
тырехзвенннка |8|.

С учетом выражений sin о (sins /?-sin о)/?, и cos?* (cos?—/ — 
P-cos’>) ■', найденных из ABD, формулы (8) для четырехшарнир

ного механизма принимают вид

и> I
cosQ—/ cos(? 9)—/?-cos(> —i - 6) ;

Sin?, -ճ_|$ք||&
>.r

/•sin (© 0) /?-s»n(*֊ ? 6)| .

где /—относительная длина шатуна, а значение определяется

по формуле (21).

Элек1 ростальскик фиднал 
ВЗМИ, МАИ* Поступило 1.X.T969.
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11. մ փ ո փ ո ւ մ

Հարվածում դխ/т(IIրկվում ք; !1էւրթ բարէօղակ լծակաչին մ 1.խանի րյմն հրի )ւ»ր- 
Jա[1 հային կորհրի կորւււթյան յաոավիրյի որոշման խնդիրը։ Արաամված հն րնդ- 
■ Կոն ուր րանաձևհր չարմաթևա յին կորհրի կորուք} յան չաոավիդի որոշման Հա 
մար' երբ արված են շարմաթևի չւորմման կինեմաաիկական պարամեսիրները 
կամ П եխանիդմի աարամեարնհրն ո> դիրրր։
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