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МАШИНОСТРОЕНИЕ

А А КАСАМАНЯН

ОБ ОТНОСИТЕЛЬНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЯХ ЗВЕНЬЕВ 
ТРЕХЗВЕННОГО МЕХАНИЗМА ОБЩЕГО ВИДА 

С СОПРИКАСАЮЩИМИСЯ ШАРОМ II ПЛОСКОСТЬЮ

применение в некоторых приборах

Рис. 1.

ОЕ = и — соответственно к 
отрезками о. и РД— х..л и

1. В статье излагается точный графо-аналитический метод опре­
деления перемещений звеньев механизма, кинематическая схема кото­
рого приведена на рис. 1. Частные случаи этого механизма нашли 

Н1-
Принятые обозначения: А, г 

центр и радиус шара I: АЕ — а1 
кратчайшее расстояние точки А от 
оси О/:' цилиндрической нары I—3; 
/И точка касания шара 1 и пло­
скости 2 (далее плоскость 2 обо­
значена через 11-,): а.—угол между 
плоскостью И-, и осью ЕД цилин­
дрической пары 2—3. определяе­
мый углом между прямой ЕС и 
осью ДР'՛. С —точка пересечения 
плоскости П& и оси ЕД; ИД а.— 
кратчайшее расстояние точки Е от 
оси ЕД; ОЕ'=ал и з, — соответ­
ственно кратчайшее расстояние 
и угол между осями ОЕ и ДР՛; 

атчайшее расстояние и угол между 
соответственно кратчайшее расстоя­

ние и угол между отрезками ц„ и л/. А’. Д’/Л --прямоугольная правая 
система координат, связанная со звеном / (/ — 1. 2. 3): .у. у։, г— ко­
ординаты произвол 141011 точки в системе .V, .՛՛•’, 7,; с. ՛'>. у углы, об­
разованные отрезком .4.П соответственно с осями А\, У,. 7,: О— ли­
нейный угол между плоскостями /ГАЛ! и АМС; П։, П-, П3 — пло­
скости, проведенные соответственно через точки О. Д. Е в перпен­
дикулярные отрезкам ОР, РД. ОЕ; И. - плоскость, проведенная че­
рез точки /?, С, Д; Ар, и т. д. — проекции точек .4. Н и т. л. на 
плоскости П/։ (р = 1, 2, 3. 4, 5): А//г/ линия (ось) пересечения вза­
имно-перпендикулярных плоскостей Пр и 11г/; Ар(/, и т. д. про­
екции точек .4, Н и т. д. на ось Хря. Оси .4А։, СУг, 07, направлены 
соответственно по ЕЛ, СЕ, ОР'.
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Оси АУ, п ОУ3 проведены соответственно параллельно ЕО и 
ЕД, а ось С7... перпендикулярна плоскости П5. Положение (переме­
щение) звена 1 относительно неподвижного звена 3 определяется па­
раметрами $։л в 71а. Положение звена 2 относительно звена 3 опре­
деляется параметрами %, и ?2з, Положение звена 1 относительно зве­
на 2 определяется координатами х2» у',1, точки А, углом $ и дву­
мя из углов <?. ։», о. Из рис. 1 следует, что л^’=л'2и. у-? = у2։| и г) г 
Механизм данного вида обладает тремя степенями подвижности, а 
потому среди его переменных параметров независимыми могут быть 
три параметра.

Даны независимые переменные юи, ь։։з, 6'23; постоянные параметры 
в4. а.., а3, х», ?.3, г. Нужно определить переменные <р23, 7, 0. -ь, & и 
координаты х}’, у.2и, л-;)’. у3м. г.‘։ точки М.

Сущность метода решения задачи заключается в следующем. 
Искомый параметр ?23 переносится в число заданных, а известный 
параметр г —в число искомых, т. е. производится некоторая пере­
мена заданных параметров. Строятся ортогональные проекции точек 
кинематической схемы механизма в новых заданных параметрах 
последовательным применением способа перемены плоскостей проекции 
На основе этих построений выводятся аналитические выражения иско­
мых параметров о23, 7, и, 6 механизма и координат точки .VI. Схема 
ортогональных проекций точек механизма, построенная в новых за­
данных параметрах, не является графическим решением данной зада­
чи. Этим и отличается изложенный выше метод от графо-аналитиче­
ского метода Г. Д. Ананова |2]. Первый из этих методов целесооб­
разно применять в тех случаях, когда графическое решение задачи 
получается сложным и трудоемким.

2. Очевидно, что отрезки ЕО. ВД. ЛЕ лежат соответственно в 
плоскостях П„ П2. П, и П,Д_П։. П2±П,, П4±П2, П5±П4, О/Д|(||2 и 
П,). ЕД Г1„ .ЪИ П4. Согласно этому и вышепринятым обозначениям 
можно написать: а,— А3Е3, а2=В..Д,. а3—Е3Е3, §13—ОЕХ, 5>3=О/?,. 
Г-4Л ?„•֊- Ъъ «,=-֊ <У։О£։, 0= <£5А6См
1,- В&ДЦ.

Проводим оси ОХ\ и ОУ3 (рис. 2). По углу «3 и отрезку $,3 на­
ходим точку £,. Ось .г13 проходит через точку Е\ и перпендикуляр­
на отрезку О/Д, так как плоскость П3Д_$13 проведена через точку /:՝. 
Совмещаем плоскость П3 с плоскостью П, поворотом ее вокруг оси 
уи. Проекция Е3 совпадает с /Д, так как точка Е лежит в плоска • 
стях ГЕ и П։. Точка Е3 находится на продолжении отрезка ОЕ3 и на 
расстоянии а3 от оси Х13. По углу %3 и отрезку а։ находим точку|А3. 
Опуская перпендикуляр из точки А, на ось Х,э. получим проекцию 
Д:, так как точка А лежит в плоскости Пэ.

Откладывая отрезок .$2з из точки О на осн ОУ3, получим проек­
цию Дх. Ось Л’,» проходит через точку Д, и перпендикулярна отрез­
ку ОД.. так как плоскость П2Д.$2з проведена через точку Д. Ось АД 
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и плоскости П изображается осью А’։2. Совмещаем плоскость П2 с 
плоскостью П։ поворотом ее вокруг оси Л։2. В плоскости П4 ось О7$ 
изображается осью Дг7у. Проекция Д. находится на оси ДХ7Л и на

Но

Рис. 2

расстоянии от точки Дх. Откладывая отрезок а, из точки Д.. под 
углом ?2з к оси ДХ7Л получим проекцию В.,. Ось Л‘21 проходит через 
точки Д и В,. так как отрезок КД лежит в плоскости П,։. Совме­
щаем плоскость П4 с плоскостью 11. поворотом ее вокруг оси А\։. 
Имея проекции Д3 и Д։ точки Д можно найти проекции Д2 и Д։. 
Проекция Л. совпадает с точкой О. а проекция В'..—с точкой Д... По­
этому по точкам О и Д. можно найти проекцию Вх точки /-. Проек­
ции Дх и В՝ совпадают соответственно с точками Д., и /<, так как 
отрезок ВД лежит в плоскостях 11. и П։. Проведя из точки В. пря­
мую под углом 7, к отрезку ДХВ.՝, получим проекцию С4.

Ось А\. проходит через точки В{ и С,. так как отрезок ВС ле­
жит в плоскости П3. Проекция .И։ находится на осн А\м так как 
точка Л/ лежит в плоскости П5. Прямой угол АИС проектируется на 
плоскость П. без искажения, так как Л.П 114. Поэтому, опустив пер­
пендикуляр из точки Д4 на ось А’.п, находим проекцию уИ.։. Получен­
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НЫЙ отрезок Д4Л14 изображает искомый параметр г в натуральную 
величину. Проекция М. находится ня том же расстоянии пт осн А\ч. 
что и проекция .43. так как АМ Г14. По точкам Л1, и .И, находим 
проекции Л1, и А1Г Отрезки ОАЬъ А1,зА!։. AI։;Af изображают соот­
ветственно координаты л*.”. ум. точки .И в неподвижной системе

Ось АУ, в плоскости П։ изображается осью .4,5’,. Отре­
зок Л1,Л1„ лает координату у,”. Если повернуть плоскость Л/АУ։ 
вокруг оси АУ, до положения, параллельного плоскости П,. 
то проекция А!, перейдет в положение ЛЁ, где .H,Afj А, У, и А,А/։ г. 
Полученный при этом угол ЛЦ.4,У, изображает угол I» без искажения.

В плоскости II, через точку А, проводим оси Л', и Z,. Если по­
вернуть плоскость AJAA’, вокруг осн ДА',, а плоскость .MAZ, вокруг 
оси AZ,. и совместить их с плоскостью П,. то проекция Л!t займет 
соответственно положения .4՛ и .И* где AL.W Д.А'„ ЛЕЛЕ A.Z., 
Д։Л1, А,ЛЕ г. Углы А'։ДУИ и Z,A3.M изображают соответственно 
углы ф и Ь без искажения, а отрезки ДЭЛ1,» и .4,41,։ дают координа­
ты ( -х,м) и (—z,u) точки .И в системе A'j/IjZj. В плоскости П։ по С,Л, 
проводим ось С4У: и перпендикулярно к ней—ось C,Z;. Совмещаем 
плоскость П, с плоскостью П4 поворотом ее вокруг оси А'и. При 
этом ось А'։ совпадает с осью /... По М. и М4 находим проекцию АЦ. 
С точкой А/Л совпадает проекция А.. так как A.UJ П։. Отрезки Af,A7. 
и С4Л1, изображают соответственно координаты хм и у՝г точки М в 
системе А\С4Уг. Опуская перпендикуляр из точки Ех на ось А'и, по­
лучим £а, так как точка Е лежит в плоскости П։. Имея Ех и Е3, на­
ходим проекции Ех и Е-. Проекция С, совпадает с С4, так как точка 
С лежит в плоскостях П., и П4. Таким образом, получаем угол £5А5С4, 
равный искомому углу 9.

3. Учитывая, что А։А, = А.А13 А։А,. = А4А;4. А։А-, = АаЛ7„ из тре- 
угольников fjAjA.,. и контуров ЬехАхАхДхО, ДХАХ.А :А:хДД1х, 
АлМ4С^АиА4. получим

(s։jsin։a-- ajCOSijSinsjJcosajSin-j, - (a։coS5„—а3) cosa.cos?^

= r-|-d3cosa=— (s., • 5псо$аг «։s։n3,sinQu)sin».; (1)

X2U MSnSin։,—</։C0S3jSinzn) cgs;:4 («։cos?n—Ы,) sln??.,; (2a)

y3MCOS։.=«jCtga2-rr$ln?: s-д-5псо^7л-1-и։$։пл3$1п;и. (2b)

Вводя обозначения

m— (5,J sin 7,-i-fljCOSajSin^jj) COS«:,

<o։cosc,j—,I cose.,

e-r ы.со^з.- is.j «„cose,—«jSinajSiiUjJsinaj, 

выражение (1) примет вид

m sin?.j-г n cos?,, e.
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Откуда находим

, те + fi I 3 . * пе±т\ з .sin чл.. — ------ s----- =— • (аз) cos ф», —------ , -l - • («Зв)nrn- nr+tr

где u = nr 4֊ tr e-.
Два знака перед радикалом в выражении (3) соответствуют двум 

возможным схемам механизма. Причем для схемы, показанной на 
рис. 1. соответствуют верхние знаки. Возводя в квадрат уравнения 
(1) и (2а) и складывая их. получим

a-2Mcosi2= ±1 =. (2а)*

Имея в виду» что Af։Af12, yj’—
/ДМ։.^ ЛЗ12 А։2Л112> А2Л!2 - А..։Лк։, из AZr’iAjA,. контура ОЕ^АуА^Д^О, 
трапеций A2Aj2Afj<uVf2 и /А4Д24Лк4;И։, получим

л-.՝’ = s13si п я3 4 - axcosa3si п у 13 ֊ rcosa-si и ?гз; (4а)

Уз'~ —s։acosa4-:-W|Sinfi»3sincja-rrsiHa2; (1в)

zj*—tfjcos^j j—rcoso(2cos?23. (4c)

Из контуров OAjAj.Aj ДХО. А„.4։2Л1|2.И.,Аг, A4A2.tAf:,.։.-W.։Ai։,
AjA1£/W|-ЛМчлА, А։.4лЛ1г։.Л/л4Лз^1 и треугольников £՝Р4։А.։, A3/W.ri.Wj, 
AiAfvj.Wj, А3.П21Л1‘ с учетом .4pVivl=.VIPV<։.v Л1.,.Иг1—получим

Л-.м
cose -֊֊ = — cos«5cos'iwcos«23— (slfu-sina,— cosx.cosa,s։nr •,) sinwjj; (5a)

yi«
cos <) = — — sina2cosa34-cosa2sineasin?։..։; (5 b)

2.m
cos ՝>-= c-OsagSin^jjCOS?..,—(sin^siip. -cos^cosa^sin^) cos>u. (5c)

Имея ։■ виду, что f-\r:.=E.E..X. EZE֊^ E,,EiS. из контуров 
ОЕ^Д.О. ахЕ.Е,^Д.Ду. Д.Д:Д-_ХЕ^СДЕ., СД՝ГД.А,С.Х и треугольников 
C4AI,։A;., СхДаВ.х находим

tg 6 = х}' (Х‘-Л՝') + у/(уРу?г ’ (6)

где
X.f=£5 Er, = flaSin^+Si^slna-jCOS^aj;

֊ у; =С,^,.. (х.,3 ; swcosa9--G2ctga3)coss3-(snsin7.,sin?,.« fl.,cos?«.a) sina...

Механизмы с одной степенью подвижности можно рассматри­
вать как частные случаи механизмов с несколькими, степенями под­
вижности. Так из рис. 1 можно получить следующие три вида меха­
низмов с одной степенью подвижности: механизм для преобразования 
вращательного движения звена / вокруг осн ОЕ во вращение звена 2 
вокруг оси ЕД. если цилиндрические пары /—3 и 2 3 заменить вра­
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в них постоянность и перемен-

Рис. 3.

щательными парами (s15=const, s^—const); механизм для преобразо­
вания вращательного движения звена / вокруг оси 01?. в поступа­
тельное движение звена 2 вдоль оси ГД. если цилиндрическую пару 

3 заменить вращательной парой, а цилиндрическую пару 2—3— 
поступательной ($։л = const, = const); механизм для преобразова­
ния поступательного движения звена / вдоль оси ЕО в поступатель­
ное движение звена 2 вдоль оси ГД, если цилиндрические пары / -3 
и 2—3 заменить поступательными (ъг.= const. ?„. = const).

Перемещения звеньев этих механизмов определяются уравне­
ниями (1)—(6), только следует учесть 
ность соответствующих параметров. 
Этими же уравнениями опреде­
ляются также перемещения звеньев 
трехзвенных механизмов, у кото­
рых неподвижным является пло­
скость П. (звено 2) вместо зве­
на 3. На рис. 3 приведена кинема­
тическая схема четырехзвенного 
механизма общего вида с одной 
шаровой / —2. одной плоскостной 
2—3 и двумя вращательными /—/, 
З-Д парами. Звено 2 обладает ме­
стной подвижностью — свободное 
вращение его вокруг оси АН. Этот 
механизм кинематически эквива­
лентен трехзвенно.му механизму общ։
ми и одной высшей парами (элементы высшей пары — шар и плоскость). 
Если в уравнениях (1)—(4) и (6) положить г uz = 0, = const.
s,,j - const, то получим аналитические выражения перемещений трех­
звенного механизма с соприкасающимися точкой и плоскостью. Гра­
фическое определение угла поворота ведомого звена этого механизма 
дано в |3|. Если в уравнениях (1)—(4) и (6) принять еще «2 = 0. то 
получим аналитические зависимости перемещений частного случая 
четырехзвенного механизма рис. 3. Для этого частного случая в |4j 
найдено аналитическое выражение угла поворота ведомого звена.

Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса Поступило 25.1.1968.

вида с двумя вращательны-
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դՈէնղ—Հարթություն զույդ/է, իււկ անշարժ օղակի հետ կազմում են ղ/անային 
կինեմաաիկ դու յղեր: (քղակնորի հարաբերական տեղափոխումները ո յաշվում են 
զրաֆոանայիտիկ եղանակով։ Տվյայ մեխանիզմի համար արտածված անայի- 
աիկ արտահայտությունները տարածվում են մեկ ազատության աստիճան ունե­
ցող մի շարր մեխանիզմների վրա։
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