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МАШИНОСТРОЕНИЕ

\ А КЛСАМАНЯН

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОТНОСИТЕЛЬНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИИ ЗВЕНЬЕВ 
ЧЕТЫРЕХЗВЕННОП ПЕНИ ОБЩЕГО ВИДА С ОДНОЙ 
шаровой и гремя ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ ПАРАМИ

I. Исследование и прежде всего вывод законов относительных 
движений звеньев кинематической цепи необходимы потому, что вы­
веденные зависимости и результаты их исследования распространяют­
ся на механизмы, которые могут быть получены из рассматриваемой 
цепи. В |1| проведено исследование такого рода для плоской кине­
матической цепи с одной поступательной и тремя вращательными па­
рами с учетом проворачиваемое™ и возвратно-поступательного дви­
жения ее звеньев. Целесообразно вывести и исследовать законы от­
носительных движений в пространственных цепях общего вида с не­
сколькими степенями подвижности, так как из зти-х цепей как ча­
стные случаи можно получить плоские и пространственные цепи с 
одной степенью подвижности.

В статье рассматривается одна из таких цепей, кинематическая 
схема которой приведена на рис. 1. Для наглядности решения зада-

Рис. 1.

чи •вено 4 изображено как неподвижное, т. е. кинематическая цепь 
рассматривается в виде конкретного механизма.
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Принятые обоз иач е и и я

Л — центр шаровой пары /- 2;
ОГ.. ЕС. ЯД--оси цилиндрических пар /—•/. 3 /. 2—7;
.\Е = ах. АД = а., — кратчайшие расстояния точки А от осе»"։ ОЕ и 

ЕД или линейные размеры звеньев 1 и 2;
/ЗС-֊= ОЕ' - ил -кратчайшие расстояния между осями СЕ и ЕД,

СЕ и ОЕ или линейные размеры звеньев 3 и ■/: “ 
։3, углы .между осями СЕ и ЕД. СЕ и ОЕ или угловые размеры 

звеньев -7 и 4;
?-л- ?23’ £34—углы между отрезками й, и г?։, а2 и а։, </._> и а3. 

«з и
•՝«»• \м—кратчайшие расстояния между отрезками о. и а.: и ая,

а3 и “А
.\.У1Х1 прямоугольная правая система координат, связанная со зве­

ном 1 (I = 7. 2, .7, •/);
х,. у/. г, ксординаты произвольной точки в системе
։,л« '•.1 - углы, образованные прямой Л Л с осями ЛК։ и АХ,;
гд., линейный угол между плоскостями ЕАД и АДЕ;
Пв- плоскость, проведенная через точки О, Е. С;
П։. П2, П„ Пр П5, П,— плоскости, проведенные соответственно че­

рез точки О, С, Е, Е, Д, А и перпендикулярные отрезкам 
ОЕ. СЕ. ОЕ. ВС. ЕД, АД;

Л,-,, В,, и т. д. — проекции точек А, Е и т. л. на плоскость ПР (р /, 
2, 3, 4, 5, 0;

лГ1. — линия (ось) пересечения взаимно-перпендикулярных плоскостей 
Л,, и 1 !„;

А[:. В!Ч и т. л. проекции точек А, В и т. д. на ось А'м.
Оси АЛ՜., Д.\'2, ДУ... ВХ3, О/.։ г. ров едены соответственно по ЕА. 

ДД, АД. ВС, ОЕ, а оси АХ,, ЕХ3, ОУ4 — параллельно ЕО. СЕ. ЕС.
Положение (перемещение) звена 7 относительно звена ■/ опре­

деляется параметрами и «н. Положение звена 2 относительно зве­
на 7 определяется двумя из углов «й, Ие։. Ч’2։ и углом 9,л.

Положение звена 2 Относительно звена -7 определяется парамет­
рами и с;з. Положение звена .7 относительно звена / определяет­
ся параметрами $34 и »н. Положение звена 2 относительно звена 4 
определяется координатами л*.։, у,, ?4 текущей точки М (л֊.>. у2, г2) 
звена 2 в системе ХАУ4Х4. Положение звена .7относительно звена / 
определяется координатами у1։ гг текущей точки Д'(хл, у,. г3) зве­
на 3 в системе Х\У-/-1- Д’ехапп.-м 1аннс։о вида обладает тремя сте­
пенями подвижности, а потому среди его переменных параметров не­
зависимыми могут быть три параметра.

Даны: независимые переменные .$г1. $.п; постоянные парамет­
ры а։, ?4. ог, а... ал. «4; точка Л1 (х2, у.., г.) звена 2 и точка ЛДл՜., у3, 
гд)-звена -7. Нужно определить переменные ои, 523, г.։. н.։), 4՜ ։,
՛■՛..; координаты л։, у4, .՝.! точки .V/ и л-։. ур г, точки .V. Эту задачу 



30 А. А. Каеамакян

можно решит! графически методом, разработанным В. В. Егоровым 
[2]. а затем на основе графического решения, согласно Г. Д. Лняно- 
пу [3]. вывести аналитические зависимости перемещений.

Ниже задача решается несколько по другому. Искомый пара­
метр переносится в число заданных, а известный параметр а — в 
число искомых, т. е. производится некоторая перемена заданных па­
раметров. Строятся ортогональные проекции .характерных точек ки­
нематической схемы механизма в новых заданных параметрах и 
эти схема, которук» нельзя назвать графическим решением данной зо- 
дичи, ставится в основу для вывода аналитических зависимостей ис­
комых параметром механизма.

2. Очевидно, что отрезки ОЕ. НС ЛЕ. НД и АД лежат соответст­
венно в плоскостях Г1։. П:, П. 11։, П> и П3 П։, П. 1!։. П։ 11.... 11а111։, 
||< ! ||3, ОГ|| (II. И Пд). ЕС (II, и П։). НС II,. НИ || 1Լ. Согласно 
этом) н вышепринятым обозначениям можно написать:

ах-АД:л, սէ АДЦ, «։ = ОвСа,
$„= ()ЕХ. Г։С։ = ОО., $а = Я4Д„

Հ Л3£\Г3, *з։ — <Л^Сг53. ■= •

*п= < МЛ.-
Углы գ л, !>.л, 4' ։ в натуральную величину изображаем следую-

Рис. 2

3; фиксируем угол <-։ и совме­
щаем плоскость ЕАД с плоскостью 
П. поворотом ее вокруг осн ДЛ'.: 
фиксируем угол и совмещаем 
плоскость ДА А . с плоскостью Пг 
поворотом ее вокруг оси .4 А р фик­
сируем угол Ч';։ и поворачиваем 
плоскость ДА7.г вокру։ оси А7.х 
до положения, параллельного пло­
скости Г1։. Тогда на плоскость Г1а 
без искажения будут проектиро­
ваться углы -л. »з։ и отрезок АД, 
.֊. нз плоскость И, угол ՝Г։։ || 
отрезок АД.

Перейдем к построению схе­
мы рис. 2 Принимая плоскость 
чертежа зн плоскость П։. прово­
дим оси О..\'х. и О..Х и). На осн
О-Ли. и на расстоянии 53| от точки 
О. отмечаем точку О. Под углом 
з4 к ОЛ։в откладываем отрезок 

ОЕХ ху. Очевидно, чк» ось Л‘։, проходит через точку /:'։ и перпен­
дикулярна отрезку ОЕХ. Совмещаем плоскость Н, с плоскостью II] 
поворотом ее вокруг оси Л',5. Проекция /:3 совпадает с Ех. так как 
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точка Е принадлежит плоскостям П, и П։. На продолжении О£։ и на 
расстоянии ах от оси Л'„ получим проекцию Га. Но углу р։։ и отрезку 
ах находим точку .4,. Совмещаем плоскость П. с плоскостью 11, гак. 
чтобы ось О2Л'.Л была противоположна оси (1Х։0. На пен ОаЛ’.0 и на 
расстоянии от точки О., отмечаем точку С:. По углу ?л1 и отрезку 
«а находим проекцию В,. Очевидно, что ось Лпроходит через точ­
ку /< и перпендикулярна отрезку В.С.. Совмещаем плоскость П։ е 
Плоскостью Па поворотом ее вокруг оси А ,. Проекция 1\ совпадает 
с точкой О, а Еу с точкой С.. Поэтому проекция /•, находится на 
прямой С,В. I Л.,, и на расстоянии /ТЛ։ *= ОО от оси Л'.։. Проекция 
/?, совпадает с В:> так как точка В принадлежит плоскостям II, и II,՝ 
Проводим прямую /Л//, под углом к отрезку ВД\. Опуская пер­
пендикуляр из точки .4, не ось Л’„. получим проекцию .4,. так как 
точка .4 лежит в плоскости Па. Имея .4, и Л։. можно определить 
проекции /13 и .4,. Прямой угол А'1В проектируетСи на плоскость II 
без искажения, так как одна его сторона ВД лежит в этой плоскости. 
Следовательно, опуская перпендикуляр из точки .4, на прямую В.ДХ, 
получим точку /7, и отрезок ВДЦ. изображающий искомый параметр 
$։3 в натуральную величину.

Ось Лп проходит через точки .4, и „7։. так как отрезок АД ле­
жит в плоскости 115. Совмещаем плоскость 113 с плоскостью П։. По 
.43 н ,4а находим точку .45. Проекция 45 совпадает с //., так как точ­
ка Д принадлежит плоскостям П, и II,. Таким образом. отрезок .4.>7| 
изобразит параметр а. без искажения. С точкой В.. кроме В՝, совпа­
дает и проекция С., так как /?С_П4. Следовательно, по точкам С2 и 
В2 можно найти проекцию С5. Угол АДХС^ будет искомый угол с.,.

Ось Л’.^ проходит через точку .4 и перпендикулярна отрезку 
АДЦ. Совмещаем плоскость П, с плоскостью П-. Опуская перпенди­
куляр из точки £։ на ось \'к, получим проекции» Е^ так как точка 
1: лежит в плоскости П։. Имея Ех и Е:. можно найти проекции /д\, Е3 и 
1:6. Кроме Дл, с точкойсовпадает и проекция Втак как ВД 115. 
Поэтому по В2 и 7։ можно найти проекцию Вл. Проекция .4б совпадает 
с Д5, так как ТОЧКА .4 принадлежит ПЛОСКОСТЯМ П* и П5. Таким ОбрАЗОМ, 
получим угол Е^А-Д,'. который изображает угол 9Я в истинную величи­
ну. Опуская перпендикуляр из точки на ось Л’:4, получим проекцию 
//2. так как точка Д лежит в плоскости П4. По Д. и >74 находим проек­
ции /7, и Дг Оси Л։ и У։ в плоскости П։ проходят через точку .4,, а 
ось .47, и юбражается в плоскости 11։ осью .4։7, _Л՜,,. 11рн повороте пл<г 
скости ДА7.} вокру։ оси 47։ о положения, параллельного плоскости 
П1։ проекция Дх займет новое положение Д։. гле ДДЕ .4,7, и АД1д—и*, 
Угол Д\Ах7.х равен искомому углу ’I՜,,. При совмещении плоскости 
ЛА У, с плоскостью П, проекция Дх займет положение Да. где 
ЛД1л А3УХ и .4^7 = а.. Угол Л АХУХ равен искомому углу при 
совмещении плоскости ДАЕ с плоскостью 114 проекция Д, займет по* 
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ложение Дз, где ДДк 1 и .\Д;, а.,. Угол ЕХА,ДЛ равен искомо­
му углу Фир

ЛИ и
Чтобы не усложнять схему рис. 2 построение координат точек 
А‘ производим отдельно на рис. 3. Проводим осп ОХ. и ОУ4 в

Рис 3.

плоскости Пр В этой плоскости ось 
/72., изображается осью ^։2Э.! Л'1?. 
Проводим оси бЛ./р /7..А'3 я Н,У. я 
плоскости 112. В этой плоскости ось 
ОХ. изображается осью О2А’։։. От­
кладывая заданные координаты 
л3 /72Л'л, и у, .Угг\'., в плоскости 
\’;|/72У.р получим проекцию Л’., а 

на продолжении А2А12.! Л'։... и на 
(х4) заданном расстоянии г., = Лгг\г. от 

осн А’12 находим проекцию Ар По 
Л'։ и Д’. определяем проекцию А... 
Координаты А.,АЛ1 и Л л։Лл точки 
.V, в системе А^АдУ։ изображают 
соответственно искомые координа­
ты л\ н ур а отрезок Л\Ли в пло­
скости 11։ представляет координа­
ту £р Ось ДАД в плоскости П,։ 
изображается осью АвА\. которая 

направлена по /7еД,.. Ось ДУ. в плоскости П5 проходит через Аа иД.
Ось Д7... в плоскости 11. проходит через точку Д-.. а в плоскости П„—че­
рез точку А., и с осями АеА'а и Д.,У.. образует правую систему коор­
динат. г. е. имеет направление, противоположное осн Х50. Отклады­
вая заданные координаты АЙАЬЛ и л\. .ИМА1Й в плоскости А'2АЙ22, 
получим проекцию Л1л. а на продолжении отрезка А^М^хДь^ и на 
заданном расстоянии у, ЛПуИ,от оси Д77. находим проекцию АГ,. По 
Л/й и ЛГ. можно определить проекции Л1։. .М2и Л1Х. Координаты ОМГ1 
и Л/Л։Л/, точки .И, в системе А’։ОУ,։ изображают соответственно ис­
комые координаты .е, и у... а отрезок ЛГ.И։2 в плоскости П2 предста­
вляет координату г։.

3. Из треугольников А3А։£։. А-А4/?.։ (рис. 2). контуров 
()ЕхАхАпО,,О, О2АХ А.А^ВД.О.., В^А^АДД с учетом А2А։2 А։АД, 
А,А24 = А։А12, А4А.. — А._.А2,։ получаем

[ла (ал «։со8<?։|) со$^։-(.$п8։па։ а, со$ ?х։) $։п ?п|г •

4֊ ) (\. ։ 4- 5. , С( »$ 7 ։ — ! п 3! я։ П ) $։ 11 —

[(е/; ֊ </։со§-Ь;)«։п^,—(л-։։^1П14~«1со$л,§1ПФ„)со$гм|со8 2л}2 йз;
(П

1(^1 ?и) 51п с3,։ •• ($։4§1п -з-Дах со$ 7Л$1П ®։։) СО5 81Па3

Н- (5л։4“А'п соь а, их >ип $1п г14» со$ (2)
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4>.§1П5а= |(«i— «jCOSij,) sin®3։+ (susina4 rtjCosa4sin?n)coso.J cosa3-*-
ф CSj Ф suCos a.։ — </, sin 7, sin -;,,) sin a3: (3a)

«։cos?։4)cos?3l—(s14$inx։^a։cosa4sin»M)sin«M. (Зв)
Из выражения (1) угол <эл։ в явном виде удастся получить лишь 

для частных случаев механизма, например, при ’., = () или г, = 90՜ 
№.т. д. 1> общем случае значение угла ?;1, целесообразно найти сна­

чала графически по методу В. В. Егорова |2| с точностью геометри- 
;ЧеОа)го построения, а затем - по формуле (I) с любой точностью 

ueiM.jOM последовательного приближения. Из контуров
ОЛЛ&РФ* ОЕЛхЛЛЛ^-Л ЕЛ՝ЛЛЛ՝. и треугольников
МЙ»* АЛхЛ, АЛуЛ с учетом ////„= 4Л» = ЛЛК.
Ау.7,-. -ДД։,, .4Г<7У1 = ДДА։ получим

fecos‘l\.. - SJ։ (s4 S\,cosa,) cos Я| — («3sin ?;ll-t-\.3sni a;,cos~3։) sfna.։; (4)
UCOJK.J»֊ -!($.„• 5.,cos7jsina, — (fl,sin?34- s23sina3cos;34) cosaj sln?։i —

- I//., - rtjCOSsJ, SojSiua^in^jJCOS^j! ֊Oji (5)
d.cosi^ [(S34-֊ S՝2։COS7.,) sin?. («,sin';u s..3sjnaacos?3։)cos>,| cos-;.,—

- («4 -t- «л COS<?3։— X,.;| si։i?,siH93l) sin (6)
Имея;, аиду. что/Гб£.,я 1^Е^Е,ЕГ, /?..Д.4. £։Л., из ЛАДнА.

Swrypo։: Д3£и£5£։5/7'4д.„ £Д4Е,։5Е4кХ. OE^OX),
получим

|.<;3-(«4$1п?з։- s14sina,cos';54)sin-<1 - (su • si։cosa։) cosaj
• ~ — K’S։•usnCOS»4' sina3— (o,sin?3,-: s։4sina,cos';3,) cos ?,| cos c,,3

+ (tr, ч «4cos?M — susin 7,sin ;.,,) sin ?23. (7)
чнтывая, 4ui .li.-.U,, = .W,.W,.. .if-A'i,-, ֊ .Ч...И

'OJf,. 0Мг4, у, = sM — .Wx/Vfr. (рис. 3), из контмров .И֊/И1.,//..Иг..Л15, 
1!У֊ У'г^ЛЛ^ ()у\12М^,ЛС.<), находим

АД ((sM A\.)sina,-(y..sin?..,, z,.cos?,3)cosx3[cos?3, (O34֊y.,cos?.,3 
+ 2ssin?j}.,)sin«34; (8a)

y<֊5.u— («••rt-A-., )cosa֊14- (ycsin?73 ’.cos? J sin (8b)
z4= — K52,i Л\) sina, -r (v.sinc;., c.. cos ;23) cosaj sin o3։ —

-г + У» cos ?2з4-^։§։Пу23) cos oj։ — n4. (8c)
Учитывая, что Л'..Д։. Va/V,v C2A’v3 ал хл, из контуров 

О..\, Л \ , С.,0... О/?,А13А ,А'Г/Л.О, /ГрУи А', \\3£։ находим
•v> = • z3)sin a, -(֊ [(«, .v3) sin ^3,ф y3cos ?3J cos aj sin ?14

+ l«I-Г ("> — A3) COS «з։ - y3sin ;34| cos ?։։ </։: (9а)
У1 = '(Ум — *л) sin a,-г |(«3 a;,) sin?34+y3cos bd ‘•’«s b ?։։ ~

-• I«I («Л А*з) cos-9a։ ֊ у, sin ?3.,| sin ?14; (9в)
. ZX = ֊ |(o3 A,) sin ?3l-y3cossin 2, (s34 — za)cos a, r sM. (9c)

.3. TH. № I
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Если в уравнениях (1) — (7) положить $]4 = const и s31 const, 
получим аналитические зависимости перемещений для механизма об­
щего вида с одной шаровой (1—2), с одной цилиндрической (2—3) и 
двумя вращательными (1 4 и 3—I) парами. Выражения (8) будут 
уравнениями движения шатунной точки Л1. Графическое определе­
ние угла этого .механизма дано в работе |2]. а для его частного 
случая (а3 — О) в работе [I].

Если в уравнениях (!) (8) положить sn - const. s..3 = const, по­
лучим перемещения механизма с одной шаровой (1 -2). с одной ци­
линдрической (3—4) и двумя вращательными (1—4 и 2—3) парами. В 
работе 15| определены положения звеньев этого механизма как ана­
литически, так и графически.

Если в уравнениях (1) (7) принять з1֊| - const, sM const, 
d2 — r։ 4֊ г, то получим перемещения трехзвенного механизма обще­
го вида с соприкасающимися шаром 1 радиуса г4 и цилиндром 2 ра­
диуса г2 (рис. 4). Уравнения движения точки М касания звеньев 1 и

2 можно получить из выражений (8). принимая в них Х2 г2 = 0 и 
у., — — г.,. Из уравнения (!) следует, что угол (?л։) поворота ведомо­
го звена 2 этого механизма зависит от суммы радиусов гх и г.., т. е. 
от а2, и не зависит от соотношения и г... Поэтому механизм рис. 4 
кинематически эквивалентен трехзвенному механизму с соприкасаю­
щимися точкой Д и цилиндром 2 радиуса г г։ г.. Для этого слу­
чая механизма в работе [6| даны метод и результат графического 
определения положения звена / при заданном положении звена 2.

Если в уравнениях (1)—(7) положить s14 = const, % const 
s4 = const. а угол усчитать переменным, то получим аналитические 
зависимости для пятизвенного механизма частного вида с одной ша­
ровой и четырьмя вращательными парами (рис. о). Если вместо зве­
на 4 (рис. 1) сделать неподвижным звено 1. то получим другой ме­
ханизм рассматриваемой цепи, для которого зависимости (1) (7) ос­
таются без изменения. В этом механизме шатуном будет уже зве­
но 3, а для определения движения шатунной точки V имеем выра՜ 
жения (9).
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Механизмы, изображенные на рисунках I. 4. 5. имеют одинаковую 
геометрию но отличаются друг от друга но структуре и кинематике.

Ереванский политехнический институт
им. К. Маркса Поступило 19.!.1968.

С. 2. ԿԱՍԱՄԱՆՅԱՆ

Ս՜ԱԿ ԴՆԳԱՑԻՆ ԵՎ ԵՐԵՔ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԶՈՒՅԳԵՐՈՎ (^ՆԴՃԱՆՈԻՐ ՏԵՍՔԻ
ՔԱԳՕ՚ԼԱ’։ <7Լ1*-|1.3Ի (ՐԼԱԿՆԵՐԻ ՃԱՐԱՐԵՐԱհԱՆ ՏԵՂԱՓՈԽՈՒՄՆԵՐԻ 

11Ր11Շ11Ւ11’Ր

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Աոայարկված I; ղրաֆո֊անալիսւիկ եղանակ երեր աղատոէթ յան աստիճան 
է^նեէ;ւէււ րա пи քք Ш կ տարածական մ ե խ ան ի էր)' ի յուրարանչյուր օղակի տեղափո֊ 

Հիււպհունր մնացսՀծ օղակների նկատմամբ որոշելու Համար, երբ տանող և 
՝\uiujj>tl>ii] օղակները անշարժ օղակի Հեա կաղմու մ են ղրսնա յին կինեմ ատիկ

Տյէվսւծ է <՛՛երկրաչափորեն Համարժեք» մ եիւանիղմներո հասկացությունը-, 
նչւիոմ /, որ ղիաված մի շարը այլ քսնղիրների անալիտիկ լուծումներն ստաց- 
վուժ են որպես պվյաք իէնղրի մասնավոր ղեւղըերւ
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