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СТРОИТЕЛЬИЛЯ м Е X АИ И К А

Э. Е. ХАЧИЯН

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ЧАСТОТ II ФОРМ КОЛЕБАНИЙ СТЕРЖНЕЙ 
ПРИ СОВМЕСТНОМ УЧЕТЕ ДЕФОРМАЦИЙ ИЗГИБА

И СДВИГА

Вывод дифференциального движения балки с учетом деформа­
ции сдвига и инерции вращения имеются во многих монографиях и 
статьях ио теории колебаний. Если пренебречь в этих уравнениях 
членами, учитывающими инерцию вращения, получим следующее 
дифференциальное уравнение свободных колебаний с учетом дефор­
маций изгиба и сдвига

z=/*y- _£Z_A+^^=o, (1).
fix' kFG flx՝dt~ g Ot-

где у — прогиб балки; Е модуль упругости; ./ момент инерции 
поперечного сечения; G—модуль сдвига; /'—площадь поперечного 
сечения; </— нес единицы длины бруса; k — коэффициент, зависящий 
от формы поперечного сечения; g —ускорение силы тяжести.

Решение уравнения (1) ищем в следующем виде:

у и. О = 2Г(л-)/7(г). (2)
Л֊։

В силу (1) и (2) получим следующие два уравнения:
+ (3)

/; (0 4-/>?/,(/)-О, (4)
где

/>?</ . о,_ p}q
г>~ gEJ " gkFG (5>'

Здесь Pj- круговая частота свободных колебаний /-ft формы.
Решение уравнения (3) представим в виде

Еу(л-) = Azsin /։/л- cos л։/г-f- CySh >71.х -|- !)fcX\ /-2}x. (6)

Подставляя (6) в уравнение (3) убедимся, что и должны 
уд о влстворять уравнениям:

'•1/ — — а/= 0;
^ + >.^֊,, = 0. (7>
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Коэффициенты .4;, 13/, С/ и I)/, а также круговые частоты р, 
определяются из граничных условий. При этом изгибающие моменты 
и поперечные силы имеют следующие значения:

д2у
М(х, О- = Ь

ЕУ I] д2у 
кЕП £ ('ц֊ '

г)3у ЕУ (1 с)3у
$(л՜՝ П = £7^Т + у/7^- у («)

На свободно опертом конце, где прогиб и изгибающий момент 
равны нулю, будем иметь:

у (А 0 0; Е^^-З-^. (9)
дх- ЕЕО £ сН-

На закрепленном конце равны нулю прогиб и угол наклона от 
изгиба

и- __ ^У к в
г/д- ՛ А’Н/слУ (А'/-'6)г £ дГ-дх~

Второе условие для консольного стержня можно заменить 
щим: I

ду 1 Г (I д2у .
дх к’ЕС 3 £ дЕ

(I

(10)

следую-

(Н)

На свободном конце стержня изгибающий момент и поперечная 
сила равны нулю, поэтому на основании (8) получим:

ЕУ^У֊ = д д‘У : ЕУ^ = д"У (12)
дх~ к ЕС! £ дЕ дх3 кЕ(1 £ дЕдх

Из уравнений (7) для круговой частоты получим

„ _ *1 I 1 1 1 . /7^՜ (131
^-/=1 ? - /1 ч

где
-'У1. '^1,

Е/= -֊֊- . .37-’ = ^ - иЛ (14)

Рассмотрим несколько частных случаев, имеющих практическое 
применение,

I. Стержень с шарнирно-опертыми концами

Граничным условием для этого случая на основании (9)—(12) 
будут 
при Л-О, Г ДО) о, /-Г.(0)=-(А?֊’-ю-) Г (О) 0:

(15) 
при л*֊ /, ГД/) 0, /-Т;.(/)= -(^-ш})ГД/) = 0.
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Граничные условия (15) не отличаются от граничных условий 
задачи без учета влияния деформации сдвига. Поэтому формы коле­
бания для шарнирно-опертого стержня будут такими же. как и при 
неучете деформаций сдвига, т. е.

У}{х) — Л/sin--л*. (16)
I

где А՛, -определяется из уравнения
sin/г, = 0. (17)

Однако частоты колебания будут зависеть от отношения изгибиых 
и сдвиговых жесткостей, как это видно из (13).

(19)

(20)

2. Стержень с одним заделанным и другим свободным конном

Граничные условия соответственно будут
при jf = O, ГД0) = О, |1 W (*/ — <»’)] ГД0)4 ^'У/ (0) = ();

(18)
при л՞ ~pyt(i) Г, (/)==(). /֊у;(/)-и(/г;_и։‘)ГД/) О.

Подставляя (6) в (18). получим систему однородных уравнений 
относительно коэффициентов Aj. В,, С}. !),, из которой получим сле­
дующие выражения для уравнения частот и отношения коэффициен­
тов Д/, В,. С/, D,:

(»'■} ֊7 S‘) ch W; COS kj — ’/fr/O/Sin A?/Sh <•>, -г 2 Ф/А/ = 0,

— k'j t»>, sh w/sin kj_ /?/(»}ch >■>, cos A^ A\ 
— k՛, 0)z-ch ">/COS A.’; •- kj wj $h <•>/sin kj - Ш/

.. r Ayn/Cll ։'>, sh ki A’} <••/S110),- COS kj• ) f ~ U f о ՝-* У
kj ։՛>,- ch »«/ cos kj 4- kj sh ^j sin k, w)

3. Стержень с одним защемленным и другим опертым 
концом

Граничные условия для этого случая примут вид

х=0. Г(0) = 0; [1 - v^(/ej-u>;)| ГДО) rY] (0) 0;
(21)

л /. ку(/> = 0, /=r.;(o+(*v о.
Удовлетворяя граничным условиям (21) для уравнения частот и 

к:.эффнциентов форм колебаний, получим

k'sin kt ch — «и)sh cos kf 0; (22)
A, - - th <»/ etgkj Cj\

(23)
Bi — — Г)] = th w/ Cj.
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4. Стержень с двумя защемленными концами

Соответствующие граничные условия будут:

при х = О, Г; (0) = 0. [I - (А; - <о;)| ><(0) - v- У, (0) = 0;
(24) 

при л = /. yj(l) = i). [I v2(A? ш7)]Г}(/) - -г У, (/) 0.
Аналогичным образом для уравнения частот и коэффициентов 

А/, В,. С,. D, получим

(А? ֊ uj/)$in A’/Sh ։•->; — 2 cos A\ ch w; +- 2-h k՛} - 0, (25)

А,- = _ Д Cj, Bj = - D, = - ”^h ՛՛" ~ *' si" k> C,. (26)
v»} (cos Ay — ch •»,.)

Если в уравнениях (19), (22) и (25) принять ՝А = О, А. = <ву. то 
получим соответствующие уравнения частот без учета влияния де­
формаций сдвига

cos A. ch Ay -|- 1 = 0; tg Ay th Ay = 0; cos Arch A՛, —1 = 0.
Прибавляя к частотным уравнениям (19), (22) и (25) следующее 

уравнение, вытекающее из (13):

(27)

На электронной вычислительной машине были получены зна­
чения характеристических чисел А) для различных значений V2, при­
веденные в табл. 1.

Таблица !

■д
/

Корн» характеристических уравнений

Но уравнению (19) По уравнению (22) По уравнению (25)

h՝. *1 Ь *з *' $

0 1.875 4,694 7,855 3.926 7.068 10.210 4.730 7.853 10,995
0,001 18 1.874 4/82 7,825 3,915 7.032 10,537 4.699 7,765 10.830
0.005 8 1.872 4.037 7.730 3,872 6,911 9.926 4.588 7.489 10.389
0,01 5.7 1.869 ■1.588 7.651 3,825 6,798 9.775 4.475 7.254 10,096
0.02
0.03

4 1,864 4.5 UI 7,571 3,745
3.679

6,652
6.563

9.629
9.562

4.303
4,177

6.968
6.800

9,821
9.694

0.04 2.8 1,854 4.10S 7.532 3.627 (5,505 9.525 4,079 6,691 9.625
0,05

2.3
3.582 6.465 9,502 ■1,001 6,615 9.581

0;<Х» 1 .845 4.349 7,540 3.545 6,435 9.486 3,936 6.558 9,552
0.08 2 1,836 .,.31., 3,48-1 6.39-'* 9.467 3.&35 6,-183 9.515

Коэффициент V2 в виде (14) удобен для сложных строительных 
конструкций в целом, когда известны обобщенные жесткости кон­
струкции на изгиб Е.! и на сдвш А7՝(л Для однородных конструкции 
коэффициенту ■/' можно придать более наглядный вид, принимая еле- 
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дующие условия: / ֊Л-, /■' ЬЦ, (1 = 0у\Е (железобетон), к = 

(прямоугольник). Тогда получим

= 0,312 0֊у. (28)

Выражение (28) позволяет определить влияние деформации сдви­
га в зависимости от отношения толщины конструкции Л к ее высоте 

/. поэтому в табл. 1 приведены также соответствующие значения — • 
к

Значения коэффициентов Лу/Су. #уЛ>/ и вычисленные по 
формулам (20). (23) и (26), приведены в табл. 2. В таблицах случай

0 соответствует чисто изгибным колебаниям. Как видно из таб­
лиц. с увеличением коэффициента ՝г частоты и особенно формы ко­
лебания сильно изменяются по сравнению со случаем изгибных ко­
лебаний. Графические изменения частот колебаний в зависимости от 
коэффициента у’ для всех рассмотренных случаев показаны на рис. 1, 
где/Ау есть частота колебания без учета влияния сдвига. Из рис. 1 
и таблицах 1 и 2 видно, что наименьшее влияние деформации сдви­
га оказывают на частоты и формы колебания консольного стержня, 
а наибольшее на частоты и формы колебания стержня с двумя за­
щемленными концами. На рис. 2 и 3 представлены формы колебания 
для двух случаев закрепления концов стержня при различных ра­
нениях >2. Как видно из рисунка и из данных табл. 2, учет дефор­
маций сдвига приводит к увеличению прогибов системы, причем, 
если это увеличение для черной формы колебания невелико, то для 
второй и третьей форм колебаний оно очень существенно. Таким об­
разом. для высших форм колебаний деформации изгиба и сдвига ме­
няются ролями, а именно деформации сдвига являются основными, а 
деформации изгиба — второстепенными.

Выше рассматривалось влияние деформации сдвига на частоты и 
формы колебания стержней. Результаты показали, что для стержней, 

у которых 2>6, влияние деформации сдвига существенно только 

для высших форм колебании. Возникает вопрос, а какую роль иг- 

рают деформации изгиба в сооружениях при —< 1 для которых 
Л

деформации сдвига можно считать главными по сравнснию’с дефор­
мациями изгиба? Такие случаи чисто встречаются при расчете зданий 
на сеймостойкость. Для этого формулу (13), учитывая (14). предста­
вим в виде

1 . ёКМ ! Й
Т ---------1/ ------ г (29)11 ч | ан т



•л 0 0,001

Ը — 1 1,0(М
>- /ЛС| ‘Л>».С, 1,362 1.263
է-,Հ 1 1.032
4- Ъ £ ֊ /Л Գ 0,981 0,981

<Ь ' э 1 1,01 ■
և- & Գ - - Рз сз 1 1,001

X 
:-3 Հ Գ -1 -1.023
>>_ /Л С, ■ 1 0,999
Л —* Л Դ —1 — 1.075
£~ ԴԳ -D.c\ 1 (1.099

Л л Ղ1 -1 1,158с
•—• •Պ Կ ■= — D3 (,3 1 0.999

rz ֊1 -1.033
в, 'Հ />, с, 1 1.019•Շ Z -ՆԳ ֊1 1 .091— ^ք-

-e- «,.Հ.։ О, С. 1 0.998
с Л G -1 -1.181
с (-3 — />;, 6з 1 1.000

0.0*. 15 0.01 0,02

-1.025 1.052 -1.105
1,368 1.373 1.385

-1.165 -1.331 1.667
0.975 0.968 0,953

-1/178 -1,996 -3.139
1.002 1.005 1.014

֊1.11 1 1,227 -1 .449
0.998 0,998 0.997

-1.378 1,768 2.588
0.999 0,999 0.999
1.823 ֊ 2.734 •1.822
0.999 0,999 (1.999

1,161 -1,314 1.604
1,025 1.034 1 .<>52

-1.4-18 -1.885 -2.767
0.997 0.994 0,986
1.910 2,869 - 5,013
1.000 1,001 1.006



Таблица 2

0.03 0.04 0,05 0,06 0,08

-1,213 -1.321 — 1,431
— 1.407 — 1,428 1.449
— -2,369 — - 3,114 - 3,927
— 0,915 — 0.871 0.820
— -5.905 — ■9,222 13,054
— 1,049 — 1,103 1,173

-1,667 -1,885 - 2,103 — 2.323 2,767
0,996 0.994 0.992 0.990 0,986

-3,471 ֊4.419 ֊ 5,432 6,506 8.831
0,999 0.999 0.998 0,997 0.996

-7.242 -9.959 —12,948 -16,19 ֊23,355
0.999 0.999 0,999 0.998 0,997

-.1,880 - 2,149 - 2.4’5 ֊ 2,681 ֊ 3.212
1.070 1.088 1.106 1,125 1.160

--3.688 - 4,662 - 5,691 6.776 - 9.113
0.975 0.964 0.951 0.939 0.913

-7.465 ֊10,20 ֊13,216 16,47 -23.669
1,014 1.024 1,035 1.(47 1,075
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При чисто сдвиговых колебаниях уравнение свободных колеба­
ний имеет вид |2, 3|

=0. (30)
ГЛТ2 Р՜ (У/2

Частоты колебания при 
айются формулой

В
этом, как нетрудно

д-Л'ГгА’
Я

убедиться, опреде­

ли
где р — определяется и?, граничных условий. Для стержней с опер-
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тыми и защемленными концами 15=7'՜, для консольного стержня

Рис. 2.

Рис. 3.

Для консольного стержня •՝։ 1.57. «с. 4,71, »3 — 7,85. Тогда при

Vй 1,5 (//==2.2/), А’. 1,653, ^ = 4,533. А3 7,801,
(»!»= 1,482, &., ֊ 4,481, 03 = 7.758;

при ‘г = 2.0 (// 2,5/), А’։ — 1.637, Л» —4,586, Ь3 = 7.813, 
&, - 1.503, 0„ = 4,532, 6, - 7,781.

Значения /?/ для определялись из характеристического уран 
нения (19). Приведенные данные показывают, что при -г — 2.0 откло 
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ненке между •», и б։ составляет не более 4,5' 0, а для иысшнх форм 
колебаний оно еще меньше.

«ИСМ Поступило 31.¥.1907.

Է. Ь. հԱՉԻՏԱՆ
VIHFIU, 1ւՎ inui’b ԴհՖՈՐ1ՈԼ8ԻԱՆնՐ1« Հ1Լ1ՈԼՏ1»Ղ £Ա6ՎԱ1>ՄԱՆ Դ1»ՊՔ411*ւր 
flflWl» աԱԽՈՈԹՅՈհՆՆհՐ!’ ԵՎ ՏԱՏԱՆՍԱՆ ԱՍՎ1»1'Ի ՈՐՈէՄԱՆ ՇՈՒՐՋԴ

II. մ փ и փ и ւ մ
ձէւդվածւոմ քերված են (Ьп/шЪ և սահքի ղեֆո(ւմ աւյի աների հ ամ տ տ ե ղ 

'•ւււշվէսոման դհէղրւււմ ձողերի տատանումն երի հաճախս։/! յանների և տատան - 

ման ձևերի որոշման ճշգրիտ բանաձևեր։

1քի շարր պրակտիկ կիրաոա /I յուն ունեցող ամրակցումների դ1։պքո։մ »/ժ են հաճախությունների (19), (22), (25) հավասարումների ե տա- 
տանմպն ձևերի (G) հավասարման մեջ մտնող A lt H , (. և / f գործակից­

ների (20), (23), (2G) արտահայտությունները։ Սոման և սահքի էրւշտութ յս։ն- 

ների հայւարերոէ թ յան {14) տարրեր արժեքների դեպքում էլեկտրոնային հաշ­

վի՝, մեքենայի օգնությամբ ստացված են հաճախաթյուններ/ւ (29)է (22), (25) 

‘•աւիէւեարւււմնհրի առաջին երեր արմատների արմևրներր, սրոնր րերված են 
К?* .4 H ք, С, և Լ) - գործակիցների. !ամաւ։/ա տա/ւխան ար~

ւ4։յ>ներր րերված են .V' 2 աղյուսակում։ Ստացված տվյալների։ հիման ։Լրա 

ւաշվէ/ած են միայն մարուր ծոման և սահրի հաջվաոման ղեպր ում ստացվող 

հ^ճախոէթյոէնների հարաpbgnifiլունները. որոնց կապը ծոման և սահքի կոշ- 

տ„վ!յունների հարաբերությունից սխեմատիկ կերպով gmjg Ւ տրված 

նկ. 1-ում,

Ստացված արդյունքները ցույց են տւպխւ սահքի ղեֆորմացիանհրի նշա֊ 

նակւս[ից աղղևցությունր տատանման հաճախությունների վրա և աոանձնա- 

էկես տատանման րսւրձյւ ձևերի հաճախությունների վրա:
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