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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

С. С. ДАРБИНЯН

О КОЛЕБАНИИ СВОБОДНО СТОЯЩЕГО ПРИЗМАТИЧЕСКОГО 
БРУСА ПОД СЕЙСМИЧЕСКИМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ

В статье исследуется простейший случай колебания абсолютно 
твердого, свободно стоящего параллелепипеда под действием горизон­
тальных и вертикальных сейсмических сил (рис.]1). Колебание такого 
бруса описывается следующим дифференциальным уравнением [I]:

А»" _ թՀ й (Հ £)| а = հՀ — ծ(уо +£.). (1)

где А
շ

= ֊ (*2 + А2)-
О

1. Свободные колебания, Предположим, что брусу сообщается 
начальная скорость а<, в момент /=0, после чего он начинает сво­
бодно качаться.

Дифференциальное уравнение дви­
жения (1) в рассматриваемом случае 
примет вид:

Да" — /!£л =
Это уравнение можно преобразо­

вать так:
а" — ига = — (1.1)

4 = ^ = 0. (йЧ/г)-4-Л --
2$ 4£

_ ЦЬ Ь 
2/0’‘ Ь՝

где Д-момент инерции бруса относи­
тельно точки 0; ш—частота собственных 

Рис. 1.колебаний.
В частном случае, когда пб/Ь, то есть угол 3 — малая величина, 

<1.1) совпадает с уравнением |2|.
Решение уравнения (1.1) при начальных условиях / = 0, « “ 0, 

а' = а0 запишется следующим образом:

а = — 511 чЛ 4֊ 7 (1 — сЬ ш/). (1-2)О) ՝



4 С. С. Дарбннян

Момент максимального смешения tm находим из условия О

. С11 У>£т — 7 ш $Ь<м£от = 0 .
Откуда

(Ы,„=-^՛ (1.3)

Максимальный угол поворота «« на основании (1.2) и (1.3) бу­
дет равен ____

1" = ’( 1 —1/Л~Т՜։՜)' (1Л)
\ | т2и>2 /

Если колебания совершаются без потерь, то есть имеют место 
упругие удары, период колебаний определится по формуле.

Г=4^ = ֊- асМ • (1.5)й> тчо
С .момента г брус возвращается в свое начальное положе­

ние. Тогда движение описывается уравнением (1.1) с новыми началь­
ными условиями при г^!т, я]— а' 0. Поэтому решением (1.1) 
будет

։ = Г֊-(«я-1)сЬ->((-<я). (1.6)
Момент времени £1։ когда происходит удар [бруса по фундамен­

ту, находим из (1.6) при а —О

+ — агеей—։----- . (1.7)Гу) V —
Скорость в этот момент на основании (1.4), (1.6) и (1.7) будет

*' (^1) = — /Т։ (7 — ®/к)3 = — *о •
После совершения удара(Г>/։) брус будет качаться вокруг 

точки Ох. Движение снова опишется уравнением (1.1) и возможно 
колебание произойдет вокруг О или Ог Продолжительность такого 
процесса зависит от коэффициента восстановления А\ то есть от ве­
личины скорости после каждого удара. Для абсолютно упругих тел 
(Л = 1) колебание бруса продолжается без конца, меняется лишь знак 
скорости после каждого удара. Для абсолютно неупругих тел (£=0) 
в момент г = Л качание прекращается полностью. Если < 1, то 
после каждого удара скорость уменьшается в R раз и колебание по­
степенно затухает.

Теперь вычислим то значение начальной скорости а(Ь при кото­
ром брус опрокинется. Опрокидывание произойдет, если диагональ 
бруса примет вертикальное положение, и в этот момент он имеет 
ничтожную угловую скорость.

Это условие будет выражаться так: «и = £ = 1^7, на основании 
которого находим

30 = ։о р 7=_(7_1ёт)-‘.
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Откуда в случае, когда й^Ь. получим ту величину зо* при которой 
брус опрокидывается

оо = •(«> 
или __

” л Г 2Л 
но

./0«-^֊(/г <֊ Л’| -У— (/г . />*) = ^֊(/Р й?).
4# 12 Я Зя

Следовательно ________
ь , Г з#л ,.

й՜ А | ЧХЙ-^Ь1) ‘ < ,8)

В частном случае (!>) совпадает с решением |3|.
Выну жбенные колебания ИОТрим колебание бруса, на­

ходящегося пол сейсмическими силами в двух направлениях. В рас­
сматриваемом случае (В можно представить в следующем виде:

- Р5 (О3 = /?(0. (2-0
где

/•ю- ֊ 4 (՝*. ֊>•; ֊«). Лю ֊ 4(-•"՛ ->» ֊« )■ 
.4 .4 \ ‘ /

Если выполняется условие

|РЧ/) л(хпу.
2Ри) 4\Р(Г)/

то решение однородного уравнения можно представить следующим 
образом [41:

... 1 »<(О, ֊/«(Оа (I) = . с,е — с,е
V Р(0

где
֊-(7) =

V
Решение, соответствующее правой части (2.1). найдем методом 

вариации параметров. Тогда общее решение (2.1) будет:

«(0 = С։е'=<п - х 1.1
2/1 .1 кХО

■
I ■՛

(2.2)
где

ИИП I

ГРй7: ’-= ГЖ)’
Если ?(/) вещественная функция, то есть Р1(/)^>0, го

(2,3)
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Если ©(/) мнимая функция, то есть то

а(0 ^Л։СЬ^О~АЛЬ'ИО~[-֊^.^|И/)

(2.4)

где ИО— ' Р(О -0 — вещественная функция.
I

В частном случае, если на брус действует сейсмическая сила 
только в горизонтальном направлении, то есть, когда (/)=() н 
х = / cos/?/, уравнение (2.1) примет вид

„ , / h Л* . \ b /ip՝ t \
* 4֊ (---- Г £ ՛+ . 'Р^Р{ ) 9 - - , I—cos/я-£•

\ Л Л / л \ 7 /
Введем обозначение pt 2г, тогда

р (h
~2 dz '

Уравнение движения примет вил
d~'j '^(1— — (а — 2v cos 2г) т = -р- “՛ cos 2г, (2.5)
dz- Y

где

Дифференциальное уравнение (2.5) представляет из себя стан­
дартный вид уравнения Матье, решению которого посвящена обшир­
ная литература, например, (5, 6|. Можно показать, что для рассматри­
ваемой задачи удобно применить асимптотические методы. О।метим, 
что (2.5) аналогично уравнению колебания обернутого маятника с 
коэффициентами а и </. Известно, что :ля такого случая существует 
область устойчивости, которую легко определить.

Колебание рассматриваемого бруса приводит к решению уравне­
ния типа (2.5) в случаях, когда л*о(7)вО, у,Д7) /.։со5и>։/ и когда
л֊0(7) и уо (/) меняются ко гармоническому закону.

Таким образом, решение поставленной задачи приводится к изу­
чению явления колебании оберну кого маятника, для которого методы 
решения существуют. Однако, задачу можно решить также при про­
извольном законе колебания почвы с использованием реальных ак­
селерограмм п ЭЦВМ.

3. Случай очень малых перемещений. Из уравнения (2.1) вид­
но, что коэффинисн ? и /?(/) величины одинакового порядка. По­
этому при весьма малых значениях ■ (2.1) с известным приближением 
можно записать в следующем виде: 

решение которого будет
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’Й ֊ ֊֊֊(֊ ^֊Уо֊֊) 
Л \ Т 2 /

При нулевых начальных условиях с, - с2 - п в, следовательно, ре 
шение в нулевом приближении будет

Для нахождения первого приближения в силу (3.2) и (2.1) на­
ходим

’х — ’о 1 dtdt,

где
с ... bh . ■ • ./1 ,£ff2\/- । ■) ֊ — (•;*..+ >+ g) —x0 - y0 - 2— ) -

.4 \ 7 2 /
(3.3)

Продолжая этот процесс, можно найти решение с любой при­
ближенностью.

I клевое приближение и первое приближение, как видно из (3.3), 
отличаются на величину 

! t t t
\ ( f!(t) dtdt = ֊yo ь g) (/) dtdt.

0 ’i 0 U
Последующие приближения ,ipyi oi друга будут отличаться со­

ответственно на величину: 
/ -> • о

•'■2 =-у ^(•|'А<~уй ^)(7Л -vjdtdt,
о и 

t I
= — I \ (•;/.+> -Ur)(32 -«J dtdt. (3.4)

о 0

Все эти выражения можно написать следующим рекуррентным 
соотношением:

б1 '֊ ֊■ П (■•л' +
о « 

! ։
“ -у I (т-УоЧ-уи — ^)(з.л֊2 ֊ *а-2) (п-2. З,---).

о о
Если -/ очень малая величина и, следовательно, *0 выбрана до­

статочно точно, то из (3.4) видно, что последовательность г\. 02. ба--- 
должна быстро убывать.

Таким образом, для практически применимых задач можно бу­
дет ограничиться нулевым приближением
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Л / 1 яЛ֊ ’ л ( -г Л° Уо 2 (3.5)

Момент времени 1т, при котором имеет место максимальный по­
ворот бруса, находим из условия ։'=0.11а основании (3.5) будем иметь:

— (Ли) — У»(М - =0. (3.6)

Определяя из (3.6) /,л и подставляя в (3.5), получим величину 
максимального значения = а,я:

яя։ — 1 _  11 (( \>о -г-
4 11 2

(3-7)

После максимального отклонения брус начнет обратное движе­
ние и в момент /։. когда а=0, произойдет улар по фундаменту. Да­
лее. в зависимости от направления х0(Г) он будет колебаться либо 
относительно точки О, либо относительно точки Ог

Нетрудно доказать, что если колебание совершается относитель­
но точки Ог,то в дифференциальном уравнении движения (1.1) меняет­
ся знак перед лу (/). Однако, если учесть и направления функции Ло(/), 
то фактически получим то же самое уравнение, решение которого 
находим указанным методом.

Величину находим из (3.6) при х=<|

тММ-лИ -0- <3-8>I “
Скорость в этот момент равна

■’Ч/а=4|^Л”(у֊у‘|(/1)՜8'1 ■ (39)
Преимуществом решения (3.5). помимо простоты, является то 

обстоятельство, что становится возможным использовать при расчете 
сейсмограм мы землетрясений.

Известно, что расчет сооружений с помощью реальных записей 
землетрясений связан с определенными трудностями из-за отсутствия 
акселерограмм. Поэтому предлагаемый метод в некоторой мере вос­
полняет этот пробел.

Отметим, что все полученные выше уравнения являются линей­
ными с переменными коэффициентами. При решении таких уравне­
ний возможно параметрическое возмущенно (к частности параметри­
ческий резонанс), на которое до сих пор не обращалось должного 
внимания. Это обстоятельство при некоторых условиях может при­
вести к снижению сейсмического эффекта.

В заключение автор приносит свою благодарность академику 
АН ЛрмССР А. Г. Назарову за цепные советы при выполнении этой 
работы.
Институт геофизики и инженерной

сейсмологии АН АрмССР Поступило 29.VI.1966
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и. II. ԴԱՐՐԻՆՅԱՆ

ՍԵՅՍՄԻԿ ՈՒԺԵՐԻ Ա9,ԴԵ8ՈԻԹՅԱՆՐ ԵՆԹԱՐԿՎԱԾ Ա9.ԱՏ ՀԵՆՎԱԾ 
ՊՐԻԱՄԱՅԱՈՎ ՋՈՎԻ ՏԱՏԱՆՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. մ փ ս փ ո ւ մ

Հոդվածէէէմ ուսումն т и իրվու մ է ազատ կանգնած ղոլգահեոանիսւոի տա֊ 
էոանէռմների խնդիրը' հորիզոնական It ուղղաձիգ ուղղություններով ազդող 
սեյսմիկ ուժերի էՈղդերոէթյան դեպքում։ Չնայած, որ խնդրի նշված որ//ածրի 
դեպքում Հայտնի են դաոնում մ ի շարք նոր երևույթներ, որոնք շատ կարե- 
վոր են սեյսմակայունում յան հա՛շվարկ կատարելիս, մինչև այժմ դրանք 
չեն ուսումնասիրված։ Հայտնի Լ f 1), որ այդ խն դրի լուծումը քերվում Է փո­
փոխական գործ ակիշներով երկրորդ կարգի սովորական դի՚-իերենրիալ ( 1) 
հտվաиարման ինտե դրմանր:

Գիտվում են աղատ ու հարկադրական տատանոլմներր ե ցույց կ տրված, 
որ արտաքին ուժերի հարս՜ոնիկ օրենքով փոփոխման դեպքում f I ի հավասա­
րում ր քերվում է ՄէէէէԱյեի հսւյւոնի հավասար։!տնը։ Գիտվում է նաև շատ 
փոքր տեղափոխումն!,րի դեպքը, սրի Ժամանակ լուծումը հասցվում է մինչև

Կատարված էէէսումնէսսիրուք)յո։ննե/էյւ Ijntjg են տալիս, որ կաոուցվածք­
ների սեյսմակայւոնսւթյան հաշվարկ կատարելիս, երկու ուղղսւթյամր ազդող 
ուժերի հաշվի աոնեյր կարող !է ի Հայտ րերե/ ամրոէթյան նոր, իէարնւէած 
պաշարներ:
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