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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Я. Е, ХАЧИЯН. 1 С. КАЗАРЯН

О ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ ВЕРТИКАЛЬНЫХ СТЕРЖНЕЙ 
С УЧЕТОМ ИХ СОБСТВЕННОГО ВЕСА

В статье .методом Галёркина определены частоты колебаний стерж­
ней с учетом собственного веса для некоторых часто встречающихся 
случаев закрепления их концов и получено решение задачи при произ­
вольных вынужденных колебаниях.

Дифференциальное уравнение статического изгиба балки имеет вид

А 
dx- О)

Дифференцируя дважды уравнение (!) и учитывая, что из усло­
вия равновесия элемента балки имеем |3]
₽ = (2)

<1х с/х
где $ (л) —продольная сила и сечении л\ и что при колебаниях

JQ - d-y — = т — 
dx dt2

(3)

есть интенсивность распределенной инерционной нагрузки, получим 
следующее дифференциальное уравнение поперечных колебаний стер­
жней с учетом переменной продольной силы

£/ ԺՀՃ _}. т _ 5 (Л-) Ջ 4- մ-ճ ֊ 0. 
dx։ dE dx: dx dx

(4)

Здесь у — прогиб балки. М из։ ибающвй момент. Q — поперечная 
сила, Е модуль упругости, / — момент инерции, /я—погонная мас­
са стержня. Заметим, что при S(.v) const уравнение (4) переходит в 
известное уравнение поперечных колебаний с учетом постоянной про­
дольной силы.

Частное решение уравнения (4) ищем в виде

у(х. г) У(х)Т((). (5)

Подставляя решение (5) в (4) после разделения переменных, 
получим следующие два уравнения движения:

7" 4- шТ = 0;
(6)

Е/У" + 5 (х) У1' Н- У (л) У' - т^У -0.

1*
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Первое уравнение (6) показывает, что 1вижение системы носит 
колебательный характер с частотой ю, второе уравнение определяет 
форму колебания системы. Частота определяется из граничных ус­
ловий для второго уравнения (6).

Рассматривая стержень в вертикальной плоскости, взяв за нача­
ло координат его нижний конец и направляя ось ох вертикально 
вверх, для продольной силы будем иметь

где </ вес единицы длины стержня; / длина стержня. Второе урав­
нение (6) примет вид

Е1У"' — д(1 — х)У՞ -</У' — &У -0. (7)
К

Точно՛֊ решение уравнения (7) из-за переменности коэффициентов 
найти трудно. Наиболее распространенным методом приближенного 
решения таких уравнений является метод Галёркина. Следуя этому 
методу, приближенное решение уравнения

£[Г(л-)<-0 (8)
отыскиваем в виде 

л
У(х) УС/Х^х). (9)-

где С, - некоторые постоянные, определяемые из системы уравнений: 

С՝։ДП-ЬС,Д1Ь Н-- СА. 0:

•֊. •. . Сп^гп = В;
(10)

-т- С„Д>„ |...................... = 0,
где 

I .
л,у= рдг,(л-)1/,-(л-)</л-. (П)

о
Основное требование к методу Галёркина заключается в том 

что .минимизирующие функции /•■(-՝֊) должны удовлетворять одно­
временно и граничным условиям задачи и условиям ортогональности. 
Эти требования существенно затрудняют выбор элементарных мини­
мизирующих функций. Для уравнения (7) в качестве таких функций 
можно взять фундаментальные функции поперечных колебании стер­
жней. т. е.

= о. (12)
о*

В самом деле, решения уравнения 1.12) удовлетворяют условиям ор­
тогональности и граничным условиям задачи, так как сила 5(л’) не 
влияет на граничные условия задач։՛.
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Рассмотрим несколько частных наиболее распространенных в 
практике задач, ограничиваясь норными двумя членами ряда (9).

1. Стержень с шарнирно-опертыми концами

Фундаментальные функции £/(л*) имеют вид |3|

7., (л-) - $>п р,- р։ = -, }\> 2-.

Для коэффициентов Д,у по формуле (11) получим:

Д„ = П,5/ Ч 2
К

- 2,465?;

— 0.5! — 9.86 ?.

Д,, =------ ?:
9

При учете только одного члена ряда (9) частотное уравнение 
будет

отсюда для частоты колебания ՝՛> получим

где (?/)кр 18,5 £/
Р

критическая нагрузка потери устойчивости при

распределенной продольной нагрузке ?.
Аналогично задачам устойчивости введем понятие приведенной 

нагрузки, понимая под этим нагрузку Р11р, сосредоточенную к верхнем 
конце стержня в эквивалентную распределенной переменной нагрузке-
При постоянной продольной силе Р„р для частоты первой формы имеем 

отсюда для ьквивалентностн

Р Р дР
Рп„ = 0-51?/.

Следовательно, приведенная нагрузка составляет половин) полного 
веса.

С учетом двух членов ряда (9) частотное уравнение имеет вид

ДПЛЙ2 — Д1А1 ֊ 0.

Подставляя значения Л/у-, не лучим квадратное уравнение 
относительно »•>’:
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- 1652 Д е,- 2ц /о,- 15120^?'~
т1 " րո՜

քՀէ и -
3115Օ~^/֊: - 77 Հ = 0. 

րո I •’

откуда для частот первой и вторси , ;-рмы получим

‘։=(') ) | у Ռ,* ‘Հ12օ; —I 56.25 - 1.142/ ։>.<>24

| | 1 ,_’2 ■ ՛.■" •4'/ 9-1<'-’Л

где принят* обозна чение ~ = з.

Заметим, чю если в выражениях тля ՛ астг՛ ;... доложить > - 0, то 
получим точные чначеиия частот ՛ без ՛ >-•. ։ влияния собственного веса.

2. Стержень с одним заделанным и другим свободным 
концами

Для этого случая [3|

; տեւ •՛ • Տհ ՝Ч / А՜ ?■ \ А . X
/.(.<)=----------_ (созь ■ :՛ , -ք-տ1 ’•.• — ֊ ֊ •€ՕՏ Н/ + Հհ |է; \ / I } I {

где р։ = 1,875, :հ = 4.691.

Для ձ;/ получим следующие значения:

Дп [.73/ ) -2-и-I—2.6334;
\ / / տ I

ձէ = - 0.495 /1 Е1 У - ± 0.05%

I £<7)' -8,11%I > '

7.933 7-

С учетом одного члена ряда с9) для частоты основного гона 
получим

/ <*. \- /’ р/ 7;7 , 7.83 Е1"'““(т) |/ "’Г 1-0.963——. где (7/к: =—т------
1 ' 1 гн | и//),!. /•

Приведенная нагрузка определяется из условия

^^=0.123—.
— Ը1 Է1
5

Р, ---0,3147/.

С учетом двух членов ряда для частот первой н второй формы 
получим:
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й V. ’&. л-------------------------- ?==
Т/ Г у V 20,135֊ 0.6097 - )' .366.2 2’..1097-0,294։=:

/ Е1------------ ---------------- -----------------=---- ֊.
֊ ОЛЬ I - ■:т 1

3. Стержень с одним заделанным и другим опертым концами

Фундаментальные функции 7, (л) имеют вид ,3|;
. л* А* С’Ь !Ч — СО$ |Ч / . А . А* \

ХДл) ֊ сЬ ։-՛',֊֊ — СОЯ «/ — - ֊---------------- ( Н;--------- $Ш ’Ч -)•
I I я1з ;ч $0։ ’Ч ՝ I / / '

где «, 3.9.3, = 7.07.
Для Д,у имеем:

8281 </;

У-5611/ Е!\ (1

(I
— 13405г/:

Д.Л 5611/ Е/1 — Ю884</;

Д..2- 48184/ -1427989 д.

С учетом одного члена ряда (91 получим

где (<//)«,.=

Приведенную нагрузку определим из условия {![

32,5 £/ . 
/=

0,105— •
Е1 

/Лч,= 1,05«//.

4. Стержень с заделанными концами
4

Для фундаментальных функций X, (д*) имеем {3|

X, (д-) = с1| н — С08|Ч
А* С И ’Ч — СОВ !Ч I . х

֊г------— • ։>’ !՝< 7яп — Вт ;ч ՝ I/

!Ч 4,79. р2 = 7.85.
Для Д/у имеем:

Ди= 1.108/ 7 — О>- — 29.92^:

А,,. = -0,.314/ —иг
X

270.3(7;
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Л21= -0,314/ 4-81017;

Х2 = 1,128 / - 116307.

Частоты колебаний с учетом одного и двух членов ряда (9) со 
ответственно будут

рл \ , Ы , .--------------------------- :---—_____________ __
Т/ V °.5О5—1,09а+I 0,188-0,0027 10՜'7՜-’.

Аналогичным образом можно определить частоты колебаний и 
при других закреплениях.

Зная значения Д//, можно определить н форму колебания. При 
учете двух членов ряда (9) для формы колебания будем иметь

= + г. (л).
Д-»-»

При вынужденных колебаниях уравнение движения имеет вид

Е/
(Ру
4х*

— (Ру ,,, . (Ру д$(х) (1\>
т ֊ ’ (*) Т ■> + “7՜ Т |л‘՝ 

ах- ах- ах ах
(13)

Ищем решение уравнения (13) в виде

у(л-, /) = V Ук(х)ТкЦ). (14)
Л-1

где У* (а) решения второго уравнения (6). Подставляя (14) в (13) 
и учитывая (6). получим

« У/< (Л — <՛£/*) =/(а\ г). (15)
Л-1

Если функции Ук(х) ортогональны, г. е.
I
УЛ (А) У; (А) (1х = 0 при к , (16)

о
то для функций ?'а (г) получим следующие дифференциальные урав­
нения:
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I
У<Л-. /)Ук(х)с/х

П |- ^Тк "■------ 7------------------ =?'(/). (17)

ГП ( К и (.V) </Л*
II

Следовательно, общее решение уравнения (13) имеет вид

У (X. /) V (д ) [ Ак $1 и -г сое <։,а7 ) 4-
Л-1

:)$П1е'М/ — ;)</:. (18)

■1де Ак и Ек определяются из начальных условий.
Теперь выясним при каких условиях имеет место условие орто­

гональности (16).
Имеем

Е/У? - 8 (д') } < — 5 (л) У. -г У<;
(19)

5/ГР = _ $(Л) г; - _<(-.*) у, -|- гп^у}.

Умножая 
Га, вычитывая 
получим

первое уравнение системы (19) на . а второе на
из первого второе и интегрируя в интервале 19, /),

(<•<;

г
<•>;) \УЛ';(1х = Е1 •7 Г Н.>'Г)е/л֊֊г

(20)

4- 5(Д) |г;н- Глу;| 4- |5’(л) |К*И- у.у'дих. 
V V1« о

Интегрируя ио частям, получим

т (ю* - 'х = Е/ |Г;И- УкУ

о
Г*Н| •

Первый член выражения (21) равен нулю при любых граничных 
условиях, а второй член только для стержней шарнирно опертых или 
защемленных на концах. Однако для других случаен, например, для 
консольного стержня, если под 5(х) понимать нагрузку от собствен-
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него веса, можно, таким обраюм. выбирать начало координат, чтобы 
при Л- - I, 5 (а) (I.

Таким образом, условия ортогональности (16) выполняются для 
всех рассмотренных нами четырех случаев и общее решение задачи 
для них выразится формулой (18).

АНСМ Поступило I2.IV.1966.

I; I.. Ա1ԼՉ1’ՏԱՆ. I. Ս. 'ԼԱՔԱՐՅԽ.
ՍԵՓԱԿԱՆ ԿՇՈ-Ի ՀԱՇՎԱՌՄԱՍ^ ՈԻՂՂԱՍԻԴ ՍՈՂԵՐԻ 

ՈՆԴԱԱՆԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա մ փ ււ փ ււ ւ մ

Հոդվածում ուսումնասիրվում են ձողերի լէնդյայնական տատանումները 
փոփոխական երկայնական ուժերի ա դ դե ց ո է [) ւ ան դեպքում:

Ա (՛փական տատանումների դիֆերենցիալ Հ ա վ ա ււ ա րումն ստացված է 
[•/] ընդ .անուր սէեսրով, որտեղ երկայնական ոէժի փոփոխական լինելն սւրտա- 
*այտվում կ , ու վ ա Ո ու րո էվ/ լան վերջին անդամով.՝ Որպես վ'ով> ոխ ական ուժ 
րնղոլնեքով ձողի սեփական կշիոր, սաուցված ՚ փոփոխական դործակիցներէէւէ 
[7] Հավասարումը, որի լսւծումր էինտրվոլմ ( Գւպյորկինի Հայտնի մեթոդով 
հանված են հոդակապային հ կոշտ ամրա կցումներ ունեցող ձողերի ատ ատ • 
նումների '՛ ա ձ տ խ ա կ ան ո ւ թ յոլններլո Ս ատ յյվ ած արդ լոէն րնե րր Համեմ ա էովս՛ ծ 
են աոանց սեփական կշ>փ Հտշվաոմամր ստացված արդյունրների հետ։ քհի՝ 
տարկված օրինակների Համար ստացված են Համարժեյ՛ Հաստատուն երկայ­
նական ուժերի արժեյմէերր, որոնց կիրաոման դեպքում կստացվեն նույն Հա- 
Հէ/էիւականություններր, ինչպիսիր ստացվում են փոփոխական ուժի դեպրում:

Ս տիպ ոդական տատանումների դիֆերենցիալ հավասսւրումն ստացված է 
(13) ո՚1.ռրով, որի յոլծոլմն րնսւրվոլմ Լ (1-1) սւեսրովւ Ապացուցելով, որ հիմ­
նական (ֆոէնդամ եհտախ ֆունկցիաների Համար տեղի ունի է՚րթուքոնայուք]յւււն 
(21) ւղտյմանր, խնդրի րնղՀանոէր լուծումր տրվում է (1 <Տ) տեսրով, որտեղ 
.\Հ և ոէ. ղործակիցներր որոշվում են Նախնական պա լմաններից։
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