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ГИДРАВЛИКА

Г. А. МАКАРИН

К ВОПРОСУ УСТАНОВИВШЕГОСЯ движения жидкости
В НЕПРИЗМАТИЧЕСКОМ РУСЛЕ

Вопросы неплавноизменяющегося движения в непризматическом 
русле в литературе освещены недостаточно. Известны работы Вер
надского и Мелешенко о построении плана течения л открытых рус
лах [1 ]. Однако, из-за сложности полученных решений, они не нашли 
применения в инженерной практике.

Из системы уравнений Навье для общего случая неравномерно
го движения жидкости в открытых каналах Буссинеском получено 
следующее уравнение |2]:

V- _ 1 \ _ 1_ Г Г [I <?«>•С7/? сП ~ й! \^՜ ) 7 3 ] Ц ~дх 
ы

ду . диг дд] ,, к/ц>
—- г}------------ об I —.
до дх до а)

(1).
Здесь: о переменная в поперечном сечении:

«л, «у, я* «у, проекции скорости и ускорения в* какой-либо 
точке жидкости с координатами л, у, г. При 
этом направления ли/ для целого потока сов
падают (рис. 1).

Базируясь на приведенное общее уравнение (1) в статье делает
ся попытка установить для рассматриваемого случая уравнение, От

ряс. 1. Схема неравномерного движения жидкости а 
непрлзматическо.м русле с произвольной формой по

перечного сечения.
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ражающее основные особенности неплавноизменяющегося движения 
в непризматическом русле. С целью преобразования подинтегрально
го выражения уравнения (1) и установления значения поперечной 
составляющей ускорения wy предполагается, что:

1. В вертикальных плоскостях исследуемого потока движение 
носит плавноизменяющийся характер (//-=0), в то время, когда ши
рина потока изменяется настолько заметно, что поперечное ускоре
ние «у играет значительную роль.

2. Ширина поперечного сечения изменяется таким образом, что 
отношение местной продольной скорости к средней скорости по се
чению не изменяется по времени (условие подобия эпюр продольных 
скоростей), т. е.

~(֊) = 0- (2)
dt \v /

3. Первый член подинтегрального выражения уравнения (I) не 
зависит от изменения глубины потока, и при его преобразовании сле
дует принять Л = Л0= const.

Далее, используя уравнение неразрывности среды, 

а также, уравнение непрерывности для целого потока,

\ до 1 дЬ . . ... . . . ...— 4- — = 0 (так как ф — У-Ь՝1։9 сопз1) (4)
г՛ д! Ь д1

не трудно показать, что условие (2) сводится к следующему выраже- 
у до

нию для поперечной составляющей скорости: иу = их — ■ . Тогда, 
Ь д!

/ дЬ\2
учитывая (3) и принебрегая членами порядка) ) получим

\ 01 /

Пу
о у &Ь 

ия--------
b дР

(5)

К этому ускорению над® добавить еще центробежное ускорение, 
возникающее от криволинейности струи потока, тогда полное ускоре-
лие будет иметь вид:

Согласно оговоренным допущениям последний член

1 (* дич (1у
приводится к виду: — I -г-а у Подставляя в

3 & У
-Л'2

(6)

уравнения (1)

это выражение

значение иу из f6) в силу принятых выше допущений получим:

'о֊
dl

d /лу \ 9 а,- V2 
d7\2g) 4 2g

. d3/>• о — 
dP

(7)
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Здесь коэффициент д является поправкой к значению количества дви
жения секундной .массы, вычисленной по средней скорости:

•с'-’у

Уравнение (7) в достаточной для практики мере характеризует 
неилйвноизмецяющееся движение жидкости в непризматических рус
лах. так как при его выводе учтены центробежное и полное попереч
ное ускорение и возможное расхождение струи потока.

Следовательно, оно отличается от принятой в настоящее время 
..модели’' плавной изменяемости потока своей общностью [3|. Под
ставив значение средней скорости в (7) можно свести последнее к не
линейному диф. уравнению третьего порядка, относительно реше
ние которого, однако, связано с большими трудностями.

Прежде чем перейти к анализу уравнения (7), остановимся на 
его физической сущности. Каждое движение происходит согласно ос
новному закону механики, суть которого заключается н том, что сум
ма изменений вдоль пути полной энергии и 
равна нулю. Если полагать, что изменение

энергии потока полностью характеризуется

потерь на сопротивление 
удел ьно й к и н етич ес кой

(1 /аг>2 \выражением (---- I, а
а1 \2£/

удельная потенциальная энергия выражением уй
/о’ а 1.

тогда соглас

но уравнению (7) изменение удельной энергии сопротивления примет 
вид

г՛2 9 арг'2 с?Ь
&И 4 2я

В существующем уравнении плавноизмсняющсгося движения до
пущено, что потери удельной энергии па сопротивление в единицу 
длины происходят по закону равномерного движения, выраженного 
первым членом, но в тех случаях, когда движение неплавноизЛеняю- 
щееся становится необходимым учесть потери энергии еще вторым 
членом, выражающим сопротивление на деформацию потока по его 
ширине.

С учетом физической картины движения жидкости в непризмати
ческом русле криволинейного очертания (ио неискрив.тенного) пред
ставляется возможным несколько изменить структуру последнего члена 
уравнения, преднамеренно идя на некоторое отступление в точности 
учета величины потерь энергии сопротивления на деформацию потока 
(раньше она вообще не учитывалась), и представить в виде

9 а, г»՝ . // <//;--------- *------ . [, ------- = 5 .------------
4 2$ й1- * В (11

где 3 следует определить из опытов для компенсации всяких 
постен, в том числе и от приближенного интегрирования. При 

। пировании 3 принимается постоянным.

(8)

неточ-
инте-
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Для частного случая прямоугольного русла и при постоянной 
глубине потока, когда

0 ,, , 9*1х» = —֊—: И — Ь; ---- — =
Ь-к'

будем иметь:
■ R аЬ (К\

откуда следует, что принятым допущением лишь понижается поря
док дополнительного члена уравнения (7) без его линеаризации (5, 6|.

Сделанное допущение можно рассматривать как частный способ 
подхода к решению уравнения (7), когда в первом приближении по
лагается существование функции, удовлетворяющей условию

Ьт
$ = ‘о Т, ~ соп51- 

о

а в дальнейшем уточняется ее значение уравнением (9).
Этому условию может удовлетворить, например, любая показа

тельная зависимость.
Следует однако отметить, что кривые очертаний непризматиче

ских русел [8] по их внешней форме сходны с кривыми показатель
ных функций.

Следует также иметь ввиду, что количество граничных условий 
в случае применения приведенной замены, уменьшается, так как этим 
автоматически закладывается в ур. (7) два граничных условия. Ска
занное можно обосновать следующим образом. Положим, что 

. ЛЬ „
- /1; а ? ——Л. Соответствующие их интегралы будут: 

г//3 Л1

соЬ = — с։) (11\ Л1 с2I 4֊ с3 и $-Ь = )/2 Л1 ф с\.

Согласно рассматриваемому условию (8՜) тогда можно за
писать:

|[^//] Л1±с.!+с3.

Отсюда следует, что введением условия (8) /։ =/2 фактически уже 
используются граничные условия сй и ел и задача остается корректной.

Согласно (8) уравнение (7). для случая русла с неизменным по 
длине коэффициентом формы сечения, приводится к квадратуре

ЛЬ = ф/СМ? -10+(\-пк)ЛЫЛ1 }
Л! '՜ (? + «*) А/Д

которое при 3 = 0 превращается в уравнение плавноизменяющегося 
движения [4].

Полученное уравнение отражает самые разнообразные случаи 
неравномерного движения; позволяет провести глубокий анализ и ус
тановить формы кривых очертаний русел в зависимости от энергети
ческого состояния потока и т. д. Не имея возможности провести ши-
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■рокий анализ уравнения (9) [7], ограничимся, лишь, рассмотрением

движения-с постоянной удельной энергией сечения: Э=-/1-\ =соп5к 
2#

Тогда с учетом (8) из уравнения (7) следует, что

dl) = L5/_5L_ 
dl ~ h \ ш’С’Я

•Следовательно, движение с Э = const может иметь место не только 
при равномерном движении в призматическом русле, как вытекает из 
уравнения плавноизменяющегося движения, но также при равномер
ном движении в нспризматическом русле. При интегрировании урав
нения (9) следует задаваться законом изменения глубины потока. Виды 

fг'/'очертаний при этом не зависят от ' [8|. Надо полагать, что из всех 
dl

возможных задаваемых законов изменения глубины вдоль непризмати
ческого потока чаще всего на практике будет встречаться прямоли- 

. . dk
венный закон = const; ибо если в двух сечениях русла имеются 

две совершенно определенные глуоииы, проектировщику нет необхо
димости искать поверхность перехода от глубины Л։. к глубине н
виде криволинейной свободной по
верхности (см. пунктирные линии 
т и п на рис. 2). Поэтому доста
точно иметь интеграл уравнения 

(9) только при-- const. Из этого 
dl

следует, что значение коэф. 3 не 
должно изменяться с изменением 
глубины потока и не зависит от 

Рис. 2. Схема соединения конечных 
глубин на переходном участке.

наклона его свободной поверхности. По этому для эксперименталь
ного определения коэф. ? удобнее пользоваться решением уравнения 

с///•(9) в случае .— =0. Интегрирование этого случая при 0 = 0 при- 
dl

-ведено в работе [8]. В данном случае (3-^0) решение будет иметь вид:

/,-2=1,151 (П)
1к & к

где В = Ь 4- 2 тк.
Метол определения 3 излагается ниже:
1. По уравнению (II) для двух случаев и 3=0 опре

деляем соответственно. кривые очертаний русел при =0:а)£ = / (/)&.!
ш

•Н б) Ь = '(1)9~9.
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2. Для определенного расхода воды расчитывается я строится из 
модели по кривым очертаний b — и /’ = /(/)?.о переходный
участок (например, суживающийся быстроток), соединяющий под
водящий и отводящий равномерные потоки.

3. На стенках модели со стороны потока проводится черной 
краской прямая линия постоянных глубин параллельно ко дну канала 
(так как при расчете была принята Ло const).

4. Далее пропускается расчетный расход воды, контролируемый 
специальным расходомером.

5. Проверяется положение следов свободной поверхности потока на 
стенках. Если след совпадает с заранее проведенной линией расчет
ных глубин, то теория верна (вывод уравнения (9), а также и ею ин
тегрирование достаточно точны). В обратном случае, сдвигая и ото
двигая стенки, варьируется очертание при наличии потока воды с гем. 
чтобы свободная поверхность совпадала с линией постоянных глубин. 
Таким образом, экспериментально находится положение действитель
ною очертания стенок на плоскости дна потока.

В гидравлической лаборатории МИИ'ВХ им. В. Р. Вильямся в 
изложенном порядке было проведено экспериментальное исследование 
бурного и спокойного потоков.

Опыты на быстротоке показали, что при очертаниях стенок с 
3=0, что соответствует лиф. уравнению плавноизменяющегося движе
ния, переменная ширина потока получила заниженные значения вслед
ствие чего по всей длине быстротока и подводящего канала глубина 
потока стала больше расчетной и образовалась кривая подпора в под
водящем канале.

Это стало заметно, поскольку нами за постоянную расчетную глу
бину в быстротоке принималась глубина равномерного подводящего 
потока, тогда как другие исследователи обычно берут критическую- 
глубину, при которой излишнее сужение быстротока может и не 
влиять на подводящий поток и не позволяет обнаружить ошибку, 
тем самым не была выявлена непригодность уравнений плавноизме
няющегося движения для неиризматических русел. В случае очерта
ний быстротока при £=1 получилось наоборот —он стал шире чем 
потребовалось бы для действительного потока и свободная поверх
ность лежала несколько ниже черной линии постоянных глубин, что 
почти не сказывалось в подводящем канале. Совпадение расчетных 
и действительных глубин стало возможным при установленном опы
том очертании (рис. 3).

На рис. 4 представлен вид потока сверху с тремя парами стенок 
быстротока. Но фактическим замерам па рис. 3 построены кривые 
очертания (при 3 =0), И (при 3 - 1) и III (при £) с соответствующими 
линиями свободных поверхностей Г-1Г-ПГ. Там заметен значительный 
сдвиг кривых I и Г относительно остальных кривых, из чего следует, 
что кривая II и (II1) располагается ближе к действительным кривым, 
чем I и (I1), кроме того, кривая 111 (а также III1) фактического потока 
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находится между кривыми с 8 = 0 и £.= 1, следовательно, как пред
полагалось раньше, 0<8<1. Определение числового значения ? сво
дится к вычислению следующего отношения (рис. 4):

— /Ъ-о
(12)

где й-и ширина потока по дну какого-нибудь сечения при кривых 
очертаний с ₽ = 0;

/о I — то же при очертании с р= 1;
3,я—ширина потока при кривых очертаний, установленных опыт

ным путем.
Вычисление 3 по опытным данным согласно (12) показывает, что

Рис. 3. Крииые очертания потока на .модели быстротока и соответствующие 
кривые свободных поверхностей.

его значение изменяется по длине бурного потока незначительно и 
при интегрировании можно принимать его постоянным, равным r 
среднем, 0,65. Проверочные расчеты других очертаний с учетом 
$ =0,65 по формуле (11) показали хорошее совпадение с опытным 
очертанием.

Исследование спокойных потоков по описанному методу показа
ло, что при таком состоянии потоки несколько лучше подчиняются 
„модели” плавной изменяемости, чем бурные: для них В — 0,3. Формы 
очертания стенок, построенных при S —0,3 и А = const, подтверждается 
хорошим соответствием действительной линии свободной поверхности 
потока с проведенной линией постоянных глубин. Отклонение составля
ло менее 0,5%. 11овторные опыты, проведенные на модели быстротока 
при разных расходах, подтвердили, что форма очертания русла и 3 
практически не зависят от расхода, что и следовало ожидать.

В работе [8] приведен способ приближенного интегрирования 
уравнения (9) с помощью вспомогательной степенной функции, со
держащей, так называемый, гидравлический показатель ширины русла

_ Ь дГЦ _ А да.?
/7к ОЬ՜ " а„ дЬ»

где а-, в данном случае, согласно (7) и (8). будет иметь вид

(1 /ю”\ . (?* _ А (7Ь (1Ьа;, = — ( — ) = 10--------- ------- Ь 3----------------- .
(И \2$ / а)гС2/? В (71 д!

(13»

(14).



Рис. 4. Движение воды в быстротоке (вил сверху), А. Очертание сте
нок при £֊ 0. Б. го же при £ = 1. В го же при у -0,65 (но опытам).
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Подставляя в (11) — из (9) и определяя производную аг, (пренебре- 
<11

гая при этом изменением по ширине удельных потерь: ,=О)

вместо (13) получим
77, х —-------

3+/7,
Ь дП

где хПл. = — —---------- гидравлический показатель ширины при плавио-
/7> дЬ

изменяющемся потоке. Для трапеционального русла

3 1Хид. — - —- --------— 
\-\-mhlb 1^2/пА/Ь

и колеблется около двойки. При этом, как показывают исследования, 
х колеблется в окрестностях единицы. Из (15) становится возможным 
■ограничить неплавноизменяющееся движение от плавного движения в 
непризматическом русле. С этой целью определим значения х{ и х2 
соответствующие предельно неплавно и предельно плавноизменяющи- 
мся движениям. Их среднее-арифметическая величина будет харак
теризовать границу указанных потоков. Самая развитая неплавноиз- 
меняемость имеет место в сечении с П. — I. Тогда

1■Ху--  Х|ф, ИСПЛ. ----  Ал. - *
1 4՜ р

Предельно плавноизмеияюшесся движение определяется условием 
//.—> ос для бурного потока и условием /7, '1 для спокойного' по
тока. В связи со сказанным для бурного потока хг=хпд_.

Ар. = 0.5 (л։4֊а)= г 4՜ 2 а.
9

Подставляя последнее в выражение (15) получим окончательно для 
первого граничного сечения между участками бурных потоков с плав
но и неплаиноизменяющимися струями:

/7яГр. = 2 4֊^.
В случае спокойного потока предельно плавное движение будет иметь

место, практически, при 77, <0,1-т-0,05 и х-2 — -———. Повторяя 
Зсп. -|-0,05

вышеприведенный расчет с заменой х2 вместо х2 можно определить 
вторую границу неплавноизменяющегося участка потока 77, гр -:-1,1 рсп.

Таким образом, в области 1,1 Зсп < Пк < 24՜ движение яв
ляется неплавноизменяющимся. Приведенные выше значения ЗбуР=0,65, 
исп 0,3 подлежат уточнению. Вне указанной области для 77, движе-
ние может считаться плавноизменяющнмся 
шествующими уравнениями.
АФНИИЭМ

и охарактеризоваться су-

Поступнло 5.1 X 1963
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1. 1к. 1Л1МРвГЬ

па •прьр.иизиииг апьъьрпмг гьч.пмъьрь чизпьшзилг 
Г,Ц.Р<11ЛГь ДНРЗЬ бООРЛС

II. «Г ф п ф п I (Г

^г1Гр!ч1Л т л1‘ г/41ри /, ухЛухХ^хх/г) •*։// Ху /II /уЪЛух/х 111^111 /у^ххх ичушуин/1 11% uujtm.11 </։»<֊ 

х^ххх/ххх^ххху ^хххухх/х/хххЪ ч/'фйр/111д/ни[ Ъин/шИ uipiH.il р и/ии/Ь// иш м/ахТххххх^хх/х/уЛуххх 4/р/ 

ии/'пн/й фпф11/ии11ри1нн./6 риЪ <С х/ п у /» [4 1/ » . чрт/ Л и/ шр/ х//5х и/1/ ир у ш Л /, <[ч\ /ни֊ 

'>41гй֊фпф11 /и/иу %1ир1/ т .// » 1и11р1//Лр: И и/!ри/й иинигр/шИ ху/х^>//у»Л7хху/х»хху '4111/11111111- 

pni.itр фирн/ ’^-рЧ- ^,,1[,ч1՛ п£ Ч^и,1Ь^' ъ/н'и/ фифп/иифиЛ рифт.֊

//риЪ՝ Ь-/> Ыри ин)'ин/р, 111/1/1՝ 1и1ни1ри1ф у /! Ь /.'г/ху7//хрп1/ Цнл/ЛиЛ 1,1//4 и/^ш %/■ ։ И.р/ 

/ххх/у ирии/йииии/ •>/» ху/х5ххх//у/х 1рир//1д 1/41 ш 41 рф/и} /; ( 7) '11111/111 Ч1ир/)‘и/11 И-р<( 1рпрч/г 

4/1/1111) ри I 4) 111 р 1/1.114/1)4/] иЛцЛижГ /{ фи/и 11/р/111111 х/ ./-/х5/ 1р11ру/1 Ш») ЫхТх у и/у XXX

114)4/14и/фи^Ч/рК /ир и 14 р//1 1р4 14 pH! 41.7//» /)И 1) 11 ф 4 рМй ифшЪ Ху XI ух 4 ХЛХ/у^Х Ху ирИрН! -
Л с1Ь

ГЬи11[ПЦ ‘мТххухххх/ххх^՝ —т/'! '^Фр^/1''"1 1111441'141/111.11 I, Г1141/ч . 1411111 Ц1/1111У 1//11/1/1֊

рЬЪд/шЦ ^ии/шишр  ̂4141 /1Г1ли1п1 р։/ ш41 \lllll՝  /ир \piptftlip 1п111Г^1/1 рЬрЬ/р (//)'/• 

гц1ри1411՝ииГр, /< 11 р1{р«РЧ» ^7ххххрпи/чрпс/<)pH.il 4 х/г///»/уг)гхх.х/ 1/1прМ1ш1ри<и (\1115пч֊

ирир^т/ прн^пч / х/лухс^хм^^Х охуТ/хххршГр дЛху/хухи/ху^/Аупх. Ър/шд ^ин/иннир- 

1! 11111 р 1114 /чч РЧ и Ч ^-11 “! >/> 4/и 4/ /(} 1Ц 1.1111 Ь р/1 , 1/К р 4^/1 ~ ри [ ф и/и 14 рД5хх/»1/5х Л •>11Ч1и11р11 

1/ ин/шЪш!] 41/111/1 4! рфн! ш’цъ? 14 41 // уП 1.1/11 // рр!

^П/р/икУ/Ч </ рЬрфнЛ 1111 114111 3 1/ир<) шфф фир\1ни/риГЦ ири-^иЛ! Л1ф/ч- 

ч/фчЛ 11 фчрМ1р/1 11/рЧ РН-1/.р1111р(11/ чиниу1/ш^ 1/рЧ/ /1/1/1111/111 >//։^//1//иу 1/4/д /чр~ 

и1/4‘1‘1рр ри1.п11 /1 ‘ии11Ч'ири> рир'/ш 1Л1Ьр/1 '•ин/шр:
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