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НАПРЯЖЕНИЯ В СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМОЙ ФЕРМЕ, 
ОТВЕЧАЮЩИЕ НАИМЕНЬШЕМУ ЕЕ ВЕСУ ПРИ

ФИКСИРОВАННЫХ УСИЛИЯХ

Сообщен не 2

Случай расчета однократно статически неопределимой фермы 
на единственное загружение статической нагрузкой и многие 

неравномерные температурные воздействия

Первое температурное воздействие состоит в том, что темпера
тура первого стержня изменилась на Щ градусов, температура второ
го стержня — на £12 градусов и т. д. Второе температурное воздействие 
состоит в том, что температура первого стержня изменилась на £21 
градусов, температура второго стержня — на £22 градусов и т. д. Тем
пературные воздействия обозначим индексами ^2, •••

Примем такую нумерацию температурных воздействий, при ко
торой наименьшая из сумм

1=т 1„т 1-֊т
>1 а1 6/, 2 а/ б/,--- 2 а։ (2.1)

1=1 1=1

отвечает первому температурному воздействию, а наибольшая из них— 
второму температурному воздействию. Рассмотрим общий случай, ког
да наименьшая сумма отрицательна, а наибольшая — положительна.

0։ 4 * п **
Поскольку усилия X, X, • • ■ X, ■ ■ • X, возникающие в лишней 

связи от температурных воздействий пропорциональны указанным сум
мам, а усилие в стержне I от температурного воздействия пропор

ол
циопально усилию X, для каждого стержня I любое из его темпера- 

о» оп /
турных усилий^/, 3/, 5/ окажется в интервале между усилиями
01 о։
5/, \ . Следовательно, в расчете достаточно учесть первое и второе 
температурные воздействия.

Записав каноническое уравнение метода напряжений для сочета
ния нагрузки с первым температурным воздействием и для сочетания 
нагрузки со вторым температурным воздействием, получим
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5, СЦ <3/ — ?! -- О;
/ — 1
1 = т С!
>] °1 + Х2 = 0,

/ = 1

^>| Я/ Л/
/1

■ <2-3)

* Опа очевидно сохраняется и при действии одной только нагрузки.

а1 ;

I
I от сочетания нагрузки с первым темпе

где

т։ = Еа.

т2 =£а 

г/։
о/ — напряжение в стержне

С(1
ратурным воздействием; с/ — напряжение в том же стержне от соче
тания нагрузки со вторым температурным воздействием; Е - модуль 
упругости; <х— коэффициент линейного расширения.

Усилие в лишней связи от нагрузки и вызванное этим усилием 
перемещение узла основной системы, к которому присоединяется лиш
няя связь, условимся считать положительными. В таком случае легко 
доказать, чго при совпадении знака усилия в лишней связи от темпе
ратурного воздействия со знаком усилия в той же связи от нагрузки, 

1 = т
сумма V а-1 (П1 будет отрицательной. Следовательно, знаки перед 

/ = 1
т։ и т2 в уравнениях (2.2) свидетельствуют о том, что первое из этих 
уравнений относится к тому состоянию фермы, когда знак темпера
турного усилия в лишней связи совпадает со знаком усилия в той же 
связи от нагрузки, а второе уравнение относится к тому состоянию 
фермы, когда эти два усилия имеют разные знаки.

Ограничимся случаем, когда для сочетания нагрузки с первым 
температурным воздействием и для сочетания нагрузки со вторым тем
пературным воздействием принимается одна и та же картина знаков*.  

с!2
Следовательно, из двух усилий 5/ и 5։, вызываемых в стержне / ука
занными сочетаниями, опасным будет большее по абсолютной величи
не усилие.

Первое из уравнений (2.2) представим в виде՝

С/, 1
где Л, — площадь сечения стержня 1՝, - алгебраические вели
чины.
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При модуляризации этого уравнения любой его член с индексом с/1 1
/' очевидно получится положительным, если усилия 5/ и 5/имеют оди
наковые знаки, или отрицательным, если они имеют разные знаки. 
Так как усилие 57, в стержне / от нагрузки имеет такой же знак, 

С/։
как и усилие 5/, любой член с индексом /' уравнения (2.4) после его

С 1 
модуляризации получится положительным, если усилия 57 и 5/ имеют 
одинаковые знаки, или отрицательным, если они имеют разные знаки. 
Как известно, 

Г/| С 1 /,
5/ = 5Х + 5/ X, (2.5)

ь 
где X — положительная величина.

Усилие 5/(а следовательно и напряжение ^) очевидно окажется 
С 1

опасным, если усилия 57 и 5Х имеют одинаковые знаки; или неопас
ным, если они имеют разные знаки.

Сопоставив это положение с предыдущим приходим -к тому за
ключению, что если для сочетания статической нагрузки с первым 
неравномерным температурным воздействием и для сочетания той же 
нагрузки со вторым неравномерным температурным воздействием при
нимается одна и та же картина знаков, то в первом модулярном кано
ническом уравнении положительные члены являются членами с опас
ными напряжениями, а отрицательные члены — членами с неопасными 
напряжениями.

Во втором модулярном каноническом уравнении, очевидно наобо
рот, положительные члены являются членами с неопасными напряже
ниями, отрицательные члены членами с опасными напряжениями.

Произведя модуляризацию уравнений (2.2), сгруппировав поло
жительные и отрицательные члены, учтя доказанную выше теорему и с/։
выразив при помощи пропорции — = — абсолютную величину каж- 

Ъ 5/
дого неопасного напряжения через абсолютную величину опасного 
напряжения, получим модулярные канонические уравнения

/=г с/։ 1 = т с/»

3 а‘ £֊ ”, ֊ Н =0;

/=1 /=/■4-1 &

1~г ■ /=/п (2.6)
2 а'йг°' — 2 0-1 °/ 4՜ х2 =0,
/= 1 /=г+1

где все.символы выражают существенно положительные величины; но
мерами 1, 2, • • •/*  теперь обозначены стержни, в которых опасные на
пряжения возникают при сочетании нагрузки с первым температурным 
воздействием; номерами г ф1, /'4-2, ••• /// теперь обозначены стерж
ни, в которых опасные напряжения возникают при- сочетании нагруз
ки со вторым температурным воздействием.
2 ТН. № 4

| £?'՜

г
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Подставив в уравнения (2.6) вместо усилий их выражения, учтя, 
что в этих уравнениях каждое отношение усилий является отноше
нием абсолютной величины неопасного усилия к абсолютной величине 
опасного усилия и, следовательно, меньше единицы, и подставив

"2 Ц
X — “%։ ПОЛУЧИМ

'1

где все символы выражают существенно положительные величины.
՝ /' [ р 1 ։՜ IПоскольку 5/ = 'Л/ 4֊л/ А" уравнения (2.7) содержат два па- 

с б 
ра метра: X нА.
Введя обозначения

а, - =А/ ; I — г -У 1. г -т-2, •••///; 
5/
С1г

Ф — = /2/; / = 1, 2, • • • г.

уравнениям (2.6) придадим вид
«=т с1х 1=т
V — V Л/О/ - Т։ =0;
)֊1 / Г-И
1 = г с(1 I т с(г
У В; О/ — у И/ 4֊ т2 — 0, 
1-1 /- г+1

(2.8)

(2.6а)

Выбрав в качестве „зависимых1*, например, опасные напряже- 
<7. с/։

ния ода_1 и Ода и решив относительно них уравнения (2.6а), получим
с/։ />т-2 с/г

У (а/ ат — В> Ада) а,— V (А, а,п — щ Ат) з.

А да — 1 (1т ' ~՜ — 1 А да

((т. 4՜ ^2 Ада

А да ֊1 (1т (1т —1 Ада
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ct, * 1 ~m - efi 1

hr c/։ /•=«։—2 cti
(di dm— \ ~t Bi /4 m —1 ) °I (Aidm — y dj Am ]) zi 1 Tj-4 m -

7=1 l-X+1
(.2.10)

Приравняв к нулю производные от этой функции по опасным 
ct, ct, Ct,

напряжениям оь а2, ••• , аг и заменив в выражениях производных 
правые части формул (2.9) их левыми частями, получим

Ct, Ct2 .
&Т _ St li Sm—l^m—l diQ/ri BtAm
f>l 2 2 Am — 1 dm dm— 1 A m(hl tSi Gm-1

• ctz
j Sm Im di CLm — 1 B, Am-1 

2 ^4/n—I dm dm —У >4/770/n
i =1, 2,- • • r.

Возьмем также производные от функции (2.10) по опасным нэ- 
с/а с/а с/»

пряжениям оГ4-1, аг+2, ••• Ст_2 ;

с1г с1г
ОТ" 1֊1 । Вт —1 — 1 А, (1щ ((I Ат
-,с^г 2 2 Ат—I &т &т—1 Ат0°1 °т-1

(«/ dm — I £> i Л m _ j ) 3; \ (/4/ Clrtl _j (I, /1OT_ 1 ) '՜/
Г~1 i -- r+1 I

. Am—1 dm dm—\ .4 m

I T1 Д/п-1-}~~2 Am-1
-4m—i dm cim—]Am ।

(2.9)
Представив в формуле теоретического объема всех условно не

обходимых стержней фермы площадь сечения каждого стержня в ви
де отношения абсолютной величины опасного усилия к абсолютной 
величине опасного напряжения и подставив в эту формулу выражения 
(2.9), получим

Ct,
 Sm -1 Im — 1 (-4rn — 1 dm Cl m  ] An )

l=r ct, i-m-2 cti
Ой dm Bi rim ) <3/ (Ai dm tii .4m ) о/ - j dm — t2 A,»

i ։ 7-r+l

$m Im (Am — ] Clm dm -1 -4/П )

0; (2-11)
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г/։
>8т Ли А[ СЬщ —I Ат֊ I _ (21^)

*2 Ат -I ^т ^т — } А щ°т
I = г 4֊ 1, Г 4֊ 2. —2.

1
' В уравнениях (2.6) каждое отношение усилий является отноше

нием абсолютной величины неопасного усилия к абсолютной величине 
опасного усилия и, следовательно, меньше единицы. Поэтому из фор
мул (2.8) следует

/ = г ф-1, г+2,-•• /п; 1 (2 13)
. . а֊1> В,; I =1, 2, - ֊ • г. )

Из этих неравенств следует
а1ат — В1А от>0; сц ат-\ — В1 Ат֊\ >0 (214)

I — 1, 2, • - • г.
Поскольку в выражении каждой из производных (2.11) все сим

волы обозначают модули, в силу неравенств (2.14) числитель второго 
члена и числитель третьего члена указанного выражения положитель
ны. Следовательно, независимо от знака разности Ат-1 ат — аот_|Ада 
второй и третий член будут иметь разные знаки. Поэтому каждую из 
производных (2.11) можно обратить в нуль путем изменения входя
щих в ее выражение опасных напряжений и эти производные законно 
было приравнять к нулю.

Среди производных (2.12) могут оказаться такие, в выражениях 
которых, в отличие от производных (2.11), все три члена будут от
рицательными. Производная получится такой очевидно в том случае, 
если для нее

. АI (1/п (^1 Ащ 0А[ ССщ —1 0-1А т — 1 ^>0 ( ^ 15)

А т-1 ^т ^т — 1 Ат Ат֊-\ С1т ^т — \ А1П
Таких производных может и не оказаться. Их может не оказать

ся даже при любом выборе „зависимых" опасных напряжений, по ес
ли они имеются, то опасные напряжения, по которым они взяты, нуж
но приравнять к допускаемым напряжениям.

Остальные из производных (2.12), т. е. не удовлетворяющие ус
ловиям (2.15) приравняем к нулю. Эти уравнения вместе с уравнения
ми (2.11), (2.9) дадут систему уравнений четвертой степени, которую 
целесообразно решить при помощи электронной цифровой машины. В 
дальнейшем действуя таким же методом, который был указан для 
рассмотренной ранее автором задачи,*  найдем опасные напряжения, не 
превышающие допускаемых напряжений и отвечающие наименьшему 
теоретическому объему стержней при заданных величинах лишних 

с Л

* См. сообщение 1 в Известиях АН Армянской ССР (серия ТН), г XVI, № 1,
1963.

неизвестных у и X, если только эти величины лежат в пределах об
ласти существования лишних неизвестных.
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В результате решения рассмотренной задачи может оказаться, что 
либо для группы стержней 1, 2, ••• г, либо для группы стержней 
г-|-1, г֊|֊2, • т все опасные напряжения равны соответствующим до
пускаемым напряжениям. Некоторые указания о возможности или не
возможности такого результата легко дать заранее, 
чи. Для этого уравнения (2.6а) перепишем в виде

1 = г г/։ т с/г
У| Я. 3/ = V Л, о/ 4֊ тг;
*~1 Ь-г+1

։^г 1"т сГ,
2 4- т2 = У а, а, .
/1 /-Г-Н

11риравняем все опасные напряжения в левых

до решения зада

(2.66)

и правых частях
этих уравнений к соответствующим допускаемым 
подставим

с/։ с/։
о/ = /?,; / =1, 2, - • • г;

^1*2  Г/о

— /?/; / = г 4-1, г +2, • • • т.

напряжениям, т. е.

(2Л6>

Тогда за исключением редкого случая равнопрочной статически 
неопределимой фермы равенства (2.66) нарушатся.

Если окажется, что
»=г п* ։ * т
У <С У А} 4՜
/=• 1 /-г+1

1 г а,2 В։ R; 4- < V а, R,,
։ 1 /-г | 1

(2.17)

то эти неравенства явятся необходимыми, но не достаточными усло
виями для приравнивания всех опасных напряжений в стержнях 1,2, • -г
к допускаемым напряжениям. 

Если окажется, что
' г с/1 ' т с(г
У Л/ У 4 г В/ + ;
г-1, /=г-Ц

1 г с/, 1-т

У Д/ R, 4՜ г21 у а> ՝
1=1 » г+1

(2-18)

то эти неравенства явятся необходимыми, но не достаточными усло
виями для приравнивания всех опасных напряжений в стержнях г4֊Ь 
/*4-2,  ■ ■ - т к допускаемым напряжениям.

Если же два неравенства, полученные после подстановки допус
каемых напряжений в левые и правые части уравнений (2.6б), будут 
иметь разные знаки неравенства, то ни для одной из указанных групп 
стержней невозможно приравнять все опасные напряжения к допус
каемым напряжениям.
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Ф. И. Слюсарчуком и автором независимо друг от друга было 
доказано, что при расчете статически неопределимой фермы на многие 
загружения статическими нагрузками в общем случае невозможно 
получить равнопрочную ферму, т. е. такую, в которой все опасные 
напряжения равны соответствующим допускаемым напряжениям. Рав- 
непрочность фермы можно обеспечить лишь в редких, частных слу
чаях. Аналогичное заключение было получено автором для статически 
неопределимых ферм, рассчитываемых на единственное загружена 
статической нагрузкой и многие температурные воздействия. Эти об
стоятельства обуславливают практическое значение рассмотренных в
настоящей статье задач о выгоднейшем распределении напряжений
перавноирочных статически неопределимых фермах.

Изложенные в настоящей статье расчеты однократно 
неопределимой фермы, разумеется, значительно сложнее и

статически
дл ительнее

обычных расчетов таких ферм на статические нагрузки и температур
ные воздействия. Однако проектанты несомненно учтут, что 
расчеты статически неопределимой фермы и рассмотренные

обычные 
выше ее

расчеты преследуют совершенно различные цели, что путем обычного
расчета (позволяющего лишь констатировать напряжения атическив
неопределимой ферме при заданных площадях сечений всех стержней) 
и варьирования площадей сечений (число этих параметров обычно ве
лико) практически невозможно получить такое же рациональное ре
шение для фермы, какое достигается с помощью расчета, изложенно
го в настоящей статье.
ТНИСГЭИ им. Винтера 11оступи.'к> 5.1.1963.

Կ. 1Г. ЫИФЬШ'Ь

(Հաղորդում 2)

ՍՏԱՏԻԿՍՐԵՆ ԱՆՈՐՈՇԵԼԻ ՖԵՐՄԱՅԻ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԸ ՆՐԱ ԱՄԵՆԱԹԵԹԵՎ
ՔԱՇԻՆ ՀԱՄԱՊԱՏԱՍԽԱՆՈՎ ՀԱՍՏԱԳՐՎԱԾ ՃԻԳԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

11 մ՞ փ ո փ ո I ւք

I/ տա տիկո րեն ան Ո ր ո շե//’ Ш լուէ) նրա ահ ս ական ո րեն ւթե[ժև
՛քաշին հա ւ) ա պ ա ա ա ո խ անո դ հաս ւս ադրվ ած էփդերի դեւդրոււ) / ա րո է ւ/հ հ ր[ւ 
րաշիէէ) ան խնդիրքէ. որր հանդիսանում / и տատիկս րեն անէ ո ր ո շհ լի սէմենափորլ 
՛բաշի Հի ե րէ) ա լի վերարհրւսււ իւնդրի ր տ դկւս դու դի չ էք ա ււ ր . լուծէք ած Լ երկա
»/ ասնտվոր ւդւս լմանների համար I) սաատիկորեն միակի անորոշելի էի հր/) ա//։

հաշվարկի դեւդրոււ) ստատիկական րհոնավորւ) ան երկու [մանվ ածրի աքն սլալ՛ 

Կմանով, որ լուրսւրանչլուր ձողում ձիղր երկու րեոնէքաէ) րի դ ունենա էք
միևնալհ նշունր, 2) նալնանմուն ֆերմա լի ստատիկական րեսնվածրով հա

I

մակերսլված ր ա դ ւ) ա քժ ի ւք գերմալին անհա ւք ա и տ ր ա չա վւ ա ղ դե դա իք լո ւնն ե ր ի էլ լա 
րարանչ լու րի հետ հաշվարկի ւլեսլրա մ , րստ որում ճիդերի ն շանն ե րի սլալ՛ 
ծանր էդ սէհ ւղ էէէն ե լո վ նու. լնր, ին շ որ նախորդ դեսլրամ է:


