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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

К. М. ХУ БЕРЯ Н

НАПРЯЖЕНИЯ В СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМОЙ ФЕРМЕ, 
ОТВЕЧАЮЩИЕ НАИМЕНЬШЕМУ ЕЕ ВЕСУ ПРИ 

ФИКСИРОВАННЫХ УСИЛИЯХ

Сообщение 1

Задача о минимуме теоретического веса статически неопредели
мой фермы, рассматриваемого в виде функции усилий и напряжений 
при строгой ее постановке подчинена следующим условиям: усилия и 
напряжения связаны уравнениями равновесия и уравнениями нераз
рывности деформаций в форме канонических уравнений метода напря
жений; напряжения подчинены неравенствам, а именно, ни одно из 
них не должно превышать соответствующего допускаемого напряже
ния; допускаемые напряжения, по крайней мере для сжатых стерж
ней, являются функциями усилий и напряжений; гибкости стержней 
также подчинены неравенствам, т. е. ни одна из них не должна пре
вышать соответствующей допускаемой гибкости; перемещения некото
рых узлов фермы также подчинены неравенствам, т. е. прогиб фермы 
не должен превышать допускаемой величины.

Исследования указанной задачи в подавляющем большинстве ог
раничивались случаем расчета статически неопределимой фермы на 
единственное загружение статической нагрузкой, велись на основе 
упрощающих допущений, по пути решения частных задач. Этот воп
рос рассматривался М. Леви, В. Л. Кирпичевым, И. М. Рабиновичем, 
Н. И. Безуховым,, 10. А. Радцигом, Д. Сведом, Н. А. Серовым, 
Ф. И. Слюсарчуком, Л. К. Шмидтом, Л. М. Лоши, автором и др. До
пущения, позволяющие обойти некоторые из указанных выше усло
вий, облегчают решение задачи, но отдаляют ее от реальных усло
вий проектирования ферм.

Один из возможных путей решения указанной задачи состоит 
в том, что задавшись величинами лишних неизвестных при каждом 
расчетном воздействии в пределах их области существования и опре
делив усилия во всех стержнях от всех расчетных воздействий, ре
шаем частную задачу о распределении напряжений, отвечающем на
именьшему теоретическому весу фермы при фиксированных усилиях. 
Затем задаемся иными величинами лишних неизвестных в пределах 
их области существования и снова решаем указанную частную задачу
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и т. д. Получив достаточное число таких решений, выявим наивыгод
нейшее из них, удовлетворяющее нормам прочности, устойчивости, 
гибкости и жесткости. Частную задачу, в случае расчета статически 
неопределимой фермы на единственное загружение статической наг
рузкой, исследовали И. М. Рабинович [1] и автор |2]. В общем слу
чае расчета статически неопределимой фермы на многие загружения 
и воздействия ход решения этой задачи указан автором. Ниже рас
смотрен частный случай. Другой частный случай будет рассмотрен в 
следующем сообщении.

Случай расчета однократно статически неопределимой фермы 
на два загружения статическими нагрузками

Ограничимся случаем, когда для заданных двух загружений су
ществует общая картина знаков1 и она принимается при обоих за-

1 Картиной знаков называется совокупность одновременно существующих зна
ков усилий во всех стержнях фермы при определенной статической нагрузке или оп
ределенном воздействии, неизменном в пределах данного расчетного состояния фермы.

I п
гружениях. В этом случае из двух усилий 5,- и 5,-, вызываемых в 
стержне I нагрузками I и II, опасным будет большее по абсолютной 
величине усилие. Ход изложенного ниже решения остается в силе и 
для случая, когда каждому загружению отвечает своя картина знаков.

Записав каноническое уравнение метода напряжений для каждо
го загружения фермы, оставив в этих уравнениях без изменения напря
жения, отвечающие положительным усилиям, умножив на минус еди
ницу напряжения, отвечающие отрицательным усилиям, сгруппировав 
полученные в результате положительные и отрицательные члены урав
нений и сгруппировав члены с опасными напряжениями и члены с
неопасными напряжениями, получим 
ионические уравнения

так называемые модулярные ка-
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где символы а-։, а,, о/ выражают существенно положительные величи- 

1 1
ны (модули): «*• 5/ ֊ абсолютная величина усилия в стержне I
основной статически определимой системы от сил А'=1, приложен-

1
ных к разрезанной лишней связи;/* — длина стержня /; а, — абсолют
ная величина напряжения в стержне / статически неопределимой фер- 

п
мы от нагрузки I; ^ — абсолютная величина напряжения в том же 
стержне от нагрузки II; я — число положительных членов в каждом
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из уравнений; т—число условно необходимых стержней (опорные 
стержни фермы в это число не входят); номерами 1,2,---/, 5+1. 
5+2, •••// обозначены стержни, в которых опасные усилия, а, следо
вательно, и опасные напряжения вызывает нагрузка I; номерами /+1. 
/+2, •••5; //+1, Л +2, •••/?? обозначены стержни, в которых опас
ные усилия и опасные напряжения вызывает нагрузка II.

Такое преобразование канонических уравнений, названное моду
ляризацией, в принципе ничего не меняет в методе напряжений, но 
улучшает технику расчета статически неопределимых ферм по этому 
методу и, в частности, облегчает решение задач о распределении на
пряжений, отвечающем наименьшему теоретическому весу фермы при 
фиксированных усилиях.

Поскольку для любого стержня I при обоих загружениях должна 
получиться одна и та же пдощадь сечения и, следовательно, абсо
лютные величины напряжений и усилий в этом стержне связаны про- 

1 111 1 I 11порцией а/1о/= 5/1 5/, можно абсолютную величину каждого неопас
ного напряжения в уравнениях (1.1) выразить при помощи указанной 
пропорции через абсолютную величину опасного напряжения. Тогца 
неопасные напряжения будут исключены из модулярных канониче
ских уравнений (1.1) и последние примут вид

где символы коэффициентов, усилий и опасных напряжений выража
ют существенно положительные величины.

Выразив площадь каждого стержня в виде отношения абсолют
ной величины опасного усилия к абсолютной величине опасного на
пряжения получим следующую формулу теоретического объема всех 
условно необходимых стержней фермы:

/«•/ I 1=5 II I — И I 1 = т II
Т — V & + V & к 4- V Ь ֊]֊ V Ь (1.3)

I II I II
/= 1 /=5+1 /=й4֊1

Выбрав среди опасных напряжений какие-нибудь два напряже- 
п п

ния в качестве „зависимых", например, напряжения От ֊1 и а,„ и решив
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выражения
их модулей в следующем виде:
относительно них уравнения (1.2\ запишем полученные

где

(1.4)

(1.5)

(1.6)

/=ЛН,/4֊2, •••$, //+1, /гН-2, ••■///-2;

(1.7)

/=1,2, ••••/, $4-1, $4-2, •••/?;

(1.8)

/ =/4-1, /4֊2,---$, Л4-1, /?4֊2, •••/«—2.
Поскольку в формулах (1.5)—(1.8) все символы выражают моду

ли, а номера стержней т — 1 и т при надобности можно взаимно об
менять, то всегда можно считать, что
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В уравнениях (1.2), а, следовательно, и в формулах (1.5) (1.8) 
любое отношение усилий является отношением абсолютной величины 
неопасного усилия к абсолютной величине опасного усилия. Посколь
ку обоим загружениям отвечает одна и та же картина знаков, каждое 
указанное отношение меньше единицы. Поэтому, учитывая неравен
ство (1.9), из формул (1.5), (1.7) видно, что величины А, и В1 дей
ствительно являются существенно положительными:

Л>0; #>0; (1.10)
/=1,2,.../, s+l, s+2, •••/;.

Рассматривая теоретический объем стержней как функцию опас
ных напряжений, для решения задачи об относительном минимуме 
этой функции подставим выражения (1.4) в формулу (1.3). Получим

hf
t- 5

C
3I

Производные от этой функции но опасным напряжениям , 
1111 I

=2, • • • 3/, . 1 , ох _(.2, ... приравняем к нулю:
1 ’* "

Вт 1 1т—\ А, , Вт Iт В/
1 ~ а т Ф)
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I =1. 2, ■ • • 

„ ,, ։ 012)
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7՜՜՜՜ + —<---------------~~ ;

Зл» — 1 ^т
I — 5 4-1, 5 4-2, • • • /7, 

где правые части формул (1.4) ради компактности заменены их лс-
выми частями.
2. TH. № 1
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Возьмем также производные от функции (1.11) по опасным на- 
н п п п п ппряжениям _ „ _ .
3/ +1 , 3/4-2 , • ■ • +1 ։ 3Й 4-2, ’ ' -‘т —2 •

II II
Ь ^т 1 1т 1-4/ -’т I

. 11 ֊ ~ < ~՜ - 112 
б* 3/ 3/ —1 3;н

£=/-Н, /4-2, •••5, //4-1, //4֊2, ••• ш—2.

Поскольку выражение каждой из производных (1.12) содержит 
члены с разными знаками, а все символы в них обозначают модули, 
каждую такую производную можно обратить в нуль путем изменения 
входящих в ее выражение опасных напряжений и, следовательно, мы 
были вправе приравнять такие производные к нулю.

Иное положение может получиться с производными (1.13), вы
ражения которых содержат величины + А;, + В,, определяемые фор
мулами (1.6). (1.8). Знаки этих величин для некоторых из производ
ных (1.13) могут оказаться такими, что все три члена выражения 
производной будут отрицательными. Отрицательный знак такой про
изводной очевидно невозможно изменить путем варьирования входя
щих в ее выражение опасных напряжений и, стедовательно, такую 
производную нельзя приравнять к нулю. Она взята по такой незави
симой переменной, по которой функция (1.11) имеет граничный ми
нимум. Для уменьшения Г опасные напряжения, по которым взяты 
существенно отрицательные производные, необходимо приравнять к 
допускаемым напряжениям.

Те из производных (1.13), которые не оказались существенно 
отрицательными, приравняем к нулю. Эти уравнения четвертой степе- 
пени совместное уравнениями (1.12), (1.4) следует решить на элек
тронной цифровой машине. Если среди решений указанной системы 
уравнений четвертой степени окажется вещественное решение, при 
котором все искомые неизвестные (модули опасных напряжений) по
ложительны и не превышают допускаемых величин, то задача реше
на. Если все искомые неизвестные получатся положительными, но 
некоторые опасные напряжения превысят допускаемые напряжения, 
то эти опасные напряжения приравняем к допускаемым напряжениями 
задачу о минимуме функции (1.11) решим заново при меныпем коли
честве независимых переменных. Если и в этом решении все искомые 
неизвестные получатся положительными, но некоторые из них пре
высят допускаемые величины, то поступим так же, как в предыдущем 
решении и т. д. Если в результате таких попыток не удастся полу
чить удовлетворительное решение, то в качестве „зависимых “ опасных 

п п
напряжений вместо ат 1 и придется выбрать другие опасные на
пряжения и повторить расчет заново.
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Таким путем, удастся найти решение, при котором все искомые 
неизвестные положительны и не превышают допускаемых величин. 
Следовательно, удастся найти распределение опасных напряжений, от
вечающее наименьшему теоретическому объему стержней при задан
ной величине усилия в лишней связи от нагрузки I и заданной вели
чине усилия в той же связи от нагрузки II, если только принятые ве
личины этих лишних неизвестных находятся в пределах их области 
существования.
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Կ. Մ. ԽՈԻԲԵՐՅԱՆ

ՍՏԱՏԻԵՈՐԵՆ ԱՆՈՐՈՇԵԼԻ ՖԵՐՄԱՅԻ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐԸ ՆՐԱ ԱՄԵՆԱԹԵԹԵՎ 
ՔԱՇԻՆ ՀԱՄԱՊԱՏԱՍԽԱՆՈՂ ՀԱՍՏԱԴԻ1.ԱԾ ՃԻԳԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ա ւք ւի п փ ում

Ս տատիկորեն անորոշելի ֆե րմ ա լում նրա տեսականոր են ամենաթեթե 
քաշին համապատասխանող հաստաւլրված ճիգերի դեպքում լարումների 
րաշխման խնդիրր , որը հանդիսանում է սւոաւոիկորեն անորոշելի ամենափո
քրը ք։սչի ֆերմա լի վերաբեր լալ խնդրի բաղկացուցիչ մասը, լուծված է եր
կու մասնավոր պար)'աններ ի համախ 1վ սաատիկորեն միակի անորոշելի 
ֆերմա լի հաշվարկի դեպքում ստատիկական բեռնավորման երկու բեռնվածքի 
ախ պա լմանով, որ լու ր ա քան չլուր ձողում ՜ճիգը երկու բեռնվածքից էլ ունե
նում է միենուխ նշանը. 2) նուխանման ֆերմա լի ստատիկական բեռնված
քով համակերպված բազմաթիվ ջերմալին անհավասարաչաէի աղդեցութլուն֊ 
ներից լուրաքանչլուրի հետ հաշվարկի դեպքում, ըստ որում ճիգերի նշան
ների պա լմանը պահպանելով նուլնը, ինչ որ նախորդ դեպքում է:
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