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В Ы Ч И СЛ И Г ЕЛ Ь НАЯ ТЕХНИКА

П. А. МАТЕВОСЯН

К ВОПРОСУ РЕШЕНИЯ МАТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ НА МАШИНАХ НЕПРЕРЫВНОГО

ДЕЙСТВИЯ

Расчеты различных электрических цепей в целом ряде случаев 
сводятся к решению матричных уравнений вида

ЛГх = b , (1)
где Л! — неособая, квадратна?, в ряде случаев симметричная, в общем 

случае несимметричная матрица параметров электрической 
цепи:
х— многомерный вектор искомых неизвестных.
^ — многомерный вектор заданных величин.

Существует целый ряд аналитических и численных .методов ре֊ 
шечия таких уравнений, однако все эти методы (метод исключений, 
метод разложения на треугольную матрицу, метод последовательных 
приближений, метод релаксиацни и др.) в большинстве случаев свя­
заны с громоздкими вычислениями.

Вычислительные машины непрерывного действия (ВМНД), пред­
назначенные, главным образом, для решения дифференциальных урав­
нении, в целом ряде случаев могут быть успешно использованы для 
решения матричных уравнений вида (1).

Целесообразность использования ВМНД для решения таких урав­
нении особенно возрастает, когда требуется находить решения урав­
нений при различных значениях параметров электрической цепи и 
различных величинах Ь. Здесь путем изменения коэффициентов уси­
ления отдельных операционных усилителей, соответствуй тих пара­
метрам электрической цепи, за сравнительно небольшое время можно 
получить решение большого числа различных уравнений. Существуют 
также задачи, где отдельные схемы моделирования матричных урав­
нений входят в состав более сложных схем, описываемых в общем 
случае дифференциальными уравнениями.

За последние годы разработан ряд методов моделирования урав­
нений вида ('.) на ВМНД, 13 числа которых наиболее простым, с 
точки зрения использования наименьшего числа решающих элементов, 
считается метод прямого моделирования :9|. Здесь каждое- уравнение
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системы разрешается относительно одного из неизвестных, после че­
го составляется „машинное“ уравнение. Однако в практике этим ме­
тодом пользуются мало, гак как > большинстве случаев собранная на 
машине схема дает неустойчивое решение.

В общем случае для системы л-уравнёний с п неизвестными 
возможно п\ различных вариантов разрешения уравнений относитель­
но неизвестных.

Как показала практика, из числа всех этих вариантов только 
несколько позволяют на ВМНД получить устойчивые решения, а все 
остальные варианты оказываются неустойчивыми.

Исследование показало, что при решении алгебраических урав 
нений на ВМНД благодаря наличию в решающих усилителях пара­
зитных элементов, главным образом, паразитной емкости в обратной 
связи усилителя фактически решаются дифференциальные уравнения 
|7], |11], коэффициенты которых зависят от выбранного варианта раз­
решения уравнений относительно неизвестных.

В практике при решении матричных уравнений не всегда удоб­
но составлять указанное дифференциальное уравнение и исследовать 
полученные коэффициенты методами теории устойчивости, так как 
это связано с большим объемом вычислений.

Учитывая ряд особенностей матричных уравнений, можно будет 
воспользоваться упрощенными приемами для выбора варианта, при­
водящего к устойчивому решению на ВМНД.

Исследование показало, что в общем случае все условия устой 
чивости [II]. кроме условия II—1| ^>0, зависят, как от значений ко- 

1А/ 111
эффициентов исследуемых уравнений, так и от значений паразитных 
.емкостей в обратной связи усилителей.

Выражение !]— представляет собой матрицу преобразованной 

системы из //-уравнений, полученной из заданной системы при со­
ставлении „машинных1* уравнений для решения методом прямого мо­
делирования.

Выполнение условия !^-|1 ^>0 зависит от выбранного варианта 
\аи I»

преобразования уравнений, в то время как все остальные условия при 
всех вариантах можно будет удовлетворить путем подключения в об­
ратную связь одного или двух усилителей емкости порядка 100 пф.

Исходя из опыта моделирования большого числа уравнений рас­
сматриваемого вида, следует заметить, что при удовлетворении ука­
занного условия почти во всех случаях было получено устойчивое 
решение без какого-либо подключения в обратную связь усилителей 
дополнительных е м к о с г е й.

11йЧлены разложения в—представляют собой частное ог деле- 
III
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ним членов разложения определителя заданной системы уравнений на 
один из них, причем последний представляет собой произведение ко­
эффициентов при неизвестных, относительно которых разрешено каж­
дое уравнение системы.

Знак 'а‘!-
!։

зависит от того, относительно каких неизвестных раз­

решается заданная система уравнений, так как при преобразовании 
уравнений знаки этих неизвестных представляются положительными.

При решении матричных уравнений электрических цепей (как 
было отмечено выше) приходится иметь дело с неособой, квадратной, 
н ряде случаев симметричной, в общем случае несимметричной мат­
рицей параметров электрической цепи. Так. в частности, матрица 
коэффициентов уравнений контурных токов электрических цепей 
является симметричной, в каждой строке которой абсолютное значе­
ние элемента главной диагонали больше суммы абсолютных значе­
ний остальных элементов этой же строки. При моделировании такой 
системы уравнений следует каждое уравнение системы выразить 
। тиосительно неизвестного при диагональном элементе.

При выборе такого варианта разрешения уравнений относитель­
но неизвестных условие ||—-II >0 будет всегда выполняться, так как

Ья 1||
при моделировании такого типа уравнений корни характеристического 
уравнения, составленного на основе указанного ранее дифференциаль­
ного уравнения, будут находиться в пределах круга в левой полови­
не плоскости комплексного переменного [10], в то время как для

удовлетворения условия а՛՛՛ || >0 достаточно, чтобы корни характе- 
1Я« (1։

ристического уравнения находились бы ко всей левой половине плос­
кости комплексного переменного.

При расчете электрических цепей синусоидального тока пользуют­
ся символическим методом, при котором токи, напряжения, сопро­
тивления и проводимости выражаются при помощи комплексных ве­
личин.

В общем случае систему из и комплексных уравнений вила
(«п /А։) <А 4- /у։) + (о,- 4-/М (х2 ~/у2) - • - 4֊ 

■ 4֊(а։п /Ф։п) (л'„4֊/ул) = У։
(д21 ЬУМ (*։ 1/У։) 4֊ (<։25 + У^га) (-<24֊Уу։) ֊1-----4-

4՜ 4՜ У^*я) (Ля 4 /)’/։■= К
. . . . . ...................................................................... (2)

(яЛ14- ) (Хз | /Уз) (а„: ) (л՛, — /у2) 4 ... 4֊
4- (««« I ,/Ап1 (х„ +/уп) = Уа
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можно преобразовать в систему из 2 п уравнений с действительными 
составляющими путем разделения комплексных уравнений на урав­
нения с действительными и мнимыми составляющими, которые пред­
ставим так:

апх։ — /?пу։ 4- а։2л\ £1гу3 4- • • • Ь а}пхп — Ь1луп =

^П-^1 4՜ ЛцУ1 4՜ 4 ^кУй 4՜ ■ ■ • I 4՛ (ЬпУп — О
а51х։ — ^2։у։ 4- аг։х0 — Ь22у.. -\-а:пхп — Ь:„уп = И, (3)

аП1Х1 —Ьп}у} 4- ая2л\ Ьп>у: 4-----4-вдл^ — Ьппу„ V՞
ЬЯ\Х\ апуу։ 4՜ Ьп>х2 я?/։у *4՜ ՛ ՛ ՛ 4՜ Ьпг։хп : яяя^=0.

В системе уравнений (2), составленных по методу контурных 
токов, уравнения, в которых |лЬ >|М» в качестве первого варианта 
следует выразить относительно неизвестных при коэффициенте , 
а уравнения, в которых ф.-,՛ | > ;л,։ | следует выразить относительно 
неизвестных при Ьц.

На большом числе примеров выявлено, что при преобразовании 
уравнений с произвольно выбранными коэффициентами, при котором 
каждое уравнение системы разрешается относительно неизвестных, 
произведение коэффициентов которых дает наибольший член разло­
жения определителя заданной системы, в большинстве случаев усло­
вие |<Л| >0 выполнялось. В этом можно также убедиться из рас-

(1ц .։
смотрения композиции законов распределения значений всех членов 
разложения определителя заданной системы уравнений. Здесь, в част­
ности, весьма грубо можно предположить, что величина каждого чле­
на разложения, кроме, наибольшего по абсолютной величине, подчи­
няется закону распределения равной вероятности, область значений 
которых ограничена пределами, равными абсолютной величине наи­
большего члена разложения определителя.

Конечно не исключена возможность моделирования урав­
нений, коэффициенты которых могут иметь значение, когда условие 
а‘՝-,1 >0, с выбором отмеченного выше первого варианта не будет 
Ла ՛։
выполняться. В таком случае следует установить второй по абсолют­
ной величине после наибольшего член разложения и относительно 
неизвестных при коэффициентах этого члена разложения разрешить 
уравнения системы. В том варианте условие устойчивости должно 
выполняться еще с большей вероятностью, так как невыполнение это­
го условия в первом варианте в значительной степени зависит от 
знака второго по абсолютной величине члена разложения определи­
теля.
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Надо отметить, что целесообразность выбора в первую очередь 
именно таких вариантов связано также с точностью получаемого ре- 
нения, так как при этом в схеме моделирования имеет место наи­
меньшее число контуров, произведение коэффициентов усиления ко­
торых больше единицы.

При моделировании матричных уравнений с произвольным зна­
чением коэффициентов наибольший по абсолютной величине член 
разложения определителя, в частности, можно установить выбороч­
ным расчетом отдельных членов разложений, принимая во внимание 
только большие по абсолютной величине элементы определителя.

Помимо описанного способа моделирования матричных уравне­
ний с произвольным значением коэффициентов находит применение и 
ряд других [9, 10. 12], из числа которых наиболее часто используют 
следующие:

а) заданную матоицу коэффициентов преобразуют к треугольно­
му виду либо умножают ее на транспонированную матрицу [10]. В 
обоих случаях уравнения преобразуются к виду, позволяющему по­
лучить устойчивое решение на ВМНД. Однако здесь число вычисле­
ний, связанных с преобразованием первоначально заданной матрицы, 
довольно большое. Кроме того, в результате такого преобразования 
в новых уравнениях приходится иметь тело с другими коэффициен­
тами, что особенно неудобно при исследовании влияния на решение 
уравнений первоначально заданных коэффициентов.

б) заданную систему уравнении представляют в виде системы 
дифференциальных уравнений путем добавления к правой части каж­
дого уравнения производной от неизвестных заданной системы [12]. 
Полученную систему уравнений решают как обычную систему диф­
ференциальных уравнений. Однако этот способ никаких новых преи­
муществ не дает по сравнению с описанным в настоящей статье, так 
как и в этом случае для получения решения требуется выполнение 
необходимых условий устойчивости. Кроме того, для моделирования 
•: таких уравнений на ВМНД требуется еще дополнительно п диф­
ференцирующих усилителей.

В заключение следует отмстить, что число уравнений, решае­
мых на современных ВМНД, ограничено объемом этих машин. Так 
на машине МЛ—2 возможно решать систему до 12 алгебраических 
уравнений, на МПТ 9—систему 15 уравнений.

Пример՝. Установить значения активной Р1 и реактивной мощ­
ности в начале и в конце линии электропередач, опи­
сываемой уравнениями

160000 е>-‘‘ = е (Р. 4 /(^) (6,34 - /235,5) 4- (Рц +(-3,2-/360) (4)
16000 -= е-" (Р։ (—3,2 /360) 4 (Р, 4 /<)..) (6,34 —/235,5)

при значениях угла <>, изменяемых в пределах от 0 до 100 через 
каждые 10*.

Написанную систему уравнений преобразуем к виду
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10000 созЗ =- (6,34 собо 4֊ 235,5 з|цЗ) Р։ —(6.34 $1пЗ —235,5 сое*) ф, -
-3,2 Л 4֊ 360

160000 $1по = (—235,5 созо {-6,34 $1пЗ) /\ 4- (6,34 со$о 4՝ 235,5 $1п&) (71
-360Р2 —3,2<72

1660000 — (3,2 соэЗ 4֊ 360$1п8) 1\ 4՜ (3,2 81п8 -1-360 собЗ) ф։ 4֊ 6.34Р.4- 
4-235,5

О— (3,2 $1 по ЗбОсояо)(3,2 созо —360 б։ по) 235,5Рг 4- 6,34(7-
(5)

Написанную систему 4 уравнений возможно разрешить относитель­
но неизвестных 24 различными вариантами. Однако можно показать, что 
только небольшая часть из них позволит получить на ВМНД устойчи­
вое решение и что наибольшая точность решения будет соответство­
вать варианту, в котором уравнения системы разрешены относитель­
но неизвестных, произведение которых дает наибольший член разло­
жения определителя заданной системы уравнений.

После установления наибольшего члена разложения при 8=0 
уравнения (5) принимают вид:

(?2=444—՛0.018/* 0,009Р։ ֊ 0,654(7,

Р2 =-0,654Р։ -)-0,018(?։ -0,009(?2 (6՛

(7, -4444-0,009/^ —0,018Р2—0,654<72

= -0,654/Л -0,009(71 4-0,018<72.
Здесь в выбранном варианте первое уравнение разрешено отно­

сительно <2^ второе относительно А, третье <7։ и четвертое /\.
На основе составленной системы уравнений построена блок-схема 

(рис. 1). Масштаб всех неизвестных принят одинаковым и равным 
10 вольтам на единицу.

На основе составленной блок-схемы (рис. 1) была набрана схе­
ма на машине И ПТ—5 и получено устойчивое решение.

Далее были подсчитаны коэффициенты уравнений (5) при значе­
ниях 8=10°, 20 и т. д. 100° и с помощью делителей напряжения 
ИПТ—5 были введены в схему моделирования.

В результате с помощью машины ИПТ—5 найдены с точностью 
от 0,2 до 5% значения !\, />*. (7г для всех указанных значений о. 
Точность решения в значительной степени зависит от тщательности 
установки на машине коэффициентов уравнения.

В ряде случаев в подобных задачах может оказаться, что при 
изменении коэффициентов уравнений, на определенной стадии, уста­
новленный первоначально наибольший член разложения определителя 
станет меньше других членов разложения. Тогда построенная схема 
моделирования может дать неустойчивое решение. В этом случае 
следует описанным выше способом найти новый вариант разрешения
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уравнений системы относительно неизвестных 
новую схему.
Институт энергетики АН Армянской ССР

и построить на ВМНД

Поступило 17.IV. 1962 г.
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վրա էլեկտրական շղթաների մամ լամ ազապին իմատրիցտլին) հավասարում­
ների ուղղակի եղանակով մոդելացմանը, սրի դեպքում սիսաե մ ի լուրաքան- 
չյուր հավասարումը որոշվում է անհարոներից որևէ մեկի նկուսւմամրէ ինչպես 
ղուլց է տվել պրակտիկան ք}. անհւս լտներով /1 հսւվասարոլէՈմւրի սիստեմի !1՚ 
տարրերաէլնհրի հնարավոր լուծումներից միալԱ մի քանիսն ՀՆ տալիս
'•աշվիչ մեքենաների վրա ստանալ կա (ուֆ լ/Ո-ծում, իսկ {(հացած րոլոր պար- 
րևրակներր րերամ են տնկա(ւէւն լուծման։ Աշխատանքում, ասաջին պարրե֊ 
րակի դերում, աոաշտրկվում է կալուն լուծում ստանալու համար սիստեմի 
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հավասարումները լուծել աՀէր անհսւրոնհր/ւ նկասւմամր• որոնէք գործակիցների 
արտադրեալը տալիս Լ սիստեմ ի րացված էէրոշիչի ամենամեծ անդամը։ եման 
տտրրերակի ընտրու թլան նպատէսկահէսրմարսւթ լուն ր հաստատված է պրակ­
տիկայում մեծ թվով հավատսրումների լուծման փորձով)
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