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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ПРИМЕНЕНИЯ ПОЛИНОМОВ 
ЧЕБЫШЕВА ОТ КОМПЛЕКСНОГО АРГУМЕНТА 

К РАСЧЕТУ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ФИЛЬТРОВ

Ввел е и и е

Методы синтеза фильтров и задача приближения функций тесно 
связаны с методами аппроксимации разработанными выдающимся рус 
ским математиком Пафнутием Львовичем Чебышевым.

Приближение функций ио Чебышеву нашло широкое примене
ние потому, что для многих задач из различных отраслей техники 
функции Чебышева являются оптимальным решением. В частности в 
теории фильтрог. доказывается, что оптимальным решением для функ
ций характеристических параметров к нормированном виде являются 
функции Чебышева; в этом случае синтез даст наименьшее число 
элементов

Менее разработана другая возможность применения этих функ 
ний Рассмотрение полиномов Чебышева в комплексной области, поз 
воляет получить номограммы, пригодные для расчета электрических 
фильтров по характеристическим параметрам. При этом оказывается 
возможным учет влияния невосполнимых потерь в элементах фильтра 
на его частотные характеристики

Настоящая работа является попыткой использования полиномов 
Чебышева в этом направлении.

1. Из сравнения полиномов Чебышева в явном виде 1) и ги
перболических функций 2| аргументы которых представляют коэф
фициенты передачи последовательного числа Г-образных полузвеньев 
видно, что они отличаются лишь знаками четных членов:

7в<л»=со§ пагг со$

7’0:х =1

(1)
Л(х) = 2л-2—1

7'3 л-) = 4х3 — Зл- 

7'<(х) = 8х‘ — 8х4 4- 1

7 5 (л । ֊ ! бл՜5 — 20х’ 4֊ 5л՜

<7/ (0) = 1
$Л -^֊ = о 

9

ժ/2- 2տհո-^֊ ; 1 =2‘22 • I
2 2

уЛ֊֊ </ = 4лЛ3 А 1-3 տհ ё- = 4Զյ ֊ ՅԶ
2 ՜ 2 2

сН2^^2е/г^ 1 = 8Զ< -82=4-’

«Л ֊ ջ տհ ( 2Տ 4- 1624- 20Ճ’ ‘-5Զ*.
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Легко видеть, что полиномы Чебышева степени п от аргумента /2 
помноженные на /'' будут тождественны с функциями (2) поскольку

7 Л( /<2)=cosji arc cos ( Jstl ~
( /)л^-֊֊йг я = 1.3---

(3)
(— j)n ch g г/ =0.2- • -

Приписав знаки и мнимую единицу левой части равенства, мы полу
чим несколько видоизмененные полиномы, называемые гиперболиче
скими функциями Чебышева 77/л։

/1’7՝„(—А’ ֊= Th„ L>). ֊4)

В явном виде, функции 77/л(2) имеют вид (2).
Аргумент 2. будучи величиной отвлеченн »й, в общем случае 

является комплексом

Q = sh. — = sh cos а- - jch — sin — = х 4- /’v (5)
2 2 2 2 2

и представляет собой удобный параметр для анализа и расчета не 
почечных и мостиковых структур,

Как видно из выражения

— цепочечные структуры,
(б)

— мостиковые структуры,

параметр 2 в то же время является функцией частоты и по смыслу 
может быть назван нормированной комплексной частотой.

2. С помощью (4) и (5) модули гиперболических функций Че
бышева выражается в следующем виде:

174,(9)1=1 %й։А + 5|П=^ = |3|

| 77/., (!2)| = | sh- b — cos3 с/ 2 12 — /соя — 2 4֊ / cos —
4 4

[77/3(У)| = sA3 ^-/>4- sin3 а -=» 2՜ 2 [I 2 — / cos
(7 а. б. в, г|

|77/4(2)|= J sh2 2/» 4֊ cos3 2a 23 12—/cos ’
8

cos —

2—/ cos —7 8
<։ ■2 J COS —

8

Выражения 7а, б, в. г дают возможность получить наглядную 
геометрическую интерпретацию функций |ТЛП(^!,« На комплексной 
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плоскости 2 различным, постоянным значениям модуля Л1, соответ
ствует

а) в случае

| Th։ (Й)| == .И = const (.81

— геометрическое место точек, равноудаленных от фиксированной 
точки, нуля полинома Чебышева первой степени, совпадающей с на
чалом координат; кривые представляют собой семейство концентри
ческих окружностей с уравнением

л*3 + у2 = .И2. (8а)
6) в случае

! Th.. :‘2il=;M = const (9)

— геометрическое место точек, для которых произведение расстояний 
до двух фиксированных точек нулей полинома Чебышева второй

1 мстепени, есть величина постоянная, равняя — Л»; кривые носят наз

вание овалов Кассини, их уравнение, как можно видеть из рис. 1а 
следующее

Рис. I. in гиперболичен .их «ибышеш ких ф нкпнй ни комплексной 
плоскости и.

| 77т, | = Л1 = const

в) в случае
НО)



6 К. А Мелйк-Вартзнян

геометрическое место точек для которых произведение расстоя
ний до трех фиксированных точек — нулей полинома Чебышева 
третьей степени, есть величина постоянная, равная ' ЛЬ рис. 16 

4
Аналогн«й։ый смысл имеют и функции более старших степеней. 

Кривые легко построить, пользуясь «пифагоровым՞ соотношением

8П1- п н — 1.3- ■ •
.4՞ 5/г п — —О

2 (11|

СО5: н " п - 2.4 • • ■
2

В этих формулах
п число каскадно соединенных и согласованных по характе

ристическому сопротивлению Г-образных структур (для сим
метричных и антиметрнчиых фильтров цепочной структуры) 
рис. 5а):

п
— ֊ тоже, для симметричных мостиковых структур (рис. 56).

При построении семейства кривых постоянного модуля .4, по
лучается сетка кривых постоянного значения фазовой меры а. Это 
семейство кривых представляет собой софокусные гиперболы. фо
кусами в точках у= I и с уравнением

- а исоя* — $1П3
■) Г)

(12)

Пересечение обоих семейств кривых тает точки с дискретными зна
чениями затухания Ь. Таким образом, с помощью геометрической ин
терпретации модулей гиперболических чебышевских функций, на 
комплексной плоскости мы получаем размещение затуханий и фазо
вых мер различных цепочечных и мостиковых структур (рис. 2.3. 4)

4. Из рассмотрения кривых 7’А._. (2) | = сопя! (рис. 3 видно, что 
гипербола, соответствующая фазе и— 90?. является осью наибольших 
затухании Она делит асе кривые постоянного .4 па верхнюю и ниж
нюю ветви с равномерно убывающими значениями затухания

Кривая .4=1 называемая лемнискатой, делиг все кривые се
мейства на две группы. Внутри лемнискаты находятся кривые с ма
лым затуханием, в том числе знач^ме^, Ь равным нулю; вне ее - 
кривые с большим затуханием которое нигде на кривых не обра
щается в нуль Поскольку по осям абсцисс и ординат отложены, со
ответственно

(13

, Ь , ч у - <;/<՛ —• .-ч *1 114)
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легко показать, что ось у-ов является областью идеальных фильтров, 
г полосой пропускания на отрезке 0- с; у 1. полосой задерживания 
на отрезке 1 у * н с точкой среза при у= 1. При рассмотрении 
фильтров типа/л, полосой задерживания является также ось абсцисс. 
Таким образом частота среза удовлетворяет условию

Риг. 2. Модули гиперболических чебышевских 
функций ТИ, |1!| пл комплексной плоскости 

.И- 17/7^2)1= 2^ I | - 1. (15)

ось ординат может быть использована при решении задач на иде
альные фильтры. Кривые для случаев п I к 3 (рис. 2 и 4) обладают 
аналогичными свойствами.

5. Учет потерь в элементах фильтра приводит к тому, что при 
всех частотах

Ь 0 116)

« Н7)

Это обстоятельство сдвигает все характеристики фильтра и комплекс
ную область Таким образом, комплексная область, расположенная 
иира.ч) о։ осп ординат — область реальных фильтров, фильтров с по
терями. При этом, кверху от оси л--ов расположена область ф. н. ч., 
кпизл от оси л'-ов область |). в. ч . а рассматриваемые совместно 
дают область полосовых фильтров. Кривые в обеих областях пред
ставляют зеркальные изображения (рис. 6»

6. Нормированная частота цепочечных ф. н. ч. (рис. оН



8 К. Мслнк-Вартаияи

^=1 I 7; I <Э 3#...р(М>

•А21 -I "':/с /Ж
18) 

где
Л

А' ֊ _£» .
я,с

При /г I. т е при условии равенства постоянных времени 

выражение (18 приводится к виду

2 = 4’Лт = т| 8 -/4-”1 ,с=х “Уу- 1,91
откуда видно, что из двух слагаемых нормированной комплексной 
частоты, первое слагаемое не зависит от частоты »<>, а второе слагае
мое прямо ей пропорционально Это говорит о том. что в области 
ф. н •!., ось нормированных частот 2 будет идти параллельно оси 
у-ОВ рис. б|.

Из анализа уравнения >18) вытекает, что требование равенстве 
постоянных времени, является необходимым Выражение

R- Н'С . 20

является условием, оптимального соотношения параметров, при ко
тором обеспечиваются наименьшие затухания в полосе пропускания 
фильтра В самом дел՛, минимум функции /г 1 имеет место при 

к
А= 1. При любом положительном /г отличном от единицы

А-—>2. (21)к
что связано и возрастанием л՜ и у по сравнению с тем значением, ко
торое имеет место при А՛ 1. Это приводит к смещению характери
стик фильтра вправо и вверх Смешается вправо, в сторону больших 
затуханий и ось нормированных частот. Затухания к полосе пропу
скания возрастают Следуеч отметить, что у идеальных фильтров по

стоянные времени также равны между собой: ь = R-/.՛ - 0. Из 
/?н

двух фильтров меньшее затухание в полосе пропускания и лучшее



Рис. 3. Модули гиперболических чебышевских 
функций ГЬ. 12) нл комплексной плоскости 2.

Рис. 4. Модули ।ииерболйческих чебышев
ских функций ТЬ, 112 из комплексной пло 

скости 1!.
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разделение частот будет иметь тот, чья ось нормированных частот 
расположена ближе к осн ординат оси идеальных фильтров.

7. lie трудно показать, что и в случае ф. в ч. рис. 5 д усло
вием оптимального соотношения параметров будет та же зависимость

Поскольку в случае ф к. ч

1 | к, I ■'
•' 2, г 7 2 ' =/ с

— ю* /. с ** ••• /. (.
123.

ось нормированных часто! получится как обращение в комплексной 
плоскости прямой, т е.. представится в виде полуокружности ра
диуса

1 I *4 I А>2
(рис. 6

Величину радиуса легко найти, зная координаты концов диаметра:

Ilin 2 ֊ — | v = °:О - | /\

Ши 2 ֊ 0; Л- = 0 у—0. - X

Точка пересечения оси нормированных частот с лемнискатой криво» 
.VI 1) является точкой среза, что равносильно распространению и 
на реальные фильтры условия < 15). с помощью которого определялась 
частота среза тля идеальных фильтров. Тем самым придается мате
матическая определенность точке среза, которая у реальных фильтров 
находится в пределах переходной полосы. Таким образом, верхняя 
ветвь лемнискаты геометрическое место точек среза электрических 
фильтров и. ч., в. ч. и полосовых. На этой кривой затухания Ь бу
дут больше чем в любых точках соответствующих полос пропускания

8. Полученные кривые модули функций на комплексной 
плоскости лаки возможность ле։ ко определи г։, параметры по задан
ному затуханию/», при частоте среза ш<։ С. -гой целью, на лемниска
те находим Ь, и определяем соответствующие у. и л՜, (рис. 8). Тог
да параметры определяются из следующих соотношений:

а) в случае ф. и. ч







Некоторые вопрос։.- применении нолипимоь Чсбишен.1 13

1 . А 
х'“"2|

\։гг=։_1_«"г | 1С
(24)

б) в случае ф. в ч.

х,

К
I к:

•»гЛС
“ К; "

(251

В том случае, если заданы уровни затухания //«и» и Ь,шп соответ
ственно в полосе пропускания и в паюсе՜ задержинаню задача легко 
сводится к предыдущему типу

9. Для решения системы уравнений (24) или (25) с четырьмя 
неизвестными параметрами фильтра С/./?,/?. можно задаться сопротив
лением /?,(/?,) в зависимости от типа конденсатора, который предпола
гается использовать.

Если задано сопротивление нагрузки, необходимое четвертое 
уравнение может быть легко получено исходя из условии согласова
ния фильтра с нагрузкой.

С помощью номограмм рис. 2 ֊- можно решать более слож
ные задачи, если их дополнить кривыми постоянного гатухання, пред
ставляющими собой семейство софокусных злнпсов с фокусами в точ
ках у = ± 1 |3|. В этом случае представляется возможным учесть до
полни։ единые затухания. возникающие из-за несогласованности опти 
мильного номинального характеристического сопротивления фильтра с 
сопротивлением нагрузки, т. е. фактически исходить из заданных 
требований к рабочим параметрам Объем статьи не разрешает нам 
более детально рассмотреть эти вопросы

Заключение

1. Рассмотрение модулей полиномов Чебышеиа от комплексного 
аргумента нормированной комплексной частоты) табт общую карти
ну влияния днеенпатнвногти элементов схемы на фильтрующие свой
ства четырехполюсников.

Наилучшее разделение частот и наименьшие собственные зату
хания имею։ фильтры, у которых оси нормированных часто։ распо
ложены ближе к оси ординат оси идеальных фильтров. Чем даль
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ше ось !2 от оси у-ов, тем сильнее стирается грань между полосами 
пропускания и задерживания, хуже фильтрующие свойства. и. пакт՛ 
йен, за лемнискатой (кривой ,4=1) расположена область четырех
полюсников. у которых из-за значительных потерь в элементах, нет 
четно выраженных полос, отличающихся по затуханию

2. Оптимальное соотношение параметров 

известное в электротехнике как условие Хевисайда, было выведет 
нм применительно к длинным линиям с распределенными параметра 
ми и характеризует пень с потерями, ио без искажений [I|.

Выражения (17). (19), (23), рассматриваемые совместно с кривы
ми | 77/w(U|| - const, позволяют прийти к выводу, что .условие Хе
висайда1* полностью применимо и н случае фильтров нижних часто! 
и верхних частот, характеризуя соотношени* параметров, соответ 
ствующее минимальному собственному затуханию в полосе пропуск: - 
ния фильтра.

3. Модули гиперболических функций Чебышева из комплексной 
плоскости представляет собой семейства кривых, которые могут быть 
использованы в качестве номограмм тля расчета электрических филь 
тров. Для облегчения расчета, следует построить, также семейства 
кривых b = const и a —const представляющих собою, соответственно 
софокусные эллипсы и гиперболы с фокусами в точках у= ± 1.

Достоинство .метода легкость определения потерь в отдельных 
звеньях фильтра.

4. Поскольку степень п функции Чебышева соответствует числу 
каскадно соединенных звеньев, все фильтры, расчитываемые по опи
санному методу, получаются из н однотипных звеньев. Это обстоя 
тельстви является недостатком, поскольку современные елржные 
фильтры состоят из комбинации звеньев /.՛ и т, причем, каилучшне 
результаты получаются тогда, когда значения w различны.
I tllCTB I у Г 9.Н-К ipiKCXHIIKH

АН Армянской ССР Поступило 10 V I960

’։ II.. in!t.t.-f-4.ILi''HLi,8ll.-|,

•Jhl'-lM'lpl.b ‘ПШ.Ь'ЫПГьЬРЬ ЧЬР11(1-ПЬ1ГР. l.-I.IMiSPlUill.i. tbbl.SPl.tjPI’ 
:и.ьи.пи.'ь дидим*

U. if ։|« II ||1 n ։ if

>.п ijifiut) т t) qliutijm if /, lib ufit [(Л/t J'b h p p l]mlnt[uiA ^нЛицЬрп ijin֊
ifi it ju in Ipu'h f՛ у h uii'i ‘Ч'Ч I'hnifiiLpli If Ji p 4tlttll.ll p f; fltlptlp tlllptl'll tji ft J in prb h p ft lUlplf- 
i)՝ut'it ift/os Unity /. inpjiuA r up Uhplipb.lt fyin'itl{y[tui՝uh pp Sunfujujui-
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чин ս/սա՚հւււմ ե՛հ Ц կասկա/] միացա.} 1 - աձե կի ւէաայ atlj'lili ր ի՚հ և կսակաէյ

)1 քէ՚սՀցած սիմետրիկ կհէմրՀ-ակա էին ..էյ ակնե րին:
{/in ւիանկցիւոների մ սդէււ յն/է ր ր կարեյի /; ա յւաահսւ րրւե յ կււմսյլերս 

հարթա իք րսհ •/(•"> 4ասինիի կորերի АЛin/: Դա '.նարчч/Iifiitl ի!յւրւն է աայիս 
ւսրյ կսրերյւ ույ տա tjn րծ ե / որսի,и ն ո մ и <յր ամ անե յւ կլեկտրտկան ֆիյտրնե րի 
уш-վմ ան համար ։

'‘Iրակսւիկաftti մ ա յւյ նո մ ոց րամ անև րր իքա ղ կա ան հե~տա.իք լամր դտնեյ 
էիիյարի կէւյսէէ սա՚հերր ե ււտանայ անհրամե '■ա պարամ/ниրեյէր:

Л II Г Е Р А ТУРА

I Аьу^ьишн П. К.. K'/tne.p.՝ !!. I , /<y.ib6(iiiKiiii A'. 7՜ Гиприм гиязи по проврем. 
Свизьизлат. ИМО.
i. ii/.iit! Л. </■ .Я. с.к- шнинпс uoiipocoi: расчета некоторых классов линейных 
электрических схем по их заданным частотным х. рактернстнклм’- локт. днссер- 
глцнл . 5Լ, 1959.

3 . Ммик-вартанпн К. А .Полиномы Чебышева в комплексной области к функции 
затуханий и ко-»ффипнсны фл.и.1 электрических фильтров* .Известия АН 
Армянской ССР* серия техн. наук. № |. i960 .

4 Тафт И. Л. .Основы методики рас'ют.т линейных электрических схем по задан
ным Их частотным харлктернстпклм*. М.. 19Ճ-4.

5 .Հոսք)՝ 1Г. I'licorie def linc.ircn WechselsirojnxylKiltuijgen. l-'ol.
0. (iulllt::hin ե՝. ConinHiiiicaiiiiu networks, vol. II. ИИ7.

K,!ci4 U". Tschebysehefjsche 1;ա։1ր։ւ<>ոշրւ Arrhiv fiir l-.lekiroicchnik. XXXIX. 1950.


	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

