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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Э. Е. ХАЧИЯН

К ДИНАМИЧЕСКОМУ РАСЧЕТУ УПРУГОЙ СИСТЕМЫ 
НА СИЛЫ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЯ

При расчете обычных сооружений на сейсмическое воздействие
их представляют в виде жестко заделанного невесомого бруса, чесу
щего сосредоточенные массы (массы перекрытия 
положенные на уровне перекрытия (рис. 1).

Деформационное состояние сооружения 
аналогично деформационному состоянию бру­
са при учете только деформации сдвига 
(пунктирная линия на рис. 1).

Рассмотрим динамический расчет такой 
системы при горизонтальных колебаниях ос­
нования по произвольному закону.

I. Обозначим массы через гп{ и соответ­
ствующие им горизонтальные прогибы через 
У». Силы инерции, развиваемые массами, бу- 
гут /п2у». Из равновесия внутренних сил 
и сил инерций в сечении между массами с 
Индексами п—\ и п. где //-֊число сосредо­
точенных масс, ври свободных колебаниях 
будем иметь:

уп Г ан (уп — у«_ i ) =0. (1.1)

где и., — жесткость соответствующего бруса. 
В сечении между массами с индексами п 1 
и п— 2 получим:
/Я..уя+мв_| у'д-| Н-«я_։ (уд _։—у,,_2 )-0. (1.2)

и часть стены), рас-

Рис. 1
Учитывая (1.1). (1.2) примет вид:

։ Ул֊։ 4֊ «л-։ (уЛ-| — уп з )—«л(Уд —уя-։ )֊0. (1.3)
Легко видеть, что уравнение типа (1.3) можно написать для 

каждой массы Таким образом, при свободных колебаниях системы 
получим систему дифференциальных уравнений в виде:

У14֊«։у։ ~«2(у2 Ух) = 0;
2 Нэп. ГН. >л з
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т„ ! у„ । ։. «,я_։ (уп_, _уп_2 )- а„ (уп —ул_։ ) =Ю; (1.4)

тп ул+ а.., (уп — уя_1 ) =0.

Уравнения (1.4) можно получить и с помощью уравнений Лаг­
ранжа. Действительно кинетическая и потенциальная энергии систе­
мы равны:

Г= ' У ЬГ=֊-2а,+1(у;+|-у,)= (] 5)

Совершив дифференциальные операции над (1.5) и подставляя 
их в уравнение Лагранжа

б/ (дТ\_дЦ_ = 0 
й( \dyij ду<

легко получить уравнения (1.4).
Полученные уравнения (1.4) принадлежат к так называемым 

штурмовым системам (1|. Подставив в (1.4,

У* = С* $1п <« /, 11.6)

где <« круговая частота свободных колебаний, получим систему ал­
гебраических уравнений для определения С/ в виде:

— С, «г {- ал С։ — а., (С. — Сх) =0;

(1.7) 
тп -1 Ся_1 + <1п-х (Сц-1 — Сд-з) — аа (Сл — Сп |)^=0;

№п Сц <0՜ (71։ (Сп — Сп । =0.

Приравнивая нулю определитель полученной системы, получим урав­
нение частот в виде: 

иг — а.-, . . •.О
• — а.. а» + а3 — т2 <о3 . . . • . . О

(«>2) = ................................................................................... ^0.

.................................................................................................... (1-8)
О 0 ап — тп «'»2

для которого имеет место следую.ц-е рекуренгное соотношение |1|

Ад («>3) — (Лл I 4֊ — 11>^7|) Ал-1 ( — О-п Д«֊2 («»“') (1.9)

к =2, 3 . . . п, До =1, 

что существенно облегчает получение уравнений частот при 
больших числах сосредоточенных масс.

2. Пусть теперь основание системы колеблется в направл-ннн 
осн у по закону у0 (/).

З.чмйня։; в урзвлепия (1.4) у, через у4 4-у0- получим уравнения 
вынужденных колебаний о виде:
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Мя .1 (Ул-! 4֊ у0) + п, .1 (уч — Ул-;) - «л \'п — у.7 |)=0. (2.1)

Для нахождения решения системы (2-1) заменим в них неизве­
стные величины у, через обобщение координаты д, следующим об­
разом:

/I 
у, - V C,.v </*(/', 

Л-- I
(2.2)

где С1копределяются из уравнений (1.7). Подставив выражения (2.2) 
в уравнения (2.1). получим систему уравнений относительно новых 
координат //*:

[У.и \ I " " \
fiht- I I 5. С„ V (4 у0 I — л,._։ ( X к — X Сл„а к (/ц. I —

*v**r / \Л-1 Л-1 /

/ 11
1! I У ^-"։к (1к 

\л I

Умножив (2.3) нэ С;,- и суммируя все уравнения получим:

й՛ / «
V Сц т„ 1 У Са I le у(1
Г-1 \ft-l

п
«п 1 X X; -R 4k

Л-1

п
~ (1к

*1

/I

,1к 2 Си—2 k 4k
Jfc-t

=0-

Используя условия взаимности виртуальных работ iтеорема Бетти) в 
виде |2|

т1 Сц Со- |- in.. Czi C.>k 4֊ . . • 4՜ ffin Си, С,ц; = 0 (2.5)

и cooiношение (1.7), получим:

II
\՛ Ckl mk

4j + w/ 4i = — ---------------

У с՝1/ Мъ 
fe-J

(2.6)

При составлении дифференциальных уравнений влияние внутрен­
него трения не учтено. Однако, если рассеяние, энергии при колеба­
ниях принять по гипотезе Е. С. Сорокина в форме А. Г. Назарова 
|3], то дифференциальные уравнения (2.6) с учетом рассеяния энергии 
будут:
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л —------------ 'у0 . (2Л
л 
У С1/ пч 
*֊Л

где а/—коэффициент внутреннего трения
Общее решение уравнения (2.7) будет:

«/«>/

<7у(^) = С (Д/5)П »’/ Г 4 й/С08<»/) —
к II

X<»,
V СД, Шц

к. I

С —°) 9—
х I Уо(и) С 5{п 7 —

«V
(2.8)

При заданном законе движения основания у0(/) легко по форму­
лам (2.8) и (1.2) определить перемещения У/(О. а также полные пе­
ремещения У/(/) + у0{^) и. следовательно, силы инерции при колеба­
ниях. Однако можно определить силы инерции без предварительного 
знания закона движения основания у0 (/). В самом деле, при колеба­
ниях силы инерции находятся в равновесии с упругими силами сле­
дующим образом*:

т* (у*+ Уи) + КмУ։ т ₽«№ -Р • • • ■ Кк,уя=0, (2.9)

где Я*, —сила действующая о точке к, если в точке г выбран еди­
ничный прогиб. На основании (2.9) для сейсмическом нагрузки в точ­
ке к получим:

5* = т* ( уЛ 4- у0) - — у<. (2-Ю)
Л-1

Подставив сюда значения (2.2) и( 2.8) и принимая, что при ^=0. 
У«=У/ = 0» будем иметь:

V с1г

Здесь прснсбрегаются силы неупругого сопротивления.
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e
и

(г - и) п 
Sin — du

Т,
(2.11)

При свободных колебаниях из (2.9) видно, что имеет 
отношение:

\У Cir Rlti — ПцШг (-kr 

• /»•։

поэтому no формуле 12.II) получим:

место со-

(2.12)

п
VC,г nil 

°
Sfc= flit; V C^f

у Ct nn 
i-t

t

* 7՝, J У о (w) e 
b

al 2~ 
sin ֊ '(֊ “)du. (2.13)

где 77= — период г-го тона свободных колебаний. Отметим. 
||

что в выражение (2.13) входит один и тот же интеграл 
> nzw

О- (* -=-»/-«» 9-г
F(T,, аг. /)= уг \ у0 (и) с ' sin — - и) (2.14)

•У

харвктеризукмцнй действия данного землетрясения на упругий мяят 
ник с периодом Тг и коэффициентом внутреннего трения аг.

3. Рекурентное соотношение 11.9), для сооружений, имеющих 
равные сосредоточенные массы, расположенные на одинаковом рас­
стоянии друг от друга при неизменной жесткости сооружения по вы­
соте (обычные жилые здания),принимает вид

Дл (р).= (2 ֊ Р) ДЛ֊1 (р) — ДЯ-2 ՝>’. (3.1»

Частотные уравнения Для сооружений, имеющих до пяти этажей, 
соответственно принимают вид:

при Л =1 р 4՜ 1 =0;
при п. =2 р- —Зр-|֊ 1=0;
при п ‘-=3 —п’-| 5р2 — 6р ֊1-1=0; (3.1
при п = 4 //—7р3 ф-15р2— 10р 4-1 = 0;
при п —5 р5Ч-9р4 28/Р4-35/Г— 15р4՜ 1 0.
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где />= .«’; (3.3)
ЯГ и 

т масса сосредоточенной нагрузки;
I расстояние между массами;

кРО обобщенная жесткость зквизалщтюй фиктивной балки рибо* 
*

тающем па един; Для рамных конструкции —можно за- 
к/а

р
меняй, величиной , .!՛:• модуль упругости, п / СУМ- 

12Л7
мирный момент инерции стоек.

Корпи уравнений (3.2). к-тиры • легко вычислить по методу Ло* 
бачевекого Греффе |3|. следующие:

При и — I
при л 2 />» «0.382. р. =2,618;
при //=3 р։ =.0.198,/?.= 1.555. р,—»3.252; (3,4|
при л —4 р։ 0,121. р: ֊ 1, />։ 2,345. рх -«3.528;
при //=5 рх «0.0811. р. 0,686. р, ֊1,663;

р< =2.822. л = 3.659.

Причем имеет .место соотношение Vр -2п—\

Рис. 2.

На рис 2 показана зависи­
мость периода свободных колеба­
нии основного тона Т от этажно­
сти здания. Такую прямолинейную 
зависимость периода от высоты 
здания на основании натурных из­
мерений рекомендуют Калифорний­
ские нормы (6| в виде

Г =0,05 .
1 о

где/7—высота здания: Ь ширина 
з :ания в рассматриваемом 
направлении.

Часто возникает вопрос, мож­
но 1н здание* рассматривать как 

брус постоянного сечения с прсибла.тшием деформации сдвига. С этой 
целью были определены частоты колебания бруса со сосредоточен­
ными массами и эквивалентного бруса с распределенной массой 
(рис, 3) (л.ч бруса । распр-•деленной массой чистоты определились 
но формулам

2/-1
т

Результаты этих вычислений пока и.-.«аь... что для сооружении, этаж­
ность которых выше четырех, при определении частоты первого в
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второго тонов их можно с точностью до 10- 15% рассматривать как 
брус постоянного сечения с равномерно распределенной массой при 
•/чете только деформации с .чип га.

^ =/ Ц^/,425
СЛ> • 4?/ ֊3936 О>г 4 <ЯЯ7 =4 /45

Рис. 3.

Для получения представления о распределении инерционных сил 
по высоте сооружения в приводимой таблице даются значения коэф­
фициентов

с1гт,

। -1_________

л
У
I — 1

(3.5)

• заметим, что для коэффициентов ;а-г имеем

У.-:*, = 1 ДЛЯ к = 1. 2- • п.

По первой форме По второй зорме

оеэни 
1

Й, *Я1 *51 ;։а ’3? ч.
п -1
п 2
и =3 
л =4 
Яг=5

1
0.723 
й 
0,357

1,170 
0.978 
0.813 
0.685

1.220
1.095
0,957

1,236
1.152 1.250

0.276 
0.353 
0.333
0.298

֊0.170 
0.160 
о.ззз 
0.392

֊0.283 
0
0.217

-0.333
-0.107 0.365

По третьей форме По четвертой форме

о'З 
5» = ц ;и ՝гз. ’3» с«з «5։ »։• •51

п 3 
п .=4 
п -5

0.106 
0.184
0.205

֊0.133
- 0,053

0.069

0.059
-0,162
-0,182

0.120.
0.131| 0,162

0,052
0.107

-0,080
-0,088

0.070
֊0.034

0.027
0.116 -0.063
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Вычисление коэффициента СЬг существенно облегчается, так как 
для них получается рекуррентное соотношение, в виде:

CL - Ьь(р)" с (3.6)

где
Д* (р) = (2— р) Дк.« (р) — Д*֊! (р), 

причем (3.7)
До=О, Д։ (р) = р, k =2, 3..................я.

Для иллюстрации допустим, что в основании сооружении имеем 
место сейсмический удар. В рассматриваемом случае выражение (2-14 
принимает вид [5]

P(Tr. ar.f)= ~r' sin 2’ (3-8)
- £

Tr 7,
где v — скорость основания в момент /=0.

Сейсмические нагрузки по формуле (2.13) принимают вид:
п

2 с Ifmi а,г
о v г 2"г’ ,»՜*՜' 2' /
5fc= М.*2; ----------------• ——6 sin у'- (3.9՛

2 С,', от, 
I — I

Выражения (3.9) показывают, что максимальные значения сейс­
мических нагрузок могут получаться в неограниченном интервале 
времени 0<у<у7. Однако, если принять во внимание затухание 
колебаний, го для получения максимальных значений достаточно ог­
раничиться рассмотрением окрестности первой четверти первого пе­
риода |5|.

Ниже приводятся максимальные значения сейсмических сил 
для зданий от одного до пяти этажей при аг_ 0,08. уменьшенные на 
величину Г) = । т№Сг 7)

Одноэтажное здание
5։=0,93962

Двухэтажное здание
5։«0,70348 при //7\=0,13

$2=0,89378 . 0,27
5։4-58=1,04138 п 0,18

Трех эта ж ное здание 
$։=0,68310 при //7, =0,08 
$2=0,57974 „ 0,17
$3=О,84112 » 0.28

$8+$а= 1,06402 , 0,22
$з 4-524-5^1,04971 , 0,13
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Четы ре хэтажное здание

.$,=0,68540 при //7*։=О,О6
\=0,57363 * 0.13
$3=0,52898 •» 0,20
$4 - 0,78665 я 0,28

£,-К%= 1,061573 • 0,24
544-$з+^г=1,08637 • 0,18

$44-$34-$։+51=1,05172 и 0,11

Пятиэтажное здание
.8^=0,71160 при 0.05
$2=0,64283 • 0.11
$3=0,53512 • 0,17
$4=0,48541 • 0,22
$5=0,74178 • 0,28

$5 4֊ $4=1,04918 0,25
$5 -$• $4 7 $3 1,1 22и8 • 0,2.0

58+$4+$,4-53=1.08716 я 0.14
$5-1- $4^$3 4֊$^.^= 1,04714 * 0,09

При учете только нервен формы свободных колебаний макси­
мальные значения сейсмических сил н основании сооружения будут 
равны:

при п I $, =0,93962

при л =2 £ $,= 1,09639
1-1

при л=3 £ .9։- = 1.14539

при л 4 Д$; = 1,16888

при п =5 £ .8'. =1.17825
I-I

Приведенные числовые дан- 
ные показывают, что максималь­
ные значения сейсмических нагру­
зок а основании сооружения пои 
сейсмическом ударе почти не зави­
сят от этажности здания как ври 
учете только первой формы коле­
бания. так и с учетом высших 
форм колебаний.

Эпюры перерезывающих сил. 
как показывает рис. 4. .мало из­
меняются по высоте. Такой ре­
зультат нами был получен н для 

Рис. •։.бруса постоянного сечения с равно­
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мерно рас л редел ей ной .массой при учете только деформаций слин­
га |5|-
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եՐԿՐԱՇԱՐ.1Ա31>'1. ПМФРЬ ՏԱԿ ԱՆԱԶԴԱԿԱՆ ՍԻՍՏԵՄհ ԴհՆԱՄԻԿԱԿԱՆ 
2Ա<'»1.ԱՐ1|Ս'ԱՆ ՇաՓՋՀ

11 մ փ II փ 1է ւ 4'

Հար/ածա մ ա սուԱևասիրվոէ »/ են նկ. 1 աոաձղական ււիււաեմի
4ինամիկական տաատնու ւ!ււերր, երր чիստեմ/» հիԱեւսւոակը տասէ տնկում Լ կա­
մայական սրենվւոկէ II իսաեմ ի ոեւիակսւն ւոաւոանու Յեերի հսւ կաււարւււ.ւ1եերր 
տրկում են ( 1.1) սէեււրու1. "րր Рп*-Ц Հ տալիքէ ււտսւնարււ հտճախականու- 
!4 րււննե ր ի (2.0) ո1ւկուրենւո րան ա ձե ե ր ր: (2.2) րանաձևերոկ անցնե լոկ րնդ- 
հանրաէքկած կոորդինաաների ե օղաա ղո րծ ե լոկ ւնսւրսէկոր ա շխ ատսւն րնե րի 
կւււիւաւլսւ րձե չիա իք/ան (2.3) պալմանր, ւււււււււյ կшЛ /Л/ ուոիսլողտկտն տաւՈա֊ 
նւււ!1ե1ւրի (2.6) հսւկաււարա4ք1ւե րր:

Иերւմիկ ուժեր (է (տատանա էքսևրի ժամանակ ուոաջւոցող իներցիււն ա 
հսւ չկմ ան համար ալտսէէլործկում են (2.(1) 'ւակասարուՅհերր: Որոշ ձեաւիո- 
քո ուի!լոքններից հեաո սե^միկ ււււ1!ւր(ւ համար, սաաւյւ/աձ են (2. 1,'ք) կհրքնա- 
կան րււՀէւաձե Լրո : I!ւււ/որւսկան րնակև ք/ւ շեն րհրի համար է որոնց դեպրոէ.մ րո- 
քոր կևնարորեաдшЛ մսւււսանհրը ■ւակասար են /ւրար ե դանէ/ոէմ Л5/ (ւրտրից 
հավասար հԼոակորոէ !մյուննհրի վրա. հաճաիււսկանէէէ թԼանների հաւ/աււա֊
րաէքեեր/ոյ ւէաացւ/шЛ քէն (И.1) ոլարւչ ււեկու֊րենւո հաւ/աиարաւ1հերր:

И ին\հ •) ւարկ Ոէնեցոէք ջենրեր/ւ համար шпш<р(шЛ !ւ՝1ւ էաէւախւոկանսւ- 
(I րէւ.նն/ւր/է (3,3) հակ ա и ա րւէ 1.131 ե ր ր է (3,4 արաաԿալսւա /4 (էէւննհ րր աալքէս են 
ա լէք հակասարու 1111եր(ւ քուծ ա 14ւե րր!

1Լլնու.-ւ1։ա1ւ ըԱդու-նելոկ, որ ս/ւաո1ւմհ հ/ւմրամ տեէլք» пЛ/է սելսմիկ զարկած, 
ււե ■սմիկ սւ.մևրի համար ուոացկտծ և՚հ րա՚հսւձհ հրր: եկ. 3 արկած հն
կտրող ում երի Էպլուրաները հա մա պա ատ ւկււանարա ր մինմւ '1 հարկ ունեէ{Ո4 
շենրերի համար:
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