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ЭЛЕКТРОТЕХНИКА

К. А МЕЛИ К-ВАРТ А ЛЯ II

ЗАТУХАНИЕ И КОЭФФИЦИЕНТ ФАЗЫ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ФИЛЬТРОВ И ПОЛИНОМЫ ЧЕБЫШЕВА В КОМПЛЕКСНОЙ

ОБЛАСТИ

В теории фильтров доказывается, что оптимальным решением 
для функции нормированных характеристических параметров фильт
ров, являются функции Чебышева; в этом случае синтез дает наи
меньшее число элементов {5| .

Использование полиномов Чебышева в комплексной области — 
гиперболических чебышевских функции Q). |2|, позволяет уста
новить, что между функциями затухания и коэффициентами фазы це
почечных и мостиковых структур и функциями 77/,, существует опре
деленная зависимость.

Как известно характеристическая мера передачи симметричных 
цепочечных и мостиковых фильтров (рис. 1, 2) связана с сопротив
лениями плеч соотношениями

Рис. 2.
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г X.5/։ ё

/А

(I)

(2)

Рассмотрение полиномов Чебышева от комплексного аргумента—/2, 
позволяет прийти к выводу, что выражения (1) и (2) являются част
ным случаем более общих соотношении:

. 8/8/։п при нечетном н
(3)

при четном// 
2

связывающих функцию затухания Ь и коэффпциеш фазы 
тивлениями плеч. При этом

8 = Ь 4- }а.
В случае цепочечных фильтров

и с сопро-

4)

в случае мостиковых

2= 1 ±1I 4/2 (5а)

(56)

Переписав выражение (3) следующим образом

/«'Гя(-У2) =
о

С/1/1
9

п = 1,3

п = 2.4
(За)

введем понятие гиперболических 

77/, (2 .=/՞ 

Тогда формула За) примет вид

чебышевских функций 77/, (<

(6а ।

77/, (2) =
Я/1П -

2 

с/т —

при // нечетном

при п четном.
(66)

Из (66) следует, что выражения (1) и (2| имеют место при я = 1,
т. е. в случае полиномов первой степени, соответствующих Г-образ- 
ному полузвену (I) или. условно, полузвену мостикового фильтра (2) 
(поскольку мостиковая структура не может иметь ползвена .
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I. Полиномы Чебышева

Полиномы Чебышева, играющие важную роль а теории прибли
жения функций, в тригонометрической форме имеют вид

Тп (x) = cos/7 arc COSA‘

и представляют собой полиномы степени п, с коэффициентом при 
старшем члене '2п ։. В алгебраической форме они имеют вил

7՜,, (х) = 2- |(Л- - V л։ — 1)" + (X - У'Т- Т)"|.

Придавая п значения целых последовательных чисел, получим:

Л=Х.
Т.. = 2х֊- 1,
Га = 4д? ֊ Зх.
7։ = 8х4 ֊ 8л- + I, 
У5= 16х5 —20х3ф 5х.

Все нули полинома Чебышева Тп (а) действительные и простые; 
они расположены только на основном отрезке | —1,11 и неограничен
но сгущаются с возрастанием п. Расположение нулей полинома та
ково, что максимумы и минимумы /՛,, (а), абсциссы которых располо
жены также на отрезке |- 1.11, строго уравновешены, именно: все 
максимумы равны 1. все минимумы равны 1. Вне основного от
резка |—1,1] полиномы Чебышева уже не имеют колебательного ха
рактера. а монотонно убывают или монотонно возрастают (рис. 3).

полиномов таково:

1 G-i l (А) — ~Л՜ ? (А֊) — Л» -I (■*•՛)•
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2. Частотные характеристики затухании и коэффициента 
фазы цепочечных схем на комплексной плоскости 2

Обоснованность введения функции 2, в качестве 'аргумента ги
перболических чебышевских функций 7'й,;, вытекает из следующих 
соображений.

Симметричные цепочечные фильтры, состоящие из сопротивле
ний 7։ в продольных в- гвях и 7. в поперечных, можно представить 
в виде каскадного соединения Г, Т и П —образных звеньев (рис. 16, в). 
Каждое из звеньев, также как и вся цепная схема в целом, полностью 
характеризуется двумя параметрами- мерой передачи § и характери
стическим сопротивлением /.х или /.п. В зависимости от сопротивле
ний плеч 7, и /.... характеристические параметры выражаются сле
дующим образом:

Гак как отношение 7, 472 входи։ во все три формулы, эти схемы 
удобно анализировать с помощью нормализованной комплексной ча
стоты

Н й”
являющейся функцией частоты «•>.

В общем случае, будучи отвлеченной, она может быть комплекс - 
ной величиной:

2 = .г 4- /у. (7)
Принимая во внимание I), ( I ՛ и 5а), получим

* + = — сов -- 4-#՝Л - 8ш - (В)

или
. Ь а х = зк со$ — • 

2 2

V = сЛ — 51п — • 
2 2

/

(9)

՝откуда следует:

../Г +
,$Л3 — с/г

2
,10)
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Ф и иСО$-— .$1 П“ —
2 2

(11)

Выражения ! 10) и (12) являются уравнениями эллипса и гмпербо 
лы с совпадающими фокусами в точках + / (у = 1).

На комплексной плоскости 2 различным постоянным значениям 
собственного затухания Ь соответствует семейство софокусных эллип- 
соп, а различным постоянным значениям фазовой меры а — семейство 
софокусных гипербол.

Эллипсы и гиперболы образуют семейства ортогональных функ
ций (рис. 4).

Пав. ТН, № I
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3. Функции затухания и коэффициента фазы и полиномы 
Чебышева от комплексного аргумента 2

Введем в рассмотрение новые переменные в соответствии с вы
ражениями:

b 6- , 6 .1 b .. оч6 — ехр — = е i = ch------г sh — • (12)
.2- ''2.՛ 2*

Параметр как легко видеть из *10), представляет собой полу 
сумму осей эллипса, проходящего через рассматриваемую точку.

Из (12) следует "

Выражения (14 и (15) тают возможность перехода от декарто
вых координат х,у к эллиптическим о, ф в соответствии с уравнениями

1 / . 1 \X = --- 9------- ) COS Ф,9 I р ) (16)

(17)

С помощью полученных эллиптических координат полиномы Че
бышева от комплексного переменного выражаются в наиболее ком
пактном виде.

Из уравнений (7), 16 и 17) следует:

-/2 = -1е֊л ) , (18)
2 \ (' /

। ;3у<2)4՜ 1=“7 ( 4- — 1 • 19)
2 \ Р /

Складывая и вычитая (18) и (19). получим:

/2 4- 1 Г2Ж , (20)

—/о — 7Щ3— 1 = ֊./^лч #0

и полиномы Чебышева принимают вид:

тп (— /2) = '~:^п (р« -г (—1 )л [Гп е՜^). (22)
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Переходя от функции р и <? к функциям затухания н коэффициента 
фазы, получим:

что и привело к выражению (66).
Вычислим гиперболические функции для цепочечных схем.
а)Г-образное полузвено (гиперболическая функция Чебышева; 1-оЙ 

степени^:

(23)

В случае фильтров типа к, Хг и 2. — взаимно обратные дкух- 
юлюсиики; следовательно £2 величина мнимая.

Для этого случая

(23а)

Уравнение ,23а) дает известные выражения для полос пропуска
ния и затухания фильтров тина к.

б'| Т-образное или 1 [-образное звено (гиперболическая функция 
Чебышева 2֊ой степени >:

(24)

и мы приходим к известной в теории фильтров формуле

с!‘ё - 1 + & ■

в Каскадное соединение трех I -образных звеньев (гиперболиче
ская функция Чебышева 3-сй степени):

П3 | । /։) = 4|| АУ-ЬЗ. (25
47„/ 4/й/ I 42*./ 2 ՝

г) Каскадное соединение двух Г или П-образных звеньев (ги
перболическая функция Чебышева 4-ой степени՛!:
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4. Функции затухания и коэффициента фазы мостиковых схем 
и полиномы Чебышева от комплексного аргумента 2

Симметричный мостиковый фильтр (рис. 2; характеризуется гак-
же двумя характеристическими параметрами, 
ленйямн плеч следующими зависимостями:

связанными с сопротнв-

(27

И1 R I 2а
2 | г2

Приведенная выше зависимость

7//„ я.
о

-
2

сЬп

п = I. 3-•••

// - 2, 4 ՛-

может оыть использована путем перехода от
а 

функций (I! ~ фу икк

•а
ЦП ЯМ $А ֊

Из формулы • 2) нетрудно получить

$Л (2а)

следовательно

Т/1П
з!и։ *-

2

с!т 2

л = 1, З----

п = 2, 4, • • •

а) Гиперболическая функция

ТНп

Чебышева 1-ой степени

= 5Й-^ -
2

6) Гиперболическая функция 2-ой'степени (мостиковая структура)

77г2 --------- 1 = сИ^.

в) Гиперболическая функция 3-ей степени
■։

г) Гиперболическая функция Чебышева 1-ой степени (две каскад- 
но соединенные мостиковые структуры

I

А



Таблица 7

л* 
И 
"/п

Це по </е сет

ПО^^С^Сг/^с/
‘'■•Я ~Ьп (-п-)

Мост ь/л'оЁбге

У&п Ь/р ехпо^^оагс/жЗо 
Л=\/-^֊ '

1

о-СЭ-р-о о—^֊Ц—э

П,(л)=а^/, £.
Ям ^ёе^с нос тс. 
еа^ого ^-х ^о^^>с. 
Ы/к'а ('имс^л'а)

2

3

г, 1г, 1г< 
^^ЧГЭ-»-» о֊СГЬрСЭ-о 

гКЕ. 
_  2.^ 

р> (к*

Туя)=2&<=г/,?

Т^(.п)=4л^5^

л

'^2

/1<Мф0р&

МЭ ст&,СЪ&ог&

* Палюсь 1/к'а' 

('Ус.о Я*о)

2> 
О

4
ИЦ

к А
"՝

р4-ёго—&-ё- 
0 4 к

»■ 1 о- ь । । п
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Поскольку для симметричных фильтрол

= (п. —*
СЛ

где С/\ и и., комплексные напряжения на входе и выходе фильтра, 
легко получить следующие зависимости

Для получения аналогичных зависимостей для цепочечных четырех
полюсников, следует в правой части последних уравнении выражение

—— заменить через —֊—; при этом показатель степени п соответ - 
^-2 4£2
сгвует числу мостиковых, /'- или /7-образных структур, а коэффициен
ты можно получить из соответствующих полиномов Чебышева.

Рассмотрение полиномов Чебышева в комплексной области Сви- 
тетельствует о наличии связи этих функции с функциями затухания 
и фазы цепочечных и мостиковых фильтров.

У казанная зависимость приведена в таблице 1.
Представление характеристик четырехполюсников в виде поли

номов от комплексного переменного полезно и с той точки зрения, что 
при этом возможно изобразить их модули на комплексной плоскости 
в виде семейства кривых, как эго обычно делают с функциями ком
плексного переменного. В частности, модулям гиперболических функ
ций шорой степени, которые представляют собой характеристики сим
метричных мостиковых, а также Т-и/7-образных цепочечных струк
тур, соответствуют так называемые овалы Кассини. Полученные семей
ства кривых могут служить в качестве номограмм при решении за- 
;ач на фильтры с учетом потерь.
Институт электротехники

АН Армянской ССР Поступило 16.Х 1959
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’։. Ա. ւրՕԼ1-|։ ՎԱ(’ԴԱ1.11Ա4.

ԷԼԵԿՏքԱւՅւԱՂ, ՖԻԼՏՐՆԵՐԻ ՄԱՐՈՒՄՆ III՛ ՖԱՋԱՅհ 4*1Ա'-<րԱԿհՑ։: 
ԵՎ ՋԵՐԻՇԵՎԻ ՐԱԶՄԱՆՈ*Ա1Ո.ԵՐՐ. ԿՈՄՊԼԵՔՍ ԴՍՏՏԹՄ

Ա 11՜ փ и ւ|ւ ււ । if

փողվածում տրված է Չերիչևի րադմ անդամ ի կոմպլեքս ալին փո

փոխականի կապր է լևկ/որական ֆիլտրն!։ րի մարող ե ֆս։ղս։ քին ֆունկցիան!։ րի 
հետ։ Ֆիլտրների րնոլթադրերի նե րկա լա ցնե չր կոմսլլերս փոփոխականի րադ֊ 
մանդա մ ի միջոցով նպա տակահա րմ ա ր է նրանով, որ ար։ դև Ալրում հնարա- 
•!որ է բնութագրերի տրտահալտտմր կոմպլեքս հարթ ութ լս։ն մեջ կորերի ըն
տանիքի ձևով։

Զերիշեի երկրորդ աստիճանի ֆունկցիաների դեպքում / որր համ տպա֊ 
ւոասիէանում ! սիմետրիկ կա։! ուրջտկալին և /''1 [] տիպի ֆիլ։որներինյ որպես 
մսանավոր դևսլր, մենք ստանում ենր եասսինիի երկրորդ աստիճանի կորերի 
րնտանի րր։
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