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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

С. С. ДАРБИНЯН

СДВИГОВЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМЫ СО МНОГИМИ 
СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ ЗА ПРЕДЕЛОМ УПРУГОСТИ

Вопросы сдвиговых колебаний систем с одной и с двумя степе
нями свободы, пол действием сейсмических сил, были исследованы в 
работах |1, 2].

В настоящей статье рассматриваются сдвиговые колебания си
стемы со многими степенями свободы с учетом упруго-пластических 
деформаций применительно к вопросам сейсмостойкости.

В качестве модели такой системы принимаем невесомый стер
жень с сосредоточенными массами по длине 
и заделанным одним концом (рис. 1).

Подставленную задачу будем решать 
методом, изложенным в|3, 4|.

Составим дифференциальные уравнения 
движения рассматриваемой системы. Будем 
предполагать, что данная система находится 
под действием сейсмических сил, т. е. под 
действием колебания почвы, которое изме
няется по данному закону .х0(Л и деформи
руется как показано на рис. 1.

Рассматривая равновесие некоторой мас
сы /л. получим дифференциальные уравне
ния движения в общем виде следующим об
разом :

х, -г Рк — + } — — тк хм ՛ /г = 1. 2, • • • //,,
(1) 

где /< —внутренняя сила между массами

Рис I.

/лк-_։ и тк,

сРх>;Щ ■ (РхпЩ
------------ .------- -X (| = -------- ------------------ • 

(Н*

Так как /< = /■',. /< >1==/\ ։ТА_։. го (1),можно записать в виде:

тк х* 4- /д- ~к - 1 Т\ т । = — тк (А’ = 1. 2. •••//).

где и /\ + : —площади поперечных сечений участков бруса с дли 
нами соответственно н /« + ։,
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а тА- и । —касательные напряжения в этих участках.
Деформации отдельных участков, расположен в։ ых между двумя ■ 

соседними точками сосредоточения масс бруса, определяются по фор
мулам:

^=* * * * * * * Х‘’~,Хк ' . (Л=1. 2. (2)1

•Г Значения параметров а и °- хля
разных стадий нагружения или
разгрузки приведены на рис. 2,
притом Ф = 1 — 3/„

На основании (3) имеем:

։ ՛>! — (՛ [ п т- О >.'п 4՜ ?*•■՛; *! •

[2Л-+ I ГЛ + р-7т - 1! \
X *5.4 + -г I + ■ 1 •

ьная остаточная деформация участка
с длиной /Л., а — максимальные деформации, связанные с макси
мальными смещениями по формулам (2).

Во всех формулах величины с индексом п I следует принимать 
равными нулю.

В силу (2) в 3) уравнение (1) примет следующий вид:

т.. л\ 4-(С\- 4֊СЛ- + ։)хл—С.хл)—С„ ։х„ + ։ = — ткх» ֊-- (А’=1,2,- • •«)
(4

притом Л*о = О-
Предположим, что упруго-пластические свойства материала дан

ной системы характеризуются диаграммой зависимости напряжений от 
деформации, представленной на рис. 2.

зависимость между напряжением и деСогласно этой диаграмме
формацией при нагружении или 
разгрузке можно представить од
ним уравнением, предложенным 
В. В. Москвитнным |-1. 5|

Т= -р (3 1,(~ рф,
(3) 

где /. — коэффициент упрочнения: 
Т, и 7т—напряжение и деформа

ция, характеризующие 
предел текучести.

;։.л- (1 | (ЛА _ । ։4Л. ։ /\я„-3 „■) л у, ,р 1 (рх _ > — 1) 7л-֊1. а

Так как параметры «л, ։3А-, принимают различные значения в
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сталии упруго-пластического нагружения или разгрузки, то интегри
рование дифференциальных уравнений движения (4) осуществляется 
по зонам данной диаграммы (рис. 2 , с использованием ‘условий не
разрывности смещений и скоростей на границах этих зон (точки 1,2, 
3 и т. д.).

Частные решения однородных систем Н ищем следующим об
разом:

хА- = аА- 81п (ш/ 4-«).

Подставляя значения л\ в (4), получим:

«Ат,. 4- (С, 4֊ С .. |) ак — С,.а, ։ - СЛ ։аА. ։ = О (Й= 1,2, - • • п ।. 

Посколько мы ищем не нулевые решения, то определитель этой си
стемы должен равняться нулю:

С1 ' С, — С2 0-• • 0
Са СА 4- Са т, ш- — С, 0- • • 0

АДог)= ..................... •.....................................................................= 0

0......... 0 0 — Сп С.., тп 10"

Эта система, как видно, относится к типу Штурмовых систем и 
для функции ДА-(«>2) существует следующее рекурентное соотноше
ние [6]:

ДД (1)2) = (С< 4- . ։ — т,. <|г) Д„. _ I ՛' ог) ֊ - с Да 2 (и>2)•

М“>а) = 1, (£=2, 3.................п).

С помощью этого соотношения можно вычислить многочлен Дя («г), 
корнями которого являются квадраты частот и>)'(/ = 1, 2, . . . /։).

На основании этих величин частот можем написать:

— /7/.V»; -г 1 Ск■' Ск ։)аАу — Скак - Сл-н л,.+|./='X

(А’ = 1, 2, . . . //), (а)

откуда будем иметь п соотношений для определения отношений этих 
постоянных:

= (к=\. 2, . . . 4). (аг)

Таким образом общие решения однородных уравнений (4) запи
шутся следующим образом: 

л
8|П (ю^4-?Д (Лг= 1. 2, . . . п). ‘ (5)

Для удобного нахождения частных решений системы уравнений 
г! соответствующим правым частям, переходим к обобщенным коор
динатам по следующим формулам:
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л
х*= А-=1, 2. . . . л).

/-1
(61

Подставляя (6) в левую часть (4 . получим?

л л п <
'«* V ак1(1, с. С _,) «X • .4 7'

1-1 II М

л
С» ..V </։ , //,- —/л.д-,; чл (к=\, 2. . . «).

Умножив обе части утих уравнении на <т>; и суммируя, получим:

л л я л

I пь а,, //, ] 4- |я</ С. -)• С\ । </, |
* ։ I-։ *-։ 4-1

«я ч Л
-Уръ.уС։У а, </, I У |<т17С\ ,։ У<>а 1./7/1 = 

1е-1 4-1 *-1 1-1

— 21 (б)

Далее умножая у равнении ;■• на а*. после суммирования будем 
иметь:

т л ЦП
—V /«д.<п/Д47 Т- \ (С, л С, с2ч \_CjG; Сд.. -1. уИц = 0

Х-1 4-1 Л-1 4-С
(в)

С другой стороны мы имеем теорему Бетти о взаимности виртуаль
ных работ в виде:

т^ауз-ц, -^т.а^а-։ Н֊..............  =0. 1г)

Таким образом, на основании соотношений (а >. ПО, г) и уран* 
нения частот, дн։|)ференциольные уравнения движения в обобщенных 
координатах могут быть записаны в следующем виде:*

ч «
V V
_ -.«АХ**

7/ 1 ”97/= ~ *֊“՛----- • х‘(Г) —- . (/ = 1,2,... п). (7)

\ V а1,п:л
А-1 >-!

Об ортогональности тдлнних фирм см. например {5.՜.
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Частные решения, соответствующие правым частям (7) находят
ся по формулам:

п

______  
я
V а^т!։

± а^тк 

г------------< («)

V

к -1

5111 <•);(/֊ (8)

Следовательно общее решение системы дифференциальных урав
нений движения (4) запишется на основании (5), (6) и (8) следую
щим образом:

И П п л
х: = У я։п («>,- / )4- V/11 _ С05и>у(/ _ (։) | V ф.у I Л-; (а) 8щ х

>-։ /։ /-։ 7,
X ^-.иМа

где

начало отчета движения.
Имея ввиду соотношение (а'), 

дачи окончательно можно записан»
общие решения поставленной за- 
так:

хк = а։у/Ь/81П(и>;/
/ ।

-г?;) ■ЬЛуН — со§«»/(7 -Л)|-

(*7)8111 ’•>/(/ И)с1и

- 1, 2. 3.-••//). (9)
Входящие в (9) постоянные интегрирования а\, и определя

ется из условий сопряжений или из начальных условии.
Остальные коэффициенты, входящие в выражения Д, и Ф»у, оп

ределяются из уравнений (а) и (а').
Выражения для определения сейсмических сил также можно на

писать единой формулой в зависимости от параметров х и 3.
Из дифференциальных уравнений движения видно, что

= гп։. (х'ь | л- о).

Следовательно на основании (9) будем иметь:
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п
- тц х'։ (/)11 — V (о ф,

л
— У |я։уЛ«./ <•>} $!И (о/ )

/-։

—///о; СО8 и>; (/—/;) -01 л\, (//) (/ и)с/и\ (к- 1,2, . ..-л).

(10)

Таким образом представленная задача решена до конца. С по
мощью (9) и (10) .можно определить смещения и горизонтальные (сей
смические) силы, для всевозможных деформированных состояний с 
использованием условии сопряжения. Этими формулами можно опре
делить также максимальные значения сейсмических сил и смещений, 
следовательно и величины максимальных остаточных деформации по 
формулам (2).

Если рассматриваемая система совершает лишь упругие колеба-
НИЯ. то везде следует принимать = 1. Если в каком нибудь участке
данной системы появляются пластические деформации, то тогда ф за
висит от 3, значения которого для различных стадий нагружения или 
разгрузки приведены на рис. 2.

Отметим, что полученные результаты можно применить и для 
такого случая, когда на массы тк действуют внешние силы (О.

Для этого в полученных решениях следует положить = 
= «7/.- (О-
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Աուսջազրված իւնդիրր լու Л if որ մ /, |.7, 4 </ե (tlողով. ա րւինքն շուր<1 ման 
'}ի'իերենցիալ ■աւվաոարու ւ)ների անմիջական ինուե զրման միշոէր/վ, արազու- 
թրոնների և տևզաւիոիւումնքքրի Ոքն իւ զե I իո t(J {ան պար! անների ուրոազործ ու »• 
մովւ

<“որւ1ման դիֆերենցիալ հուվաոարոtit'llերր դրված են այնպիսի աես- 
որ հաճախական"! ի) լոէննե րի ո ր ոչմ ան համ ու ր и ա ա դվ ո / մ են ոեկուրենւո 

րան nt ձևեր;
Խնդիրր րնգհանոէր ձեով լուծելու. նպատակով շարժման զ ի!ի ե րեն ցի ա / 

• ավէոսարումնե րր լւերվում են ընդհանրացրած կո որդ ինատնե՜րի, որոնց հիմ ան 
վրա ւոեւլա փոխ ч լմնե րի և հորիզոնական (սերւմիկ) Ոէքք՜երի հաշէիք ա՛հ համար 
ասացված են < քք) ե (10) րւոնաձեերր, կախված ոիստեմի հիմնատակի տա

տանման .Հօ(/) Օրենքից։
Ստացված արդյունքները կարելի է կիրաոել նաե ա յն դեպրի համար, 

^1’1՛ էվէոէոեմի վրա ազդում են (Ji1 2 3 4 5 6' հորիզոնական ոէ<!եր, f! աոո աների կենու- 
րոնաէրէան տեզերւո մ: Նշված զեւզրի համար, ուոազված րանաձե ե՜րի մեջ 
հարկավոր Լ միա)ն կաաարե, tn ի ւզի ու ե զ ա դ րո ւ if:
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