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Расчет магнитного поля постоянного тока в присутствии ферро
магнитных тел представляет собой расчет поля в неоднородной и 
нелинейной среде. При этом, используемые методы решения и полу
ченные формулы, благодаря формальному математическому подобию 
могут быть использованы в ряде других областей математической 
физики. Расчет поля рассеивания обмоток электрических машин, 
электродинамических сил, действующих на токоносители электриче
ских машин и аппаратов, тесно связан с этим вопросом; с ним связа
ны также электроразведка, расчет заземлений экранирующего дей
ствия ферромагнитных масс и т. д.

Вопрос учета насыщения стали до настоящего времени почти не 
разработан, хотя он имеет большой практический и теоретический 
интерес. В качестве первого приближения для учета насыщения ста
ли и для оценки влияния этого насыщения на распределение магнит
ного поля, магнитная проницаемость стали принимается конечной ве
личины. Однако, расчет магнитного поля при конечных значениях 
магнитных проницаемостей сред для многих задач представляет зна
чительные трудности.

В настоящей работе мы рассматриваем плоскопараллельные поля 
и ограничиваемся случаем, когда границей между двумя областями с 
различными магнитными проницаемостями является произвольный дву
гранный угол. Линейный проводник с током расположен в одной из 
областей,параллельно ребру этого угла. Такая задача наиболее часто 
встречается на практике и, насколько нам известно, до настоящего 
времени не имеет общего решения доведенного до более или менее 
простой формы для инженерного пользования.

Как известно, влияние различных магнитных проницаемостей от
дельных областей на магнитное поле тока можно учесть фиктивны
ми „магнитными зарядами14, определенным образом распределенными 
на границе раздела сред [1, 2]. При этом, среду можно принять од
нородной с магнитной проницаемостью той области, в которой распо-
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ложен ток*,  а влияние второй среды с иной магнитной проницае
мостью можно заменить равноценным влиянием „магнитных зарядов*,  
расположенных на границе раздела сред.

* Магнитную проницаемость принятой однородно!'։ среды можно взять произ
вольно, однако удобнее ее брать равной магнитной проницаемости области, н кото 
рой расположен ток.

Функция магнитного потока во всех точках обеих областей 
должна удовлетворить уравнению Лапласа, за исключением точки 
расположения тока и в бесконечно удаленной точке, где она должна 
иметь логарифмическую особенность. Эту функцию можно предста
вить как сумму двух функций магнитного потока, одна из которых 
обусловлена током, а другая фиктивными „магнитными зарядами" 
Частные производные указанных функций по выбранным направлениям 
представляют соответствующие составляющие напряженности магнит
ного поля. Общее поле, как в первой, так и во второй областях на- ' 
ходится наложением поля обусловленного током и поля обусловлен
ного „магнитными зарядами". Любое распределение указанных „заря
дов" совместно с током удовлетворяет условиям задачи во всей об
ласти за исключением граничных условий, которые удовлетворяются 
лишь при одном единственном распределении этих „зарядов". Сле
довательно такое распределение „магнитных зарядов" по границе . 
раздела сред, которое удовлетворяет граничным условиям, обеспе
чивает все условия поставленной задачи и является решением этой 
задачи. Такое решение получено в [3]. Оно дает возможность до
вольно просто определить нормальную составляющую напряжен
ности магнитного поля на границе раздела сред и позволяет иссле- 1 
довать влияние изменения магнитных проницаемостей на напря
женность магнитного поля для различных углов. Однако при расчете 
напряженности магнитного поля в остальных точках среды и при оп
ределении электродинамических усилий действующих на проводник 
с током, приходится сталкиваться с весьма трудоемкими и трудными 
математическими вычислениями. Поэтому представляет интерес ра
счет в общей форме непосредственно самой напряженности магнитно
го поля.

Ниже приводим основные этапы вывода формул расчета напря
женности магнитного поля и их окончательные результаты для обще
го случая, когда границей между областями различных магнитных 
проницаемостей является произвольный двугранный угол, составляю
щий с ~ рациональное отношение.

Пусть произвольный угол ЛОВ представляет в поперечном раз
резе след границы раздела между первой и второй областями, кото
рые имеют различные, но конечные магнитные проницаемости и 
В одной из этих областей расположен линейный проводник с током 
в точке, модуль которой обозначен через а, а аргумент через 7. Мо
дуль и аргумент произвольной точки, в которой желаем определить 
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значение поля,обозначим соответственно через г и « (рис. 1). Поверх
ностная плотность введенных фиктивных „магнитных зарядов*  обо
значены на грани ОА через а на грани ОВ через а2. Тогда состав
ляющие напряженности магнитного поля обусловленного этими „заря
дами*  выражаются следующими формулами:

угловая составляющая

г । а ! _ sin (? ?р) (__
2-рц J r՜ - 2г<?р cos — срр! s/j 

о
радиальная составляющая

СК
HrlZ//)== 1 . С-p (r֊SpCQS ?֊'■?;>!) ds,, (9

J № — 2rsp cos I® — yPl 4- Sp 
о

Здесь ;iy — магнитная проницаемость той среды, в которой рас-
положен ток. Индекс р показывает 
ны к одной из граней. Величины, 
относящиеся к грани ОА, отме
чаются единицей (р = 1), а отно
сящиеся к грани ОВ — двойкой 
|/7=2). Таким образом радиальная 
и угловая составляющие напря
женности состоят из двух слагае
мых, каждое из которых обусловле
но „зарядами1*,  расположенными на 
одной из граней угла. Как отмеча
лось выше в [3] найдены значения 
этих „зарядов1*,  однако, их непо
средственная подстановка в форму
лы (1) и (2) не дает возможности 
общем виде.

принадлежность данной величи-

Рис. 1.

решить приведенный интеграл в

Для нахождения значений вышеуказанных составляющих напря
женности магнитного поля применяем метод, подробно изложенный 
в |1] гл. XIV. Сущность указанного метода заключается в введении 
преобразованных функций от искомых, умножением последних на 
и интегрированием по г в пределах от нуля до бесконечности. Здесь 
՝•» представляет комплексную величину, отвечающую определенным 
требованиям, рассмотренным в цитированной работе. В результате, 
преобразованные функции от составляющих напряженности поля вы
ражаются алгебраически через преобразованные функции от „магнит
ных зарядов1*,  значения которых найдены в |3| и могут быть подстав
лены в готовом виде.

В целях определения составляющих напряженности магнитного 
поля при помощи их преобразованных функций, к последним приме
няем обратное преобразование Римана-Меллина. Для этой цели ука
занные функции удалось привести к форме, позволяющей получить 
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ответ в удобном виде. При обратном преобразовании получаются ин
тегралы, решаемые как суммы вычетов от функций, полюсами кото
рых на комплексной поверхности у являются корни следующих урав
нений:

sin«v = 0; i3)

sin2irv — a2sin2 (к — й) v =г 0; (4)

а = lx2 — Pi , 
J12 ч- Pj

где Й—величина меньшего угла раздела сред. Корнями уравнения (3| 
очевидно я вл я ю ге я.

v = ± q; (q = 0; 1; 2; 3...) 15)
Подробное рассмотрение показало, что корнями уравнения (4) 

являются величины:
v — ± mq\

(7 = 0; 1; 2; 3...); (6)
v = + mq +

где т определяется из правильной дроби

" 1 ֊ - -՛ 
т -

а о,, являются основными корнями уравнения

Число основных корней этого уравнения равно
/г = гп — 1 (9)

а величина этих корней находится в пределах

0<8,< —• (10)
9

Например, при 2 — — числитель
2

правильной дроби (7) равен

единице, а знаменатель равен двум. Следовательно число основных 
корней будет равно единице, а величина его должна находиться в 
пределах от пуля до единицы. Эту величину можно рассчитать ана
литически. На рис. 2 для наглядности приведено ее графическое опре
деление. Рассмотренные выше корни оказались простыми полюсами 
функций, находящихся под знаком вычетов.

Отметим, что введение соотношений (7) — (10) оказалось пло
дотворным, так как дало возможность выразить количество и величи
ны основных корней через величину угла раздела областей и значе
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решение поставленной зада- 
удобных для инженерного

Рис. 2.

х различных методов для

ния параметров среды. А это позволило 
чи довести до сравнительно простых и 
пользования общих расчетных формул, 
приводимых ниже.

С другой стороны в [4], при об
щем решении задач посредством обоб
щенного метода изображений |5|, яв
ляющихся частным случаем рассматри
ваемой, когда магнитная проницаемость 
одной из сред бесконечно большая, бы
ло введено соотношение (1) подобное 
приведенному здесь (7). Это соотноше
ние дает простейшую связь между ве
личиной угла раздела областей, числом 
римановых поверхностей и числом па 
нем расположенных изображений, даю
щих решение задачи (подробно это из
ложено в [4 и 5|).

Таким образом, при применении дв 
получения общих решений были применены аналогичные соотноше
ния. Причем при применении одного метода это соотношение связы
вает величину угла раздела областей с числом римановых поверх
ностей и изображений, а при применении другого метода с числом и 
величиной основных корней, являющихся полюсами функций, посред
ством которых решается задача. Это обстоятельство, а также вид 
формул, полученных в настоящей работе говорит о том, что приме
ненный метод и обобщенный метод изображений имеют внутренную 
общность, заключающуюся в связи числа римановых поверхностей 
и изображений с числом и величиной основных корней. Отсюда 
можно предположить, что метод изображений, являющийся наибо
лее простым и наглядным, применим и для наиболее общего случая 
конечных значений магнитных проницаемостей сред. Этот вопрос 
нами будет рассмотрен в отдельной работе.

Ниже приводим общие формулы расчета составляющих напря
женности магнитного поля.

Для области, где расположен ток: 
радиальная составляющая

, / • а ( „ Г ( т , \ С., _֊ . , С'Нг (г. ф) = — —֊ — ± ал ■ ֊4 4- (т ± п) • ~ —
2~Г | [ \ а I С4 С5 

' Cj-sin^K ( — 1 )'7'+”.C8-sin? (т—Ък)_

. . C.-sin(7—ср) 4֊ Сн sin (т—ср]( т — оЛ.)] 1 .4֊ sign (a) sign (3Л) • —-----——2—5---- ֊-----—-------- ֊ ; (Hi
^4 J '
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угловая составляющая

+ sign (a).sign (8,) Cu.-cosfr-?)+C1,COS(7+?)(m-M |
с*  . I

Для смежной области: 
радиальная составляющая

(12)

Sian (a) • sign В*-)  ci3-sin W 4֊ (~ l)w-C8-sin тД т - М 
G

угловая составляющая

H.ir, ?) = -֊—(1 +a).lcj —4-Л--М + 
2rr Г U С, С, I

т-= 1
I V' р Gl'G? 4՜ ( 1) 'Gs’Gs+ -,< [ с, 

к-\
, , . . Cu cos - f] 6А- ֊{֊ (— 1 )'"-C1,-cos ri im — oJ I

- Sign (aI-sign IGJ 11 ----C՜^---------~ I (141

где G = 2 о ; C2 = pw-sin(T —C3 = p"'-sin(7+ <р)/я;m~ — w

Ct «= 1 —2p"' • cos (7 — ?))•/« 4- p՜"1; G = 1 —2p"'cos (7 4- m + p'm;

c; +₽’«-֊“•; c, = n"’

G, = 1 p"'cos(7—<p)/n; C10= 1 p'" cos (7 4՜ ?) fn\
r՝ _ r^՛ 2m- iK m -Ък m + Ьк Zk , 2m + «8си —P — P - ci2 = P — P ; Чз = Р 4p ;
C14 = sin (7 4՜? — C15 = sin (7 4֊ <p—т — 2)(n? — 6V);

n sin — ivoA.
Ge =----- T----- ’ Cj’ = cos (7 4֊ ? ֊ - — 2) ЗдЯг



Расчет магнитного поля тока 23

С18 = СОБ (т + <Р —~ — й) (т. — ок).

. . п Л о п . о * п. .Ак — 51 п 2~оА- — а՜ — 51П 2՞ оЛ- 
т т

, а .51^п (а) = — >.
И

а Р = — , 
г

представляет магнитную проницаемость области занимающей 
меньший из двух смежных углов.
Если ток расположен в меньшем из углов, то надо брать верх

ние знаки и подставить значения

5 = т + ? — 2;
7) = 7 — ф 4-

Если гок расположен в большем из углов, то надо брать ниж
ние знаки и подставить

£ = 2г + 2 — 7 — ф;
7] = 7 - <р — я.

Нетрудно показать в общем виде, что полученное решение удов
летворяет всем условиям поставленной задачи в том числе и гранич
ным .

При бесконечно большой магнитной проницаемости одной из 
сред приведенные формулы принимают вид точно совпадающей с ре
шением, полученным при помощи обобщенного метода изображений 
В 14].

В случае, когда угол раздела равен к, приведенные формулы при
нимают вид решения приведенного в [6] для задачи, когда гранича
щие среды являются примыкающими полупространствами.

Таким образом полученное решение совпадает со всеми извест
ными решениями, полученными другими способами для задач, яв
ляющихся частными случаями наиболее общей задачи, решенной в 
данной работе.

Итак, приведенное общее решение поставленной задачи, дове
денной до формул инженерного пользования дает возможность глегко 
определить напряженность магнитного поля, обусловленного током, в 
любой точке двух граничных областей, при любых значениях их 
магнитных проницаемостей, когда границей между этими областями 
является угол любой величины, находящийся с ~ в рациональном от
ношении. Это решение дает также возможность получить простые 
формулы для электродинамических сил, воздействующих на провод
ник с током, обусловливающим рассматриваемое поле.
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Очевидно, что указанные формулы пригодны для расчета и в то 
случае, когда поле обусловливается не одним, а несколькими линей 
ными токами. В этом случае поле находится наложением, которо 
возможно применить, так как задача решена при предположении не 
зависимости параметров среды от величины поля.
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Ա. 1Г. Ա0ԱՔԵԼ81ԷՆ

ՀԱՍՏԱՏՈՒՆ ՀՈՍԱՆՔՈՎ ՊԱՅՄԱՆԱՎՈՐՎԱԾ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԻ 
ՀԱՇՎԱՐԿԸ ԱՆ ՀԱՄԱՍԵՌ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ

Ս. մ փ ո փ ո ւ լք

հաստատուն հոսանքով պա լմ անավո րված մազն իս ական դաշտի հա շվար- 
!յր ան համասե ո մ իջավաւրում ներկալադնում Լ զգալի տեսական և կիրաոէս- 
կան հետա քրքրու թ լո ւն։ Սակայն, երր միջավայրի աոանձին մասերի մ ազնի֊ 
սական իժ ա վ։ տն ց ե լի ։։ լ իժ լո ւննե ր ը տարրեր և վերջավոր արմ ե քներ ունեն, ալդ 
հաշվարկը կապված է զգալի դմվարուիժ լուննե րի հետ:

Ներկա աշխատանքում մենք դիտարկում ենք հաստատուն հոսանքով 
պա յմանաւիո րված հարթ-ւլուգահեոալին մ ազնիս ակտն դաշտեր անհամասեո 
միջավա լրում, որը բաղկացած է երկու տարրեր ու վերջավոր մս։ զնիսական 
թ ա։իան ցե լի ո ։. իժ լո ւն ունեցող մասերից, երր ա լդ մասերը րամ անոդ սահմւս- 
նր իրենից ներկսլլացնում է կամավոր երկնիստ անկլուն:

Այդ պրակտիկալամ հանդիպում կ բավական հաճախ, ե որքան
մեգ հալտնի է, մինչե այժմ չի տրւիած րնդհտնու ր լուծում, որր հասցված լի֊ 
նի շատ թե քիչ պարզ բանաձևի ինմեներական օգտագործման համար։ Լու- 
ծումր իրս։ գործում ենք ֆիկտիվ «մ ա զն ի ս ական լի ց քեր ի» օդն ա թ լա մր, որոնք 
որոշակի կերպով րաշիսվում են տարբեր մ ա զն ի ս ա կան թափանցելիություն 
ունեցող մասերը րամ անոդ սահմանների վրա։ Մազնիսական դաշտը որոշվում 
է վերոհիշյալ « մազն ի։։ական լիցքերով» և հոսանքով պա լմանս։ վո րված դաշ
տերի վերադրումով ենիժադր ու թլամր, որ նրանք գտնվում են համասեո մի֊ 
ոավալրում։ Այդպիսի լուծումը բտվարարում է ղրված իսնդրի բոլոր պա լման
ներին։

«Մագնիսական էիք].րևրր^ և մագնիսական դաշտի լարվածս։ թլան բազա֊ 
դրիչները որոշող ինտեղրալ հավասարումների սիստեմի լուծման համար 
օղտազ ործում ենք ալդ էիցքևրր և րս։ղադրիչները որոշող ֆունկցիաների 
ձևաւիո իսուիժ/ունր։ Ըստ որում ստ։ս գվում է հանրահաշվական հավասա
րումների սիստեմ , որտեղից հեշտ կարելի է գտնել ձև ափոխված ֆունկցիա
ների ս։ րմ ե քնե ր ը։ Ալս վերջիններից /)' ի մ ան ֊ (։ վ ա ր ց ի հակադարձ ձև ։։։ վ։ո ի։ո։- 
իժ լան օզնուիժ լամբ ս սլացվում են սկզբնական ֆունկգի ս։ներր , կոմպլե քս ւոի֊ 
բույթում ինտեգրալ տեսքով, որոնք հաշվում ենք մնացքների։ օզնուիժ լամբ։
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Կատարված հեաա դոտուիմ լունը Э"‘1Ц է տալիս, որ ենթին տե գրա չ 
ֆունկցիաների բևեոնե րր բաշխվում են հետև լալ կե րպո վ Ղ) — + 171 վ ՜ 
i (վ — որտեղ Щ և 0Л կաիւված են միջավա/րի տարրեր մասե
րի մագնիսական թավւանցելիուիքլունների աըմեքնեըից և ալդ մասերը բտ
ման ոգ երկնիստ անկլան մեծուիմլո ւնի ց ։

'Լերոհիշլւ/ւլի շնորհիվ հաջողվում է ստանալ ընդհանուր տեսքով համե
մատաբար պարդ բանաձևեր, որոնք քժուլլ են տալիս հաչվել մագնիսական 
դաշտի լաըվածոլ [dլան բաղադրիչները նշված անհամ ասեււ միջավալրի ցան
կացած կետում , երբ նրա աոանձին մասերի մ'ա գն ի и ա կ ան թ աւիտն ցե լի ո ւ- 
թունները և սահման հ անդի и ա ց ո ղ և ըկնիստ անկլունը ունեն ցանկացած մե~ 
ծոլ թլուններ:
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