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СIРОИТЕЛЬ НА Я МЕХ АНИ КЛ

А. Г. НАЗАРОВ

О МЕХАНИЧЕСКОМ ПОДОБИИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ И ЕГО 
ПРИМЕНЕНИИ К ИССЛЕДОВАНИЮ СТРОИТЕЛЬНЫХ 

КОНСТРУКЦИЙ И СЕЙСМОСТОЙКОСТИ СООРУЖЕНИЙ

Сообщение 4

В статы приводятся некоторые дополнительные тнныс к сооб­
щению 3 |1н[.

1. Распространение механических возмущений 
в подобных телах

Рассмотрим простейший случай, когда подобные тела А и А*  
упруги, однородны и изотропны Пусть в какой-либо точке b тела А 
был дан импульс. В результате из точки b распространяются во все 
стороны волновые возмущения з виде продольных и поперечных 
волн. Скорости распространения волн, продольных <т։ и поперечных 
а», как известно, определяются формулами

й=-| f <։>

Через некоторые промежутки времени Д/։ и ±tz продольная и попе­
речная волны из точки в достигнут точки с [рис. 1а|.

Если расстояние между точками bur. обозначить через /, то 
соответственно получим

Ч = — ы,- 1 ■ (2)

Рассмотрим теперь тело А' со сходственными точками // и с' 
[рис. 1б|.

Расстояние между этими точками есть

Скорости продольных и поперечных волн для этого случая со­
ответственно равны |1а|:
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Сходственные отрезки времен Д/՝։ и Дб, по истечении которых про­
дольные и поперечные волны перенесут 
точку с', равны:

возмущение из точки Ь' в

Д6 = Ш2.
(4)

Как и следовало ожидать, времена пробегов волновых возму­
щений на сходственных отрезках Ьс и Ь'с' тел А и .4' подчиняются 
масштабу времен.

Условия (4) сохраняются для общего случая подобия телА и А', 
причем при деформациях за пределами упругости должны быть

подобраны величины 
импульсов, обеспечи­
вающие динамическое 
подобие в соответствии 
со следствием 11 тео­
ремы 4 [16].

Скорость распро­
странения волновых 
возмущений и ско­
рбеть перемещения ча­
стиц хотя и имеют оди­
наковые размерности, 
но обладают различ­

ными множителями подобия. Множитель подобия для скорости ра­
спространения волновых возмущений равен на основании (3 , а также 
теоремы 4 |1в|

— = Й2 — ч / _£. = _±,

а множитель подобия для скоростей частиц тел А и А' на основании 
следствия 5 теоремы 4 равен

е/к/ йи՝ «7 
& * сП > (6)

Из сопоставления (5) и (6; следует, «Чего для скоростей частиц и 
скоростей распространения сейсмических волн множители подобия 
могут быть одинаковыми лишь при у — 1’. Здесь мы имеем новый 
пример того, что различные физические величины, имеющие одина­
ковую размерность, могут обладать различными величинами множи­
телей подобия. Вновь наглядно проступает ограниченность средств 
анализа размерностей, на что неоднократно указывал М. В. Кирни- 
чсв. В силу того, что скорости и а2 распространения волновых



О механическом подобии твердых тел 5

_ (Емвозмущений и скорости перемещения частиц имеют одинаковую

.. сАг» .. Люразмерность, отвлеченные отношения М1 = — : а, и Л12 — — : а2 
сП сП

(числа Маха) должны быть, по требованию анализа размерностей, 
одинаковыми для тел Л и /V для обеспечения подобия их состоянии 
при динамических процессах. Выше же было установлено что раз­
личие в величинах чисел Маха не может послужить препятствием 
для обеспечения подобия*.

• Здесь мы не исследуем случай, когда числа Маха близки к 1 или больше I. 
так как они выходят за пределы наших интересов.

Для иллюстрации сказанного рассмотрим конкретный пример. 
Уравнение для описания распространения продольных колебании в уп­
ругом брусе Л с постоянным поперечным сечением выражается сле­
дующим образом:

д2ю , — = а' — . 
д? 1 дх*

где по-прежнему

Для бруса А' соответственно имеем:

д*ю г , о’а/ Е'------ = а. -------• а - — —
дГг 1 дх՛՝ ₽'

Имея в виду, что

Л/ ау дхю _ ау
дГ՝ ~ Т ’ дх՛՝ ~ л*  дх*

—- а*  
1*

(7)

(8)

(9)

установим из (8) уже известное нам условие подобия в отношении 
масштаба времен

(Ю)

При упруго-пластических деформациях величина а- становится пере­
менной, подчиняющейся различным закономерностям в зависимости 
от того загружается стержень в заданном поперечном сечении или, 
наоборот, разгружается.

Известно, что при этом возникают волны разгрузки (Рахматулин 
X. А. |2, 3|). Нетрудно иллюстрировать, что условия динамического 
подобия тел А и Л1 обеспечиваются при различных числах Маха и в 
этом случае.
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2. Развитие трещин в подобных телах при 
динамических процессах

В следствии 2 к теореме 4 [1в| было указано, что динамическое 
подобие тел А и Д’ сохраняется и в стадии трещинообразовання. Ос­
тановимся подробнее на этом вопросе В процессе развития и раскры­
тия трещин условии теоремы 4 не накладывают никаких ограничений 
на условия теоремы 3. так как дополнительно действующие силы 
инерции ничем нс отличаются от объемных сил теоремы 3 |1б]. 
Поэтому остается рассмотреть случай замыкания трещин » про­
цессе колебании, так как при этом возможны соударения берегов тре­
щин с некоторой конечной скоростью Для сохранения условий’подо­
бия необходимо, на основании следствия 12 теоремы 1 |1в|. чтобы 
относительная скорость v соударения берегов трещим теля А и от­
носительная скорость г’ соударения берегов трещин тела А*  подчи­
нялись условию

(II) 
С

Легко проверить, что это условие выполняется. Действительно, 
согласно теореме 3. ширины раскрытия трещин Д/ и А/*  тел А и А' 
подчиняются условию

А/' = ауА/.

Скорость изменения ширины трещин и является относительной 
скоростью перемещения берегов трещины.

Следовательно

Имея в виду, что Г =мы непосредственно убеждаемся в 
справедливости ’11).

Итак, действительно имеет место динамическое подобие, если 
удовлетворяются условия теоремы 3.

Здесь, конечно, мы исходили нз той предпосылки, что механи­
ческое подобие тел А и А’ удовлетворяеся до мельчайших подроб­
ностей, чего нз практике трудно достичь. /

Возможно, что при некоторых силовых состояниях, даже при 
нёзначи ельном различии в подобии тел А н А', будет иметь место 
значите, ьное различие в расположении и в ширинах раскрытия трещин, 
не говоря уже о том, что какой-либо случайно отколовшийся кусок 
в зоне трещины может заклиниться и исказить картину распределе­
ния сил и деформаций. Все же сторона вопроса, заключающаяся в том. 
что принципиально возможно осуществлять динамическое подобие в 
стадии трещинообразовання. крайне важна. Она показывает, что при 
строгом соблюдении условий подобия тел А и А*  подобие их состоя­
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ний может быть выдержано и что при соблюдении определенных 
предосторожностей при моделировании мы сможем получить некото­
рую пли даже достаточно достоверную информацию о поведении 
натуры по данным динамического испытания модели до стадии раз­
рушения. Эта возможность особенно ценна для изучения поведения 
каменных зданий при землетрясениях путем испытания их моделей-

3. Частные случаи динамического подобия

11 Случай простого подобия. Простое подобие характеризуется 
условиями 3 — * I ]1а). Это означает, что R сходственных
точках тел .1 и Л‘ механические свойства материала подобных тел 
совпадают.

В этом случае, на основании приведенных в сообщениях 1, 2 и 
3 теорем и следствий из них следует, что в сходственных точках тел 
Л и А' имеют место:

I) для деформаций е' - е:
2) для распределенных сил и напряжений'У о:
3) для упругих постоянных Е' = 0՛ = О, < = р;
4) для сосредоточенных сил Р' = аР;*

5) для объемных сил /\' — — /V; 
а

6) для времен ? =
7) для перемещений V)՛ ада;
8) для раскрытия трещин Д/'=аД/;
л» „ с1<£՝' (1109) для скоростей ;

, &№՛ 1 (Рю10) для ускорении

Таковы основные соотношения между механическими величинами 
и случае простого подобия.

'Условием, наиболее трудным для моделирования, является об­
ратная пропорциональность объемных сил линейным размерам тел. 
Чем меньше размеры тела, тем больше должны быть объемные силы.

Учитывая, что плотности тел в сходственных точках одинаковы, 
следует, в частности, что для моделирования собственного веса мо­
дели А' ускорение силы тяжести должно быть в согласии с пунк­
том (10)

£г==— ё- (12)
а

Если напряжениями от собственного веса можно пренебречь, то 
моделирование ня основе простого подобия весьма просто. Необхо­
димо лишь предъявлять повышенные требования к измерительной 
технике, так как перемещения для моделей будут меньше, чем для 
оригинала, в а раз.
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Для измерения деформаций также должна быть более чувстви­
тельная аппаратура. Несмотря на то, что деформации в модели и 
оригинале одинаковы, точность тензометрических измерений для мо­
дели должна быть большей.

Действительно, в принципе базы тензометром / и Г для тел Д 
и А1 также должны подчиняться условию Г = а/ для обеспечения 
получения относительных деформаций в одинаковой степени осред­
нения.

Если объемные силы, в основном силы тяжести, велики и ими 
пренебречь нельзя, то необходимо модели сообщить искусственным 
путем ускорения, в соответствии с условием (10). Для этой цели, в 
частности, используют центрифугу (4, 5).

Можно, однако, в некоторых случаях объемные силы заменить 
приближенно поверхностными силами путем пригрузки посредством 
тяжей, определенным путем занапряженных. Например, для зданий 
такие компенсирующие усилия могут быть приложены к уровням 
междуэтажных перекрытий. Конструкция тяжей должна быть такова, 
чтобы не стеснять перемещения модели в требуемом направлении, 
то есть не накладывать в этом направлении дополнительных связей.

Уже начиная с двухэтажных зданий, такая замена должна при­
водить к удовлетворительным результатам. Известно, что при дина­
мических расчетах зданий, без большого ущерба для точности, сплош­
ную инерционную нагрузку заменяют сосредоточенными, приложен­
ными в уровнях междуэтажных перекрытий.

2) Случай равенства ускорений Оля подобных тел. В связи с 
трудностями моделирования объемных сил интересно установить ту 
область расширенного подобия, при которой ускорения для тел .4 и 
А' сохраняются одинаковыми. В этом случае ускорения силы тяжести 
для модели и оригинала также остаются одинаковыми, что приводит 
к облегчению эксперимента.

Исходя из условия равенства ускорений для тел А и А', полу­
чаем :

Л'*  ’ ар Г-

Следовательно, масштаб времен должен удовлетворять условию

(1Я)

Отсюда, на основании <10). должно иметь место
г £ = (13)

Приведем сводку основных механических величин для тел А и 
/V при условии выполнения требования о равенстве ускорений для 
них:

1) для деформаций — уе;
2) для распределенных сил и напряжений з' = %3с;
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Г~г г֊ г֊-1 '*' и г3) для упругих постоянных Е = ֊ Е, С = — С1, и. ֊ у;
7 7

4) для сосредоточенных сил Р' = а3оР;
5) для объемных сил К' о/<;
6) для времен /' = ;/ — /от"/;
7) для перемещений ю' = а-^гсг — <г^-,
8) для раскрытия трещин Д/' = гД/;

9) для скоростей =

сРю . .Ю) для ускорении (по условию).

При больших деформациях и перемещениях ;• следует принять 
ранной единице.

В заключение следует указать, что в некоторых работах косвен­
но вводится множитель подобия у (см., например, Гудиэр |6|). Отме­
тим, что систематического исследования роли этого множителя, уста­
новления его связи с другими множителями подобия, определения ме­
ханического подобия твердых деформируемых тел и основанных на 
этом формулировок расширенных условий подобия статических и ди­
намических процессов, вплоть до стадии разрушения, мы не встреча­
ли в литературе.

Институт стройматериалов и сооружений
Министерства строительства Армянской ССР Поступило 5 III 1958

II. Դ. ՆԱ9.11ՐՈՎ

ՊԻՆԴ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ՄԵԽԱՆԻԿԱԿԱՆ ՆՄԱՆՈՒԹՅԱՆ ԵՎ ՇԻՆԱՐԱՐԱԿԱՆ 
ԿՈՆՍՏՐՈՒԿՑԻԱՆԵՐԻ ՈՒ ԿԱՌՈՒՑՎԱԾՔՆԵՐԻ ՍԵՅՍՄԱԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 

ՄԵՋ ՆՐԱ ԿԻՐԱՌՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Լ <պորւ) էպբությու ն ■/

Ա մ փ ո փ II I մ

Հոդվածում բերված են երրորդ հադո լպ աւլրււ լիք րոնր վե րա րև րորյ լրացա֊ 
ցիչ տվրոՀսեր։

Նման մարմիններում մեիւանիէլսւկան զ|պոմէսճ ւուսոէսծ ումր: Դիտվում 
Լ մի պարզ դեպք, երր ,4 ե .4՜ նման մարմինները արւաձդական են, միա­
տարր ե իղոտրոպ։ Սու աջին մս/րւքէւի /1 ի որևէ կետում իմպուլս կ տրվածէ 
Նրանում աոաջացսէւ բնդեր՚լալնւււկան ե ընդլայնական ալիքների տարածման 
արադա իք րււ.նն1ւ րր կորոշվեն հա մ ա պա ու ա ո իր ան ա ր ա ր (7^ բանաձևով, հետևա­
բար և ալիքների մի կետից մինչև մ քուս կետի անցման ժամանակամիջոց­
ները կա րտահէէէրովեն բանաձևով ։ // /ուււ /1՜ մ ար՛մ)։ ի նման կետից դուրս 
եկող րնրյերկտլնակտն և րնզ[աի։ական ալիքների արադա թրսնր և զրտնց 
անցման մ ամանակը հևշտւրւթլամր հաչվվամ Լ ելնելով մարմինների նմա­
նուիք լան պարքանից։ 11ս։ացվամ ի, որ /4 /< .4' մարմիննևրի նման տերլա֊ 
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կտոյւներում դրդոման ‘ՈԼիյփ տարածման մ ամանտկամիջո ցներր ենթարկվում 
հն մ սւմ անւոկի մասշտաբին։

Այս (4) սլա jifււՀհ ր ում ի մեգ Հ՜ tflini if նման մարմինների ամենարնդ- 
հւոնուլւ դե պ րերի համար , միայն պար1 անով. որ նրանց վ["“ ադդոդ իմպուլս­
ների մեծությունդ ընտրելիս նկատի առնվի դրանց դինա միկական նմանու­
թյունը։

Աոռէձդտկան ձռդի սրինակի •[(>’" ։ք/,,//.7 է տրված, որ Ա ախի թ վի մեծու­
թյունների տարրեր լինեյր >ի կարոդ խանդարիչ պսււոճաո. հանդիսանալ 
նմ՛անութլան պայմանը ապահովելէս համարէ

ճաքերի (յուրրլւսցում՚ը GifiuG մ՚արմիliGbpm if դի1'ւամիկակսւն պրոցեսների 
dlUlluiGlulp նախորդ աշիւաtn անըու մ ցույց է՜ր տրված) որ ե /V մարմին­
ների համար դինամիկական նմանությունը պահպանվու մ է և վերջիններումս 
ճար առաջանալու դեսլրւոմ: Չվերադառնալով նախորդ աջխաաանրի 3 և 4 
թեորեմների կրկնէէ դո է թ քան ր, ա քո սւե դ մ ան ր ամասն կանդ է, առնված մարմնում 
ուրդեն աո ուշացած ճարի փակման կամ ճարի երկու, ափերի իրար '■•եա փոխ­
հարվածման (որևէ վերջնական արադութլամ ր) դեպըի պարզաբանման վրա: 
firn քց ե տրված, որ /4 մարմնի ճարի ափերի փոխհարվածման հարաբերական 
արադութքան և /T մարքէէւի նման ճարի ափերի փոխհարվածման հարաբերա­
կան արադութ րռն կապը ար tn ահ tn րովո ւ մ է ( 11) բանաձևով:

Դինամիկակ ։ifi նմանության մասն սկի դեպքեր: Գիտված է պարդ 
նմանութ լան դեպրի համար դեֆ ո րմ ա ց իա քի, լա րված ութ լան, ուրացության, 
արադաէյման , մ ամունակի , ծավ‘11 լա լին ումերի ե. աքխ մե խան իկակսւն մեծու­
թյունների հիմնական հա բա րե րո ւ թ քո ւննե րր է և ոնկրե ա ցուցումներ են տուսջ 
րաշված փորձարկոլւքէւերի մ ամանակ X ավէու1էսերի, որոշ դ եսյրերու մ ծավա­
լս) փն ումերի մ ակե րե սա քինով փոիւա րինելու և ուրիշ պայմանների կապակ- 
ցութլամ ր:

Այնուհետև դիտված է ՝1ւմւռն մարմինների համար ար ադացո ։ ւմէերի հա- 
tf ուսարո ւթյան դեպրը, որս^ւդ <ք ամանակի մաււշաարր պե in ր Լ բավարարի 
(14) պա լմանին, ի սև (10-ին) համապսւտաււ  (սուն պեաբ է տեդի ածւենա ( էծ) 
հավէսսարությունըէ Աքաււեդ նա քնսլեռ բերված է /\ Լ .4 մարմինների հիմ­
նական մեխանիկական մեծոէ թքու ննևրի ամփոփումը ելնելով /1 և /1 մար­
մինների առաջ դրված ա րադա ցոէէքնե րի հավաոարութ յան պա լմանից:
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