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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

А. Г. НАЗАРОВ

О МЕХАНИЧЕСКОМ ПОДОБИИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ И ЕГО 
ПРИМЕНЕНИИ К ИССЛЕДОВАНИЮ СТРОИТЕЛЬНЫХ 

КОНСТРУКЦИЙ И СЕЙСМОСТОЙКОСТИ СООРУЖЕНИЙ

С о о П щ с и и с 3 ,

В предыдущих сообщениях длно определение подобия твердых 
тел, а иноке изложены условия статического подобия по несущей 
способности, деформации и трещннообразоваиню |1|. В настоящем 
сообщении подробнее остана вливаемся на вопросах подобия состояний 
тел во времени. При выполнении условий подобия твердых тел А и 
А', а также условий основной теоремы и ее следствий, тела эти 
находятся в подобном состоянии в сходственные моменты времен 
г и 1' = г/. Мы рассмотрим ряд конкретных случаев, отвечающих 
условиям статического загружения. Это ограничение равносильно 
пренебрежению величинами сил инерции, что может быть допущено 
при достаточно медленном развитии деформации. В конце работы ос
тановимся на вопросах подобия динамических процессов.

1 Простейшие случаи подобных тел

Рассмотрим, например, подобие состояний упругих тел, подчи
няющихся закону Гука. Для этого случая множитель подобия tj .можно 
принять равным любой наперед заданной величине. Достаточно потре
бовать лишь, чтобы внешние нагрузки, прикладываемые к телам А и 
.4' изменялись во времени таким образом, чтобы в моменты / и V-т\1, 
они подчинялись условиям теоремы 1 и ее следствиям. Легко видеть, 
что при этом условии подобие состояний обеспечивается. В данном слу
чае выбор множителя подобия ч находится в полной зависимости от во
ли экспериментатора Множители подобия для скоростей и ускорений 
сходственных точек тел .4 и /V можно легко усыновить путем диф
ференцирования перемещения а»' = ауш |1|,

Э dw' «7 dw
dr' i} di

(О 
։•, (Fto

dt'c ֊ V di*
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Таким образом для скоростей перемещений множитель подобия ра-
ат ՛ а7вен — • а для ускорении

6 Т
Полученные выводы легко распространяются и на случай упру

го-пластических деформаций при условии, что параметры, связываю
щие деформации и напряжения, не меняются во времени и не Зависят 
от скорости загружения. (В этом читатель может убедиться непо
средственно, анализируя, например, уравнения Генки —А. А. Илью
шина |3|).

Необходимость соблюдения последнего условия опять-таки лег
ко иллюстрировать на примере упругих деформаций, когда упругие 
постоянные изменяются в функции от времени (явление старения). В 
этом случае, для обеспечения подобия состояний тел А и А', необхо
димо, чтобы модули упругости Е, в и /?, 6' для тел А и Д' в сход
ственные моменты времен /и Г = ц/ подчинялись условию:

3 с- ~ Э/л = -՛- л и о = — и,
7 7

причем, внешние нагрузки также должны быть сходственными в мо
менты времен / и Г = т/. В данном случае значение вполне опре
делено условиями старения тел А и А' и экспериментатор вынужден 
регулировать скорость изменения нагрузки таким образом, чтобы бы
ла соблюдена величина множителя подобия отвечающая старению 
тел. Таким образом R данном случае величина т) уже не зависит от 
произвола экспериментатора. Рассмотрим, например, растяжение по
добных брусьев А и А' под действием переменных осевых сил

□

У = Е’ • £*,

при Е, зависящем от /.
Для обеспечения подобия их состояний необходимо соблюдение 

следующих условий в моменты времен / и С = т/:

о*  = За,

8' = 75.
Для этого должно быть, чтобы в моменты времен / и Г =

Е' = е.
Т

Короче это можно записать так:

(2)

поскольку последнее выражение содержит условие V = т/. Здесь уже 
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множитель подобия т։ предопределен свойствами материала и экспери
ментатор вынужден принять для внешних нагрузок

= (0 и с

гот же множитель подобия для синхронизации изменения нагрузок 
с процессом старения тел.

2. Пластическое течение

Этот случай внешне представляет некоторое осложнение в силу 
неопределенности абсолютных величин смешений при заданном на
пряженном состоянии. Здесь мы ограничимся рассмотром пластическо
го течения, описываемого уравнениями Рекса при соблюдении усло
вий текучести Мизеса |‘2. 3|. Уравнения эти имеют следующую запись

</sx = •֊■ |rfs.v — •/4- rfo.)| 4- X (ax з)

(3)

^7.vv ~ ~ d'xy 4՜ 2ЛХЛ'У« 
(]

где
dF 

f՝ = />

d7'^]/ -||/(^—IW+ ••••!

7’=—L-|/(G.r —ov)։4------/4-6(4y 4-•••) ' (4)
I 6

где dex- • • «tffxy — приращения полных деформаций;
dtpx- • • — приращения пластических деформаций.
Имея в виду, что для тела Д' должно быть

с' = рз, z՛ = ՝(£, di — ids, Е' ֊ — Е, (./'= Ci и v' = v. (5) 
7 7

Найдем, что
р ~ 7^

Как видно, при этих условиях возможно обеспечивать подобие 
состояний тел А и Д', но при этом нельзя указать в какие моменты 
времен осуществляется это подобие От этой неопределенности можно 
освободиться, вводя вместо приращений деформаций скорости дефор-
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маций '~%Г՜ п’ соответственно .......... С-֊^~՝ В соответ-
(11 (И М М

ствин с этим, в приведенных выше уравнениях, вместо >• и должно 
х А Г
быть записано соответственно — и ֊ •

(11 М
Мы видим, что при условии Г - т/, где т( произвольно, можно 

обеспечить подобие состояний тел .4 и Д' при пластическом течении 
И в данном случае множитель подобия произволен, он зависит от 
вол и э кспе ри м ентатора.

Наглядной интерпретацией такого физического представления 
могут послужить два подобных штампа, вдавливаемых в пластически 
деформируемое полупространство в достаточном удалении друг от 
друга. Скорости погружения обоих штампов могуч быть выбранными 
произвольно при одинаковых напряженных состояниях под обоими 
штампами.

Если рассмотреть процесс загружения тел .4 и Д' в полном 
объеме, с учетом постепенного перехода о г чисто упругих деформа
ции к деформациям упруго-пластическим и, наконец, к пластическо
му течению, мы пилим неирёрычшучо возможное! ч> обеспечить подобие 
состояний тел Д и Д' при заданном экспериментатором множителе 
подобия т,. Случай простою подобия рассмотрен в |22].

3. Подобие состояний при упруго-ползучих деформациях 
(при отсутствии вязкого сопротивления)

Рассмотрим для примера такое тело в интерпретации II. X. Ару
тюняна |4]. Мы не будем выписывать полную систему уравнений, ха
рактеризующих механическое состояние этого тела. Для наших це
лен достаточно ограничиться рассмотром связи между напряжениями 
и деформациями для одноосного напряженного состояния:

(7)
о

где - продольная деформация вдоль оси л*  R момент /;
«х(/՜) — продольное напряжение вдоль осп х в момент /;
/:՝(О —модуль Юнга в момент /;

- — возраст тела:

Ш +СК.Т): («)

1 — упруго-мгновенная деформация;

С(/, -) деформация ползучести к моменту времени £ при 5(х)—1 
(мера ползучести).

Как следует ччз приведенных соотношений, мы имеем здесь су
щественное расширение теории наследственности Больцмана- Вольтер-
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рэ [5, 6, 12], так как допускается изменение параметров /: и С во 
времени (старение материала). Для тела А' соответственно следует 
записать

причем для обеспечения условий подобия тел А и Д', в соответствии 
с основной теоремой, должно соблюдаться требование

г = Т — ;3з, Е' ‘5 Е
•/ (Ю;

а моменты времен ։՛ = и при возрастах - и т^.
Учитывая, что операция интегрирования не может изменить мно’ 

житель подобия подинтегральной величины, мы приходим к заключе' 
нию, что последняя должна иметь гот же множитель подобия, что и 
' ՝՜ Т\'

Таким образом должно быть

=74» ^(7. 111)
\ т4 / д-. \ т, } (И

Учитывая 10) получим необходимое условие подобия 
32' —

Таким образом

(12)

С другой стороны на основании 8) для тела А' должно быть

«'= ‘; + С’. (13)
Г,

Подставляя сюда значения Т и Е' и имея в виду (8) получим

С'=-՛■£. (15)
3

С:ало бьпь таково должно быть соотношение между мерами 
ползучести тел ,1 и .V в сходственные моменты времен для обес
печения подобия состояний тел А и А' в соответствии с требо
ваниями (•сновной теоремы.

Здесь т( предопределено условиями старения тел А и А'.
В случае простого подобия ^ — 7- ^=1, меры ползучести для 

обоих тел. как и следовало ожидать, совладают.
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4. Условия подобия при вязком сопротивлении тел

При определении подобия тел мы исходили из той предпосылки, 
что механическое состояние тели в данный момент характеризуется 
некоторым соотношением между тензорами напряжений и деформа
ций |1|.'

’ = /•(«» -*■.  у» г. О» 0$)

причем вид функции Л зависит от всей предшествующей истории за- 
груження. Теперь это ограничение мы снимем. Положим теперь, что 
напряженное состояние связано не только с величиной деформации, 
но и со скоростью деформации в рассматриваемый момент Л

Примем, таким образом, что

’ = х. у, г, 0. (171
0.1

Про такого рола тела будем говорить, что они оказывают вяз
кое сопротивление движению. Для того, чтобы обеспечить подобие 
состояний тел А и Д', должно иметь место для тела А' следующее 
соотношение

£=/4£,*' :л.^.£,Г.£1. (|8)
В \ 1 (Ц’ 7 а а ат//

Это соотношение в самом общем виде дает условие подобия при на
личии вязкого сопротивления (если известно Л).

Допустим, для примера, что для тела А при осевом загруженнн 
имеет место условие |2]

» = £։ + и(^.у, 191
\а1 I

где р коэффициент вязкого сопротивления.
На основании (17, 18, 19) для тела Д' должно быть

7 ■£ 7+'(£)'(! Г
Введя обозначение

А" = 1 £. |1'=р р-к. (21}
1 \ Т /

.мы придем к соотношению между деформациями и напряжениями 
для тела Д'

= + (22)

Итак, для обеспечения подобия тел А и Д', тело Л՛ должно 
быть подчинено условиям (21) и (22).

Как видим, структура уравнений (19) и (22) для тел Д и Д'одн 
какова (условие инвариантности), что является необходимым, но не 
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достаточным условием подобия вообще. Параметры уравнений подоб
ных состояний, вообще говоря, должны удовлетворять дополнитель
ным требованиям типа (21).

Подставляя (21) в (22) мы снова вернемся, как и следовало ожи
дать, к соотношению (19). Здесь, как и прежде, не останавливаемся 
на способах установления подобия материалов тел Л и /V, выражае
мых соотношениями (17) и (18), что должно являться предметом спе
циальных исследований применительно к конкретным условиям.

Из соотношения (21) следует, что поскольку коэффициент вяз
кого сопротивления в' должен быть для конкретного тела /V зафик
сирован, то при заданных множителях подобия 3 и г. множитель по
добия для времен т( не может быть задан по произволу, он должен 
быть подчинен требованию

(2з> 
I н '

Положение усложняется, если в уравнение (19) введем фактор 
старения. В этом случае уже нет возможности подбирать т4 и выра
жение (23) указывает на необходимую связь между фиксированными 
числами, для обеспечения условий подобия для заданных материалов 
тел Л и Д'.

5. О подобии сложных механических сред

Полученные результаты позволяют легко устанавливать условия 
подобия для любых сред, рассматриваемых современной реологией 
Приведем несколько примеров.

1) Вязко-пластнческая среда (Бингам)

Закон деформации имеет вид (7, 8|

=± ,><_ (24
(11 и

при вещество не течет. Для подобного тела А' должно быть

= Л <3’ “ «' (25>
(11 р 

при условиях
У = (12, «о = €*  «3 у», V — И

(26)
. ?т< р = —р.

Г
Поскольку ц' фиксировано при выборе тела Л', масштаб времен 

должен быть подобран из условия

ч=4- - ■ (2?)
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2) Упруго-вязкая среда (Фохт)

Связь между напряжениями и деформациями выражается соотно
шением [9] 

/7=
О = (28)

(К
Пример этот является частным случаем (19) при п — 1.
Для тела А' имеет место

о- = £Ч' + ։Г^. (29)
ас

Соотношения между параметрами и множителями подобия удов- 
тетворяют условиям (26) и (27).

3) Релаксирующая среда (.Максвелл)

Закон деформации имеет вид [10| 
г/г | । 3
сН Е (И {I

Для тела /1 имеем соответственно 

№ \ йъ ,
сП' Е7 с1Г ’՛ <«.' ՛

Соотношения между параметрами тел А и /V и множителями 
подобия также удовлетворяют условиям (26) и (27).

(30)

(31)

4) Упруго-вязко-релаксврующая среда (Ишляискнй)

Тело, сочетающее свойства рассмотренных в примерах 2) и 3) 
может быть описано следующим уравнением (сохраняем обозначения 
А. 10. Ишлинского |Гф

+ Г* = Ь~71 + пЬ- (32)
сП м

Для тела .4' имеем соответственно

— ֊1_г'г/— I)' £1 _р (33)
М (1Е

Подставляя сюда значения
з = [За, г — уе, /' = Т|/

найдем
" ֊ + г'р -

<7/

Деля обе части равенства на

1 /X 4-у//'У£.
Ч сП

— получим

(1՜ , , у .,(Е , тч ,,,т։г а - — Ь - - - п'Ь г.
сП Ь сП 8

(34)
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Сопоставляя теперь (34) с (32) убеждаемся, что для обеспече
ния условий подобия должны иметь месчо

г'ц = Г. Ь' = Ь, И п’Ь՛ = пь. (35)

Сравнение последних двух равенств приводит к условию

т)/£'=Л. (36)
Таким образом значения г’. Ь' и п՛ для подобного тела .4' опре

делены.
При рассмотрении сложных сред, например, представленных вы

сокополимера ми |7]. механизм которых может ин териретироваться 
как последовательное или параллельное соединение элементов типа 1), 
2) и 3՝, мы можем устанавливать условия подобия точно таким же 
образом.

Простейшим примером такой сложной среды является уже рас
смотренная зд-.-сь среда примера 4).

В заключение необходимо отметить следующее. Во всех трех 
сообщениях, начиная с определения подобия тел. мы широко пользо
вались условием инвариантности аналитических выражений, отвечаю
щих подобным состояниям тел. и которое особенно наглядно пред
ставлено в преобразованиях (19, 20, 2 , 22 . Условие это является 
краеугольным камнем теории подобия и под него подведено Т. Л. 
Афанасьевой-Эренфест. М. В. Кирпичёвым и др. строгое математиче
ское обоснование 113. 14, 15]. Оно является необходимым, но недо
статочным для обеспечения подобия состояний систем А и .-Г. Мы 
считаем возможным подчеркнуть, что это условие может касаться не 
только размерных. но и безразмерных величин. II - теорема, в этом 
отношении, определенно может вносить излишнее стеснение, так- 
как такие безразмерные величины как относительная деформация £ 
ила юэ Ь ]> |д ։ ?лт температурного расширения а, (см. сообщ. 2). 
могут им .‘Го свэл множители подобия.

В теорем? I было сформулировано соотношение лишь между 
■основными физическим.I величинами для установления условий подо
бия состояний тел .4 в .4'. Всякая новая физическая величина, при
соединявшаяся вами к рассмотрению (температура, трение, вязкость 
и ар.) неизменно требовала применения условия инвариантности, ко
торое позволяло однозначно формулировать дополнительное условие 
подобия. В дальней леи остановимся на вопросах подобия динамиче
ских процессов*

• Эта часть работы была доложена и Риг։1 на сессии Института машиноведе
ния Академии наук Датпийской ССР в июне 1958 1.

6. Теорема 4 (о динамическом подобии)

Из теоремы 1 следует, в частности, что для обеспечения подо
бия состояний тел /1 и Д’ необходимо, чтобы объемные силы были со-
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единице объема тела А, рав

но добия состояний тел Л и Л'
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0
ответственно равны К и 1\ — -—/<[ 1а|. Силы инерции являются объем 

я
ними силами и потому они также
условию. Сила инерции, отнесенная к

а2ю , д?*®'на —р > а для тела А — о •

Следовательно, для обеспечения
должно быть выполнено условие

, сРУ р
₽ -Д*  = т^՛

С другой стороны на основании той же теоремы 1 следует, что 
должно быть та' — аута и С = т/.

Имея также в виду, что р' — о?, получим из (37)

•»
V *

или ____
т, = 3| / ։֊С. (38)

Таким образом постоянные а, у, и о должны быть связаны 
соотношением (38). Только в этом случае можно обеспечить динами
ческое подобие обеих тел.

Как было установлено выше, в общем случае, когда имеет место 
старение или вязкость, или то и другое вместе, значение масштаба 
времен т( вполне предопределено и его следует считать фиксирован
ным. Далее, поскольку параметры р, у и о фиксированы при заданных 
материалах тел Л и Л', то остается возможность удовлетворить вы
ражению (38) лишь за счет подбора геометрического множителя по
добия а. На практике не следует пренебрегать и возможностью под
бора подходящего материала для тела /Г. если рассматривать послед
нее в качестве модели.

Поэтому, формулируемая ниже теорема .может все же иметь не
которое практическое значение.

Теорема 4. Еесли к’ подобным телам Л и Л', одинаковым об
разом закрепленным, в схсдстбеккье мсменты г рем с н. I и I' = т/ 
приложены переменные поверхностные силы, напряженности коих 
соответственно равны о и с — рс, и переменные объемные силы, 

а 
интенсивности коих К и К' — — К, то при. 

а

՝ = 1|Й
в сходственные моменты времен и в сходственных точках обоих 
тел напряжения равны о и з ֊= [а, деформации равны, гиг' уе, 
смещения равны чи и та' - аута, т. е. имеет место динамическое 
подобие.
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Мы можем, однако, значительно расширить возможности моде
лирования динамических процессов, если учесть следующее важное 
обстоятельство.

Процессы старения и ползучести материалов являются процесса
ми длительными. Многие же динамические процессы кратковремен
ны, как, например, удар или сейсмическое воздействие. Можно счи
тать, с известной степенью точности, что за время протекания дина֊ 
мическнх процессов, свойства материала в связи с его старением 
практически не изменились и что явление ползучести не могло играть 
существенно։։ роли. Практика показала далее, что вязкое сопротив
ление для большинства строительных материалов также не прояв
ляет себя при динамических процессах. Действительно, если бы вяз
кое сопротивление имело значение при колебаниях, то наблюдалось 
бы увеличение затухания свободных колебаний с увеличением часто
ты (гипотеза Фохта |9|). На деле этого нет. Известно, ч о при коле
баниях имеет значение внутреннее трепне, связанное с явлением 
статического гистерезиса 116|. Поэтому затухание свободных колеба
ний практически не зависит от их частот в широком диапазоне 
и зме не и ия п ос л ед։ ։ их.

Это Значит, что но многих случаях, при моделировании динами
ческих процессов возможно пренебрегать старением, ползучестью и 
вязкостью. При этих условиях множитель подобна т) можно вовсе 
исключить из рассмотрения. Достаточно лишь потребовать, чтобы уп
ругие свойства тела .Г в момент динамических испытаний отвечали 
бы упругим свойствам тела .4 с учетом процесса старения, если та
ковое происходит.

Для моделирования динамических процессов можно ввести те
перь новый множитель подобия ; для времен / и г' — 'Л. Для нагляд
ности рассмотрим, например, упругое тело, подчиняющееся закону 
Гука. Выше указывалось, что если есть возможность пренебречь си
лами инерции, то к телам Л и /V можно приложить подобные внеш
ние нагрузки при произвольном. масштабе времен. Если теперь для 
рассматриваемых упругих тел следует также учесть и силы инерции, 
то масштаб времен уже не может быть произвольным, а должен 
удовлетворять условию подобия объемных сил. Этот масштаб времен 
обозначим через Заменяя в выражении (38) т( через получим не
обходимое условие подобия для динамических процессов, отвечающе
го новому условию.

8 у- (&)

Выражение (3՜)) принципиально отлично от выражения (38), так 
как в последнем ц— фиксировано условиями старения или ползучести, 
а в (39) ; может быть отлично ог т^, конечно, при отсутствии факто
ра старения.
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На основе изложенного, сформулируем условия подобия тел А 
и Д', при которых открывается возможность строгого использования 
формулы (39). Для этой цели на условия подобия тел Л и Л'данных 
в сообщении 1, [1а] должны быть наложены следующие ограничения

I) механические свойства тел Л и Л' не меняются во времени;
2) С прекращением изменения сил, действу к?.щи х на тела .4 и Л', 

прекращается и изменение деформаций этих тел;
3) вязкость отсутствует.
Как видно, этими ограничениями устраняются из рассмотрения 

явления старения, ползучести, релаксации и вязкости.
Теперь можно предложить следующее дополнение к геореме 4:
Д о и о л н е н и е к т соре зт г 4. Если подобные тела удовлет֊ 

вор я ют ограничениям 1 , ?А и •?), то для них остается полностью 
справедливой теорема I, при замене множителя подобия -rj на 
множитель подобия ;.

На основании изложенного, мы имеем возможность для реаль
ных тел, если даже они не удовлетворяют ограничениям I). 2) и 3) 
приближенно использовать дополнение к теореме 4. Оно вносит су
щественное облегчение при моделировании динамических процессов, 
в особенности сейсмического происхождения, в силу их кратко
временности.

Значение Т| в подобных динамических процессах является част
ным случаем значения ;, когда они оказываются сов па дающимися.

7. Некоторые следствия теоремы 4 и ее дополнения

Приведем ряд следствии только что установленной теоремы.
Следствие /. Все следствия теоремы 1, рассмотренные в сооб

щении 1 |1.ч|. сохраняют свою силу и для теоремы 4.
Следствие 2 Условия о температурных деформациях, о подо

бии составных тел, о контакте подобных сел. о подобии трешинооб- 
разования, рассмотренные в сообщении 2 Но], сохраняют свою силу 
и при динамических процессах.

Действительно, содержание теоремы 4 отличается от содержания 
теоремы 1 лишь наложением дополнительных ограничений на множи
тель подобия времен, не влияющих на перечисленные в следствиях 
1 и 2 факты.

Следствие. 3. В случае простого подобии, множитель подобия 
для времен равен множителю подобия для длин, т. е. ; а.

Действительно, при этом в о --т(=1 и из (39) следует, что 
?=а. Этот факт хорошо известен [17, 18].

Следствие Периоды Г и Т свободных колебаний тел А' и .4 
относятся как множитель подобия времен т. е. 7' —£7՝. Это непо
средственно вытекает нз теоремы. В частности, в случае простого 
подобия, Т = ч'Г 48], г. е. периоды свободных колебаний пропор
циональны линейным размерам тел.
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՛• •*  л՜»Следствие о. Скорости и — сходственных точек тел А и 
сП

А связаны соотношением
Лг>' а-' (1ю 
ас ~1~аа (40)

В частности, при просто?.։ подобии, скорости сходственных точек 
тел А и А' одинаковы.

Следствие 6. Ускорения сходственных точек тел А' и А связа
ны соотношением
* = МП

йГ՝ ? ап
В частности, при простом подобии, ускорения сходственных то

чек тел А и А' обратно пропорциональны их линейным размерам.
Следствие 7. Если сопротивление внешней среды р. отнесенное к 

единице поверхности тела .4 есть функция скорости, т. е. р — /I(֊ । • 
\ /П I 

л> г Р' 1'4™' < \то для тела А должно быть - = /---------I для обеспечения подо-
? \ аг а- /

бия динамических состояний обоих тел. В частности, при простом 
подобии.

Р =Р^/{ 5Г • <42>
\ ас /

Следствие 8. При наличии внутреннего трения обусловленного 
вязкостью, для обеспечения подобия состояний тел .4 и /V следует 
подчинить $ условию — с — причем коэффициенты вязкости должны 
подчиняться соотношению (18).

Следствие 9. Декременты затухания свободных колебаний по
добных тел одинаковы, поскольку в сходственные моменты времен 
сходственные перемещения точек тел Л и А' неизменно сохраняют 
пронорцио нальность.

Следствие 10. Подобие состояний тел А и Л', связанное с ди
намической устойчивостью может быть обеспечено при соблюдении 
условий теоремы 4 и теоремы 2 о подобии устойчивости |1б|. т. с. 
при 7 = 1-

Следствие И. К телам Л в А' в сходственных площадках долж
ны быть приложены импульсы напряжений з п с - ?= соответственно 
длительностью Д/ и АГ — сАР для обеспечения подобия динамических 
состояний.

Сосредоточенные импульсы, на основании следствия 2 [ 16), долж
ны быть соответственно равны РА/ и Р'ДР причем Р' а2ЗР в 
АГ = Ш.

Следствие 12. Для обеспечения подобия состояний при ударе, 
относительная скорость и соударяющихся тел .4. Р и относительна’
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-скорость г՛', подобных нм соударяющихся тел Д' и /Г должны быть 
подчинены условию

О' = ?-Т|. (43)
ч

В случае, если удар осуществляется при точечном контакте, 
должно быть ч 1 и

Р = 4 (44)
ч

Здесь подразумевается, что у.ар осуществляется в сходственных точ
ках. Покажем это. Допустим, что улар уже произошел в момент 
/ •--»0 и рассмотрим теперь некоторый момент 1, когда тела Л и В на
ходятся в контакте. Их можно рассматривать как тело С |1б|. Рас
смотрим теперь тело С подобное телу С и потребуем, чтобы для 
обоих тел были выполнены условия теоремы 4 соответственно в мо
менты / и Г - ;Л 11 остепенно возвращаясь к прошлому от Г до 0, мн 
видим, что условия теоремы 4 будут неизменно удовлетворяться. В 
частности будет удовлетворяться и следствие 5. В моменты / = 0 и 
/' = 0, т. е. в моменты контактов обоих пар, также будет удовлетво
рят вся следствие 5. Следовательно, относи тельные скорости тел Л и 
В, а также .4' и В' будут также удовлетворять настоящему след
ствию. В случае точечного контакта тел должно быть соблюдено ус
ловие *;  = 1 |1].

Для случая простого подобия тел вопрос о подобии при ударе 
изучен |19|.

8. П р и м е р ы

Пример I. Изгибние колебания упругого консольного бруса 
постоянного сечения под действием горизонтальных сейсмических 
сил.

Дифференциальное уравнение колебаний бруса А имеет вид: 

ах*  а г

где Е1 — жесткость:
у — относи ельное смещение осн бруса в функции от абсциссы 

л*,  отсчитываемой от места заделки бруса в грунт.
Уо(0 — горизонтальные колебания почвы при землетрясении; 

р — плотность материала бруса: 
/•’—площадь его поперечного сечения.

Для подобного бруса Д' имеем соответственно

ЕГ֊՛՝ = —р'Г ՛•' УА . (46)
</Г« </Г>
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£.
причем Ег — — Е, Г а*/.  У = ах, р' — 5о,

Т
Р = а*Г.  Г = / = »7у, Ур — ’ТУ- (47)

Подставляй зги значения в (46), найдем

7 Р с’

Откуда следует, что находится в соответствии с теоремой 4,

5 ч 4.

Нетрудно убедиться, что граничные условия также удовлетво
ряю։ условиям подобия.

Пример 2. Устойчивость призматических стержней пои дей
ствием переменных продольных си.: |20|.

Дифференциальное уравнение для бруса А имеет вид:

֊(.С ֊£-—УР, со։«/. (-18)
</л‘ <11- 11х- ’

Уравнение это отличается от уравнения *(45)  наличием [продольной 
пульсирующей силы /^{совшГ.

Соответствующее дифференциальное уравнение для бруса А':

<«>

Для обеспечения подобия необходимо, чтобы множители подо
бия обоих членов правой части были одинаковыми.

В дополнение к условиям (47) имеем

= ч>'=֊т-®. (50)

Подставляя значения (47) в (50) в (49) найдем:

й г-, (Ру ЪРч (Ру - (Ру
<$£! 7՜. в ~ ~-Г 

ах*  Р аР дх-

Разделив все члены этого выражения на аЗ, получим:

с.(Ру ЪРч ссРу (Ру г, .Я/— рГ - - - 7 / /%СОв»/. (01)
(1х*  ре*  йР дх1

Сопоставляя (51) с (48) найдем, что для обеспечения подобия
динамической устойчивости между телами >1 и А' необходимо, чтобы

7 >• (52)

что находится в соответствии со следствием (10) теоремы 4
2. Изи. ТН. № 4

/ 4 ь’гт’тлч 4 %
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П р н м е р 3. Продольный удар упругого стержня, движущегося 
со скоростью и, и неподвижную упругую плиту |211-

Напряжение при ударе для стержня /1

з = (53)

При ударе стержня А' имеем:

о*  = у' У Зр'£' . (54)
д

Подставляя сюда У = За, (/= Зр к Н = — Е найдем, что долж-
I 

но быть
, «Т■г՛ = -- V,

В
что находится в соответствии со следствием 12 теоремы 4.

В случае, если при ударе имеет место точечный контакт, напри
мер. при соударении шаров, подобие динамических состояний обеспе
чивается лишь при условии 7 1, как это уже упоминалось в след
ствии 12 теоремы 4.

Институт стройматериалов, и сооружении
Министерства строительства Армянской ССР Поступило 20 II 195$

Ա. Դ. ՆԱՉԱՐՈՎ

ՊԻՆԴ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ՄԵԽԱՆԻԿԱԿԱՆ ՆՄԱՆՈՒԹՅԱՆ ԵՎ ՇԻՆԱՐԱՐԱԿԱՆ 
ԿՈՆՍՏՐՈՒԿՑԻԱՆԵՐԻ ՈՒ ԿԱՌՈՒՑՎԱԾՔՆԵՐԻ ՍԵՅՍՄԱԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ 

ՄԵՋ ՆՐԱ ԿԻՐԱՌՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ьррп|н| ճսպպպ ամրություն

II. Մ փ ո փ ո 1 մ

Նախորդ հաղո րդադրոէթ լուննևրում տրված էին պինդ մարմ ինների 
նմտնտթրսն ոահմանամր, ինչպես և ստատիկական նմ անա իք լան՝ րստ (էք'"- 
ղակսւնւււ իքրսն, դեֆորմացիալի և ճաքաոաջացմ ան սրսր1 անների մուսին։ 
Ներկա հողվածում մանրամասնորեն էրսնղ Լ տոնված մարմինների նմանու
իք րսն րստ մ ամանակի պայմանների հարցերի վրա: Դիտված են մի շարք 
կոնկրետ դեպքեր, որոնք համ ա պ ա աս: ։:իւանէսմ են ստատիկ <)սւնրարեոնմանրէ 
Ալս դեպքում պահպանելով .4 ե .4 ՚ կոշս: մարմիննե րի նմանոյ թրսն պարէան
ները, ինչպես և հիմ^ւական թեորեմի ե նրա հետևանքների պալմաններր, 
նշված մարմիններր կւրոնվեն նման վի՛ճակում ծ ամանակի / ե է՚ — "կէ նման մո
մենտում։ (‘ոտ որում 7] կարելի ( րնդա֊նել նախօրոք վերցված ցանկացած 
մեծ ութ լամ բէ



О механическом подобии твердых тел и

и.!,, Hjwpf tulip ф,1р ^/Ь/у/п^/Луп/у q /»Ъ “inf in'll ,fuipiffili'iiliph wnutiL-

qtulftu^i q.'-il]>:tpif tntjfiui[ft npiipq ff.flUf.gli pp t if tn ptf [I'li'iili p p ЬЪ ф nt ylp),tt.if hit

>/W If ft np!i1i^(i'lil 'bfiinijniif I, 'hifuili if Ш fuf (t'li'fih p // u^iuu in[ilpnlfti/ii bring ft qhufgpi 

bpp l)ltpyjiitu трфиб I; Ph pt ft "■ни фиши put if'ltll /»«*/- ’

■/•’! i'll tn fdftpn I. ifluptf)tVlilip)t 'infit'lntt ф fin'll ufin/if in'tip 1)11 pyfllfylli pint tunuiA- 

tfiiinnqgtn '[t'it qh'pnpif ttnf/iin/ft ф фх-иГ» i/jt bunf tn p, bpp pintjnilpllpHif I; if tit<\ nigldf 

tf/tlf Ultf.ptlt ф jlll'lip t 4b Ф ttplfin tf llllfilll p/l It рирфпб Ш ф pll'il'itlipll IftllUfft tup-

tttuibutрпфп tf / (7) Mu фиши put ifuli риф l՝՝llttiflin h tf // nt фиб I Inf шЧпи [.!fui'h 

.iptt[tfttl'hp if Ulplflt'll'illlplt if lltAlll tf fltf IHqpttlф fill'll IfLuffllU if՝ tlflllllllj fill ptpil'՝/111 -

ф glAl tllll'lttpifl'illl fl[t L tf.L ,(> П flit Hl tj/t til'll h ft [t ’lilt pat p It p IIIф fftt.'u P h'll ф in р!'фп if i, 

(16) МнфиширЛ՝ in'up: ‘11ЪЪч1р!’фп if 1, pitipi} dh/tnn'hр/ри Ipiiti if//Ом/фиipLp ft 

‘inf Ill'll Ш P fin'll ill in p pl, P tfllllfghp 1) if Ill6nt.yltlj֊llfpiltl lit Ppii/pil'll tf fiy Ultfni fft/l 

(1'1^1 unf), 2) tunut&qui֊ iftin) nt tpilfui fli'h if ̂ рифп / p (ТЬпЬф), ,'i j rill pH ։pn 111 t/lt n tf 

tf[грпфиfp (1Г tlllflllpt f ), 4) ntti nt 6.tpn~if ntt)m gf։ Ip 4 !,pnlpntt tj'hnq tf руппфи Ip (f՝f- 

pt'dtilflt)։

2,44.1)1116 litif nniuiQ f giupfiud h pttaifuid if in p if fi'li'tili p [t tf fill unf {ilf ицт- 

ylltl'hll p/t lllf ttlllltl P fill'll Muplfllppt iipluilt[l Ipnupillppi I ф I UI if fl 111 Ijpiftpn tjtllll <У t 

*чррп p'f P litifilitfft • nptniiif 'hziputY , np Lptfin tfnt pif pblih pfi 4 pltuiif (ilpnlpit'lt hdtii~ 

'inn p f Ill'll p tn ilf in\it t) t! tu if I;, hpii 'hpui'litf t/lt^iulfp ш ptiiniSni рифпЛ t; i 47) Л»/»- 

фн nut ft tn if n ։/ h ni pi/ ut<f iui и m tn ut n t.*h'h!i  рЪ ftpinp Mint фи 141)1116 fifi (48) 6hni): 

^h'litf 111pf iti/itf iil.pijai^ f ф L n pl, ifj'h i]L put ph pn q if ft fpiitifnid՝, fl'll < 11 fh 11 li фЬп^ 

pliiffttj pfiitiq if ft Atiipg ',h ntL ni ф ptiWhh ft ni 'liptn'lty fpintfinif'lihfip:

^пц.фи6ft iflipontif pliptf iuA b'li 'ihitiLyiif hphg <ip[iritinlfuLpft pn 6ifn/h ^liLftfi, 

и n> ut ш iu'h Ifiii[t։[ni6 pfi Ipi'li uu pit ffi'li tun in 6.tf nilpii'li '\L Atn'hft 6 n if in'll nt tn in ui'litn if - 

'llhpp ^iipltifn'unilfin'ii uttfqntf uhfuiffitf tiLillipfi inuilp ufftfi qtf nt tn fttf 6nqfi fituifui֊ 

nuipuilfznni ф ttn'itp iltniltnfniiitfiu'Li y'ltqh pffiu I'huilfiu'h inJIipft ni qq.Ltjnt ф pit'll intnlf,

■V—in punpu.p pint ft Z։up4 ф'Ч utnuiAqiulpn'h &tiqfl p'hqh plfiuf^iutfiu'u Zui pifui6 ft

tu^z'iipd tuiiui^quifpu'li uiitfjiiii
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