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ИНЖЕНЕРНАЯ СЕЙСМОЛОГИЯ

А. Г. НАЗАРОВ

О МЕХАНИЧЕСКОМ ПОДОБИИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ II ЕГО 
ПРИМЕНЕНИИ К ИССЛЕДОВАНИЮ СТРОИТЕЛЬНЫХ 

КОНСТРУКЦИЙ И СЕЙСМОСТОЙКОСТИ СООРУЖЕНИЙ

Сообщении I

Настоящая работа является развитием идеи, изложенной в |1], 
позволяющей дать простое, достаточно полное описание условий ме
ханического подобия и моделирования твердых деформируемых тел՜.

1. Предварительные замечания

Для дальнейшего необходимы следующие исходные предпосыл
ки и определения.

1. Вырежем мысленно из какого-либо напряженного тела, нахо
дящегося под нагрузкой, элементарный прямоугольный параллелепипед 
со сторонами Ах. Ду и Аг. Рассматриваемое элементарное тело нахо
дится в равновесии. Нетрудно показать, что если все стороны этого 
элементарного тела изменить а а раз, при условии сохранения вели
чин компонентов напряжения в сходственных точках, то равновесие 
нс  нарушится.*

2. При изменении сторон элементарного тела в а раз, при усло
вии сохранения неизменными величин компонентов напряжения, ве
личины компонентов деформации останутся также неизменными.

3. Для каждого материала имеется определенная связь между 
тензором деформаций (в дальнейшем деформация :) и тензором на
пряжений (и дальнейшем напряжение =).

Эту связь, которую обозначим как 1 — Р (г, х. у. г, надо по
нимать как связь между спев точке л*,  у. х, в момент времени / 
в зависимости от истории загружен»» тела А в интервале времени от 
Одо/**.  Такое „интегральное- представление о связи между де
формацией и напряжением пока достаточно для нашей цели.

4. Два твердых деформируемых тела А и А' мы называем меха
нически подобными в простом смысле, если они удовлетворяют сле
дующим требованиям:

* О современном состоянии вопроса см., например, статью Гуднэра .Анализ 
размерностей*  (б).

” Под /•' можем подразумевать и систему функций, преобразующих тензор £ и 
тензор а при любых условиях загружения и разгружепня. Вязкость тела пока не рас
сматривается.
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а) тела Д и /V геометрически подобны (линейные размеры тела 
А' отличаются в а раз от сходственных размеров тела Д);

б) соотношение между напряжением и деформацией в сходствен
ных точках обоих тел одинаково;*

в) плотности о обоих тел в сходственных точках одинаковы.

* Па так называемом факторе масштабности н будущем остановимся особо.
** Условимся и в дальнейшем физические величины для тел А н Л обозна

чать соответственно одинаковыми буквами, отличающимися индексом штрих.

Из определения 6) можно установить, что прочности обоих тел 
в сходственных точках также одинаковы. В дальнейшем, для сокра
щения, будем говорить о телах А и Д' удовлетворяющих перечислен
ным условиям, что между ними имеется простое подобие.

5. Два твердых деформируемых тела мы называем механически 
подобными в расширенном смысле, если они удовлетворяют следующим 
требованиям:

а) тела А и А' геометрически подобны (линейные размеры тела 
Д' отличаются в а раз от сходственных линейных размеров тела А);

б) в сходственных точках тел А и Д' имеют место соответствен
но следующие соотношения между деформацией и напряжением:

о F (е, д\ у. Z, /1.

У / s' х' v' 2՛ V \Т=/ЧТ «-т-т-т)’ (1)
то есть множитель подобия для деформаций равен для напряже
ний £ и для времен - т,:

в) плотности обоих тел в сходственных точках подчинены ус
ловию г/ = Зр, о — const.

Из определения б) можно установить, что прочности тел А и Д' 
отличаются в 8 раз.

В частности, если тела А и Д' изотропны и упруги, то соответ
ственно модули упругости и коэффициенты Пуассона их связаны со
отношением**.

Е' = А Е, G' = A g, / = v. (2)
I 7

Для сокращения будем говорить о телах А и Д', удовлетворяю
щих перечисленным условиям, ;что между ними имеется подобие. 
Простое подобие является частным, но важным случаем подобия при 
В= 1, 7 1, 5=1.

Гела А и Д' находятся в подобном состоянии, ерш механиче
ские величины в их сходственных точках отличаются между собою 
постоянными множ и те л я м и.

Мы будем считать пока для определенности, что подобные тела 
не подвергались в прошлом механическим воздействиям.
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Далее, если материалы тел А и Л' стареют [2], то есть соотно
шения между деформацией и напряжением в материале меняются со 
временем даже при отсутствии загружения, будем полагать для удоб
ства, что тела А и А՛ изготовлены одновременно. Ясно, что сход
ственные возрасты обоих гол должны быть соответственно равны / и 

для обеспечения условий (1). При п — 1 старение происходит 
с одинаковой скоростью для обоих тел.

Приведенные выше условия допускают к рассмотрению разнооб
разные подобные тела. Они могут быть упругими, упругопластически
ми, хрупкими, однородными, неоднородными, изотропными и анизо
тропными, причем в произвольных допустимых сочетаниях, лишь бы в 
их сходственных точках выполнялись условия б) и в).

2. Теорема 1 (основная)

Пусть тело Л в момент времени ( 0 загружено по поверхности
- какой-либо нагрузкой, напряженность которой можем также, как 
и напряжение, без ущерба для точности изложения, обозначить че
рез з. Рассмотрим теперь момент времени /. к которому произошло 
какое-то старение материала тела А, а также имела место деформа
ция, зависящая оч времени (ползучесть, пластичность, усадка).

Рассечем мысленно в этот момент времени тело А системой 
плоскостей, параллельных осями х, у и г, па элементарные, прямо
угольные параллелепипеды. Для сокращения их назовем элементами. В 
общем случае элементы, прилегающие к поверхности £ тела будут с 
ущербами. Их можно мысленно отбросить и принять, что поверх
ность £ ступенчатая и нагрузку передавать непосредственно на це
лые элементы. От этого напряженное и деформированное состояние 
тела практически не изменяется.

Все шесть граней выделенных элементов находятся под воздей
ствием напряжений, а элементы определенным образом деформирова
ны*.  Увеличим стороны элементов в а раз, сохраняя величины напря
жений. При этом, как было указано в предварительных замечаниях, 
распределение напряжений, а также величины деформаций остаются 
неизменными.

Укладывая преобразованные элементы в том же порядке, как и 
в теле А, мы получим тело А՛ с поверхностью геометрически по
добное телу А, к которой приложены распределенные силы той же 
напряженности, что и в сходственных точках тела А. При этом на
пряжения и деформации в сходственных точках обоих тел будут оди
наковыми. Эта георема впервые была доказана для упругих тел иным 
путем В. Л. Кирпнчевым еще в прошлом столетии |3|.

* Если тело .1 неолноролнп. будем подразумевать. что неоднородность его из
меняется непрерывно с изменением координат. Поэтом՝ элементы могут рассматри
ваться как тела однородные. Л*  птЪтЙт'гощйм сообщении это ограничение снимем.
2. Иза. ТН. № 5 ^Г՛ '■ '\ч\*
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Из хода доказательства видно, что можно снять ограничение о 
единовременном приложении внешней нагрузки. Действительно, допу
стим, что внешняя нагрузка, приложенная к поверхности тела I ме
няется по какому-либо закону, причем динамическим эффектом, то 
есть силами инерции можно пренебречь. Мы видим, что и силу про
стого подобия, элементы тел .4 и /V изменяют свои напряженные и 
деформативные состояния одинаковым образом и с одинаковой ско
ростью. причем в равные моменты времени в сходственных точках 
поверхностей £ и 2' должны действовать нагрузки одинаковой напря
женности.

Нетрудно также убедиться, что если условия загружения тела 
А приводят к однозначному распределению напряжений и деформа
ций в нем, то такое же распределение будет и для тела А'. Действи
тельно, допустим обратное. Положим, что в теле А' имеет место рас
пределение напряжений и деформаций, отличное от таковых в сход
ственных точках тела А. Тогда рассекая тело А' на элементы и из
меняя их стороны в 1/1 раз без изменения напряжений и деформа
ций и снова их собирая, мы получим тело .4, которое окажется в 
другом напряженном и деформированном состоянии под действием[тсх 
же внешних сил, что противоречит условию однозначности, из кото
рой мы исходили.

До сих пор мы имели дело лишь с поверхностными силами. 
Спрашивается, каковы должны быть соотношения объемных сил /< и 
/<' тел /1 и А' для обеспечения подобия их состояний.

Проведем в телах А и А՛ подобно расположенные плоскости 
перпендикулярные, скажем, к сходственным осям г и г՛ через рав
ные интервалы Аг и Аг'—а Аг. Обозначим эти плоскости для тела .4 
через 2(гх), 2 (г2)......................Е (г|) = Е (г/_։ )- Аг)..................

Для тела А՛ соответственные сходственные плоскости будут 
Я' И» ֊ Й....................Я' • • •

Рассмотрим сначала слой в теле А, [ограниченный плоскостями 
Е (#/֊1) и ֊ (г,). Объемные силы, ограниченные этими двумя поверх
ностями, можем приближенно заменить поверхностными силами, при
ложенными к одной из ограничивающих плоскостей, скажем к пло
скости Е (г{- 1). Напряженность полученных таким образом поверхно
стных сил равна /<Аг.

Проведя аналогичную операцию для тела .4' найдем эквивалент
ную поверхностную нагрузку по плоскости 2' (2|_|) равную Л'Дг'. 
Для обеспечения подобия состояний тел А и /V, то есть равенства 
напряжений и деформаций в сходственных точках, как это только 
что было доказано, напряженности поверхностных сил должны быть 
одинаковыми.

Следовательно должно быть
К'Дг' = А'Аг.
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Учитывая, что Дг' — аАг, найдем

А'=— К. (3)
а

Итак, для обеспечения подобия состояний в случае простого по
добия. объемные силы должны быть обратно пропорциональными ли
нейным размерам тел Л и А'.

Приведенная методика замены объемных сил поверхностными 
может быть реализована на практике для приближенного моделиро
вания.

Теперь сравним линейные смещения сходственных гочек тел А 
н Л', причем для удобства исключаем возможность движения тела 
как твердого целого. В таком случае существует хотя бы одна точка 
а этого тела, которая не имеет поступательных перемещений относи
тельно трех взаимно перпендикулярных осей и. кроме того, окре
стность этой точки не вращается относительно тех же осей. Пусть 
некоторая точка Ь в теле Л в процессе деформации, в момент /, пере
шла в точку Ьг Тогда вектор смещения точки Ь есть до ЬЬ х. Сое
диним точку а с точкой Ь какой-либо ломаной, состоящей из до
статочного количества элементарных отрезков, расположенных пол
ностью в теле А. В процессе деформации каждый из элементарных 
отрезков получает некоторый поворот и некоторое относительное уд
линение.

В результате деформации ломаная линия аЬ займе։ положение 
аЬх. В теле Л' сходственная ломаная линия а'Ь՛ займет сходственное 
же положение а'Ьу.

Поскольку деформации сходственных отрезков тел Л и Л' оди
наковы. а линейные размеры тела Л' отличаются в а раз от линейных 
размеров тела Л, то как нетрудно убедиться, и смещение точки д'бу
дет отличаться а раз от смещения точки Ь [причем направления их 
одинаковы.

Теперь окончательно можем сформулировать теорему подобия 
для случая простого подобия тел Л и Л'.

Если к двум телам Л и А', подобным в простом смысле, одина
ковым способом закрепленным, одновременно приложены в сходствен
ных точках поверхностные силы одинаковой напряженности, изменяю
щиеся с одинаковой скоростью и приложены объемные силы обратно 
пропорциональные линейным размерам (тел, также изменяющиеся с 
одинаковой скоростью, то напряжения и деформации в сходственных 
точках обоих тел совпадают, а смещения относятся как линейные 
размеры этих тел.

Нетрудно развить теперь содержание этой теоремы в примене
нии к подобным телам (в расширенном смысле). Для наглядности рас
смотрим сначала три простейших случая.

I) Положим, что при |3 — 1, ^=1 деформация тела А' в у рал 
отличается от деформации тела Л.
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Если теперь мысленно преобразовать тело А в тело Л' путем 
его членения и преобразования элементов, как это делалось в про
цессе доказательства георемы, то придем к выводу, что все условия 
теоремы сохраняются за исключением того, что деформации тела .4' 
будут отличаться от деформаций тела Л в сходственных точках в 7 
раз, а смешения точек тела А' будут отличаться в «7 раз.

2) Положим теперь, что при 7—1, ^=1 компоненты напряже
ния тела А' отличаются в р раз от компонентов напряжения села А.

Если теперь мысленно преобразовать тело А в тело А' путем 
его членения и преобразования элементов, то придем к выводу, что 
все условия теоремы сохраняются за исключением того, что напря
женность поверхностных сил тела А' будет отличаться в р раз, а

о 9
объемные силы в — раз. то есть У — и = — К. 

а а
3) Положим теперь, что при 3—1, 7=1. скорость протекания 

деформаций тела А' к т, раз отличается от скорости протекания де
формации тела Л. Если теперь мысленно преобразовать тело А в те
ло А' цутем его членения и преобразования элементов, то придем к 
выводу, что деформации и напряжения одинаковы в сходственные 
моменты времен I и /’֊-т,/. причем скорости нагружения поверхно
стными и объемными силами также подчиняются этому соотношению.

Мы видим, что все эти случаи независимы друг от друга. Поэто
му можем сформулировать следующую основную теорему для обще
го случая подобия тел Л и Д'.

Подобные тела .4 и А՛ находятся в подобном состоянии н сход
ственные моменты времени ( к (■ = причем, напряжения равны со
ответственно о и = рз, деформации равны > ц? = -ь, смещения рав
ны гг> и к1' — а-'гг> при условии, что в моменты времен (и г' = т/ на
пряженности поверхностных сил в сходственных точках равны г и 
г' Ъ и интенсивности объемных сил в сходственных точках равны 

К II К՛ - —К*.  
а

* Ил этой теоремы следует, что различные величины: длина к перемещение, 
имеющие одинаковую размерность ֊£*. имеют различные множители подобии. Эго 
объясняется тем, что нами введен множитель подобия ,7* для безразмерной вели- 
чины—деформации.

Соображения об однозначности решения, приведенные выше, со
храняются и для этого случая.

3. Некоторые следствия основной теоремы

Следствие /. Если тела Л и А' пмё!от начальные напряжения с 
и зо и начальные деформации г(1 и £п в моменты / и — то для 
подобия их состояний должны быть выполнены условии:
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<о =

Только при выполнении этих условий загружение тел Д и .4' по 
закону, предписанному теоремой, может обеспечить подобие состоя
ния тел.

Теперь мы можем снять ограничение, сделанное выше, заклю
чающееся и том. что подобные тела в прошлом не подвергались ме
ханическим воздействиям. Действительно, если тела Д и .4' в прош
лом подвергались загрузке и разгрузке и соответствии с условиями 
теоремы, то начальные напряжения и юформацнн будут подчинены 
условиям (-11. Мы можем утверждать также, что технологии изготов
ления гел Л и Д' должны быть таковы, чтобы условия (4 были вы
полнены.

Следствие 2. Погонные силы д и д', распределенные вдоль сход
ственных кривых С и С' на поверхностях - и тел .4 и Д', должны 
подчиняться условию

,у’= (5)

для обеспечения подобия состояний.
Действительно, рассмотрим полоску вдоль кривой С тела Д ши

риной А//. Пусть на этой полоске имеется ’сплошная нагрузка напря

женностью . Тогда, согласно условию теоремы, для обеспечения подо- 
Д/2

бия состояний, тело Д'должно быть загружено вдоль кривой С по поло
се Azz' = aA/z (условие геометрического подобия) нагрузкой напряжен

ностью 3 ֊ . Переходя к пределу таким образом, чтобы при Ал -> О, 
А//

д — const, получим погонные нагрузки для тел .4 и Д' соответственно 
интенсивностью д и д' — аЗг/.

Следствие 3. Сосредоточенные силы Р и Р' приложенные к сход
ственным точкам тел .4 и Д' должны подчиняться условию

(6)

ДЛЯ Обеспечения подобия состояний тел .4 и Д'.♦
Действительно, пусть тело .4 загружено ш» поверхности на уча

стке малой площади AS нагрузкой Р/aS Тогда для обеспечения подо
бия состояний, по сходственной площадке AS' тела Д' должна быть

приложена нагрузка напряженностью ? —. 
Ал

Переходя к пределу при постоянстве Р и учитывая, что в силу 
сометрического подобия имеет место А5՜ а5А5, получим (6).

Следствие I. Сосредоточенные моменты .И и ЛГ. приложенные 
к сходственным точкам тел Д и Д', должны подчиняться условию
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ЛГ= (РЗД? (7)

для обеспечения подобия состояний тел Л п А'.
Пусть к телу Д приложена пара сил Р н —7*  с плечом А/, гак 

что Л7 = РМ. Если к телу Д'. в сходственных точках приложить па
ру сил 7* ’ = яа?7? и—— а’ЗР. то ее плечо должно быть равно 
А/'—аА/ для обеспечения подобия состояний. Отсюда получим усло
вие (7).

Следствие о. При обеспечении подобных состояний градиенты 
величин компонентов напряжений тела .-Г отличаются от градиентов 

величии компонентов напряжений геля Л в раз. а градиенты ве- 
ж

личин компонентов деформаций тели А’ отличаются от градиентов ве

личин компонентов деформаций тела Л и ՛ раз. 
а

Пусть, например, в точках о, и nt гела .4 какой-либо компо
нент напряжений равен з, и з։. В сходственных точках а. и «2 тела Д' 
по условию имеют место компоненты напряжений соответственно 
5| /о։ и з2 = За.. Скорость изменения напряжений в теле Л равна

ds —d,
Скорость изменения напряжения в теле Д' равна

а* — ai ։

что и требовалось установить. Аналогичное соотношение имеет место 
и для деформаций, следует лишь заменить 3 на 7. При простом по
добии градиенты величин напряжении и деформаций обратно пропор
циональны линейным размерам тел.

Следствие 6. Если граничные условия для тела Л заданы в сме
щениях да точек поверхности, то для обеспечения подобного состоя
ния необходимо сходственным точкам гела Д' сообщить смещения 
да'= 17 да

Для обеспечения заданных смешений точек поверхности тела Я, 
к ней должны быть приложены поверхностные силы определенной 
напряженности Если приложить понерхносты.՝ силы •напряжен
ностью а* £з к телу Д'. то обеспечится подобие состояний тел /I 
и Д'. Но при этом смещения точек тел ։ Л' будут равны да'֊ грда. 
Поэтому, если граничные условия для тела .4 заданы в смещениях да 
точек поверхности, то заданными смещениями :я ходе гиенных то
чек поверхности тела V должны быть и>՛ ауда. что и требовалось 
установить.

Следствие 7. Если граничные условия для гела Л заданы ча
стично в напряжениях з и частично в смещениях да, то в сходствен- 
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пых точках тела Д' должны быть заданы сходственные напряжения 
з'=^о,н смещения «/=^7» для обеспечения подобия состоянии тел 
Л и А՛

Следствие 8. Деформированные тела Д и Д' сохраняют в точно- 
сги геометрическое подобие лить при условии 7 — 1.

Действительно, только в этом случае смещения сходственных 
точек тел А и Д' относятся как их линейные размеры. Поэтому, 
строго говоря, основная теорема при 7 1 справедлива лишь при ма
лых перемещениях, когда можно практически считать, что геометри
ческое подобие тел не нарушается и ориентация действующих сил по 
отношению к телам Д и А' практически не изменяется.

При условии 7 = 1 результаты основной теоремы сохраняют свою 
силу и для больших перемещений, если силы действующие на тела 
Д и Д' одинаковым образом изменяют свою ориентацию. Действитель
но, если пересмотреть вывод основной теоремы, с этой точки зрения, 
го убедимся, что и в этом случае механические состояния элементов 
обоих тел неизменно удовлетворяют условиям подобия в процессе де
формации.

Следствие 9. Внешние силы, приложенные к телам Д и Д', удов
летворяющие условиям основной теоремы, совершают соответственно 
работы и и й' —

Рассмотрим, например, работу внешних поверхностных сил. .Ли
нейные размеры тела А՛ Ь?. раз отличаются от линейных размеров 
тела Д. Стало быть величины поверхностных сил приложенных к те
лам А' и А относятся как а2£ (следствие 31.

Смещение точек поверхностей А' и .4 относятся как 77. Стало 
быть работы должны относиться как

а43 • 17 =? л’Эр

Доказательство для работ, развиваемых внешними объемными сила
ми, а также силами внутренними, аналогично. Работы, отнесенные к 
единице объема обоих тел А' и А относятся как З7.

Следствие 10. Если предельное состояние тела 1, выраженное \/ 
в напряжениях, погонных нагрузках, силах или моментах су ть соот
ветственно 5|1р, уПр, МФ» то предельное состояние тела Д' соот
ветственно выразится так:

^:։р=С^лр. </пр — $,3^пр. ~ >Ипр ~ 733/Ипр (8|
*■

Действительно, предельное состояние может быть достигнуто в 
процессе постепенного роста нагрузок и деформаций, то есть оно не 
выходит за пределы теоремы 1 и следствий 2. 3 и 4. При разрыве 
сплошности (возникновение трещины! подобие предельных состояний 
рассмотрим в последующем сообщении. Соотношения (81, при пласти
ческих деформациях, и пропорциональном росте внешних сил, могут 
быть непосредственно установлены из условий предельного равно
весия Л. А. Гвоздева |5|.
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4. Примеры

1. Теория упругости

Здесь будем рассматривать, для краткости, по одному уравнению 
каждого тина.

Уравнения равновесия для упругих тел .4 и Л':

дх, у* сА,'։' ՛ _
Тх' -<)?-+ ֊°-

Учитывая, в соответствии с теоремой I. что зХ' —£зх и т. д. и что 
, о

А> А\, .мы убеждаемся, поскольку х' = ?х. что оба уравнения 
а

тождественны.
Уравнения, выражающие зависимость деформаций от напряжении:

=х '» !<*у"  В» — •
Е

"ку
Е“՛՜ а 

и, соответственно
а’. — V' (Зу. - з,.) 

е*' = ’

в °Подставляя сюда значения 7? н (7'= — б, 7 = v найдем, что 
7 7

*х- =- 7=х. 4у*  = 75»У (см. |2|).
Уравнения, связывающие деформации с перемещениями

_ ()и _՛ _ £х ~ » ех’ 
dx dx

Подставляя сюда значения и' у-'п, х'^-ух, найдем

2.е = 7«х.
Граничные условия для случая, когда заданы поверхностные силы 

PXCOS \п, X) ТХу COS {п. у) h^x COS (/?-, г) = /-'пх 
и

=Х- COS (//', х'1 ф-i'y- COS (П՛, у'| -f-'г’х' COS l/f,, Z*)  - Fn'V.
Имея ввиду, что
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и что в силу подобия
COS \Л՛. Л*')  = cos (п, х),

COS (fl', y')=COS (fl. у), 

cos (ri', z') = COS (fl, z), 

найдем, что поверхностные силы должны подчиниться требованию 

/'п'х’ ~ их-
Таким образом действительно теорема 1 обеспечивает подобие 

состояний упругих тел.

2. Техническая теория изгиба балок

Пусть тело А представляет собой балку как-либо закрепленную 
на опорах при пролете /. ширине Ь, высоте Л и модуле упругости 
/?. Балка загружена по длине погонной нагрузкой q, сосредоточенной 
силой Р и сосредоточенным моментом .И.

Пусть характеристика балки А' такова:

Г = т.1, // = a/;, h' ~ ай и /У = --- Е.
Т

Для обеспечения подобия состояний балок Я и .֊V к балке А' 
должны быть приложены в сходственных точках нагрузки в соответ
ствии со следствиями 2, 3 и 4:

q' — a$qt Р՛ = а^рР и М՛ = 7.3)М.

При этом имеют место следующие соотношения между напряжения
ми з и с', а также прогибами у и у' балок Я и А'

У' ~ «ТУ-
В частности при шарнирно опертой балке Я пролетом I, несущей в 
середине груз Р, имеем

Напряжение в середине балки
Л4

°՜ И7 •

Прогиб в середине балки

РР
У 48 Е.1 ՛

Рассмотрим теперь балку Я':

.И' = /,7' = ^ ^иа3.зм
4 4
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ОН2 И) (аЛ)։ 
6 б

а5 №,

, АГ а\8./И _3 = ----  = —----  = 3:
а8117

= Г № . (^/>) Ы? =
№՛ 48(1^(^) Т-՜

Отсюда становится ясной преимущество зависимости модуля упруго
сти от двух параметров 3 и 7. так как это позволяет существенно 
расширить область моделирования упругих тел.

3. Упруго-пластическое кручение стержня круглого сечения

Пусть тело /1 представляющее собою круглый стержень радиуса 
о. длиною / находится под действием крутящего момента /И.

Тогда касательное напряжение [4|:

при г-^с,

при г > с,

где г — радиус, г е—граница, отделяющая упругие деформации от
пластических: -«—предел текучести.

С круч ива ю щи й м ом е нт

М = /И# I с8 \
4 а8 /

где 
7/Ий —— ->-«з* 3

есть предельный момент.

Угол поворота * / 
а с

Пусть тело Л' представляет собою круглый стержень радиуса 
а՛ = па и длиною Г а/. причем для него предел текучести

Покажем, что для обеспечения подобия состояний тел .1 и А', 
следует к Д' приложить крутящий момент АГ = а3ЗА1 (следствие 4).

Действительно, должно быть

при г՛ с1 

при г'> с'

1 с'3\
4 а'8/



= 3. •
• О' с'

Подставляя в эти формулы
' , в

г' = «г; с' ֊ ас; а՛ - га\ Г = г/\ 2՜$; 6' -- ֊֊ 6
7

найдем, что в действительности

М' = а^/И. Л4. = (следствие 1 Ок

причем зоны распределения пластичности и упругости тел А и А' 
геометрически подобны и угол кручения

о' -р?-
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Ги!1/фи /УАо рш р11ри>^ <шф1!р[г Ш /л«/г/л^?уцг5<> ^А։У>л^м/"։луД։»///> Ш рирфн- 
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//‘Ирги/ /. ирир111/11 ри/1//Ч!<У 14 /пЛ։ иЛ1Л14!/ (1/1 У I?1111/11 рЬ 4! /(!(1 '1р“' X. У, 7. 

^шр^пь^!риЛЪЬ/•"•(> рик!иЛш.^ !Лр Ь,/11ЛЛии1Ц1 ги.ц1/иЛ1/р1Л (ичриЛшрц'1Лр[г։
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//. քնու հե տև, մե ծ ացնեքով խորանարդների կոդմերր 0. անդամ, լարված Սէ իք ջւէւնր 
նրա ւ1 ակերեսնևրի վրա, ինչպես և դեֆորմացիոն վիճակր, պահպանում ենբ 
րոտ մեր վ տդոքւոր ընդանա ծ պաջմսէնների է Ա եծ ա դվ ած իսւ ր սւնա րդ իկնե րր 
նուջն կարգով հավաքելուց հետո ստանում ենք մի նոր մարմին՝ իր 
մ ակե րե ուջ թո վ։ Ար. երկա մարմինները նման կե աերա մ կունենան նուջնա- 
նմ ան {Ш րվածա.թ ջսւն և դեէիորմ‘ացիաէ Ար. թեէէ րեմ ան աոաջին անդամ առաձ
գական մարմինների վերաբերյալ ապացուցված Լ և դև լ ՛Լ. Լ. եիրպիչևի կող
մից դեո անցջալ դա րամ:

Թեորեմա ջի ապացուցման ընթացքում մ քու и գործոններից դատ դիտ
ված Լ նաև. մ ակե րե աս ջին ե ծ ավալս, ջին ում երի դինամիկ փոփոխման աո- 
կաջտվմջան .դաջմանը, որին հետևում է ե դրտկացուիմջունը. եխե երկու միա
նման ամրացում սւնևցոդ նման ,\ ե Д՜ մարմինների միանման կետերում 
միաժամանակ կիրառվեն նա ջնաչափ լա րփոծ ո։ իքջան մակերես и. ջին ում եր. 
որոնք փոխվում հն միանման արւոդա ի1 ջամր, ինչպես ե միանման իրար 
հավասար արագոլթջամը վւուիոիւվոդ ծափս քաքին ուժեր, որոնք հակա
դարձ Համեմատական են աջդ մարմինների դծ ա ջին չափերին, ապա աջս երկու 
մո. րմ իննե ր ի նա ջհանմ ...ն կետերում եդած դեֆո րմացիանե րը և քարվսւծա- 
թ ջանները կհամընկնեն, իսկ .ոևգափոխս. մնևրջլ կհարարերևն ինչպես աջդ 
մարմինների դծաջխս չսւփերքւ:

Թե ո քւ ե մաջից արված են մի շարր հև տե ա իք ջաննե ր:
Աշխաասւն րի վեքւջաւ1՝ օրինակների ձևով դիտված են մի չարք հավա- 

սարա ւՐււեքւ աոտձդտկանու իք ջան տ ե и/// իժ ջան , հեծանների ծոման տեխնիկա
կան սւե ո ո ւի1 ջան, կոքոր հտրվածրի ձոդի աոաձգա-պէաստիկական и քորման 
րնսւդ ավ աււնե րից:

ЛИТЕРАТУРА

1. A.f. Назаров. ДЛИ АрмССР, т. XXV. № 3, 1957.
2. //. А'. Лрутюннн. Некоторые вопросы теории ползучести, ГТТИ, М. .1., 1952.
3. В. Ji. Кирпичйв. О подобии при упругих явлениях. Собр. соч., том 1. Издание Со

вета Петроградского политехи, ин-та, Петроград, >917.
4. Ji. Л!. Качанов. Основы теории пластичности. ГГТП. М.. 1956.
5. Л. А. Гвозаев. Расчет несущей способности конструкций по методу предельного 

равновесия. М.. Стройнздат. 1949.
б. Handbook о( Experimental stress Analysis. Edited by M. Hetenyi, sec. prin., New 

York. London, 1954. Appendix II.


	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26

