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ГИДРАВЛИКА

А. К. АНАНЯН

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ПОПЕРЕЧНОЙ
ЦИРКУЛЯЦИИ В ВОДОВОДЕ ТРЕУГОЛЬНОГО СЕЧЕНИЯ 

ПРИ ИЗГИБЕ ПОТОКА

' В настоящей статье мы ограничиваемся рассмотрением одной 
частной задачи о поперечной циркуляции на повороте водовода тре
угольного сечения. После решения этой задачи мы получим теоре
тическую основу, необходимую для решения ряда практических задач, 
как например: транспортирующая способность циркуляционного по
тока. потери напора на повороте водовода и г. д. Изложении реше
ния этих задач выходи։ за пределы настоящей статьи, тем более, что 
общая теоретическая постановка вопроса о распределении мутности 
в циркуляционном потоке п о потерях напора на повороте водовода 
нами была изложена в работах |1 — 4|.

§ 1. Прежде чем перейти к выводу исходных уравнений, при
годных для исследования турбулентного потока на повороте водовода 
(для любой формы и размеров) необходимо обосновать те оператив
ные методы, на которых будут построены наши дальнейшие исследо
вания. Это необходимо еще потому, что в современном этапе развития 
теории турбулентности еще не установлена единая точка зрения об 
уравнениях турбулентного потока.

Известны следующие уравнения движения сплошной среды, вы
раженные через напряжения:

р = _ц Фл* , <^.У.Г [ <^£Л-
Л ‘ дх ду дх
(/.иУ _ г у , 0/>уу , , ^2£У

' (И г <)у дх ' дг

сП дх дх о у

Координатные оси ориентированы следующим образом: л* — но 
направлению течения, г—вертикально вниз, у — перпендикулярно 
первым двум направлениям.

Присоединяя к этим уравнениям уравнение неразрывности

= (2)
дх ду дх
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получаем четыре уравнения с девятью неизвестными их, иу, 
ч;, рхх, рУу, 'гу. %՝>•• Чтобы замкнуть эту систему уравнений, 
очевидно необходимы дополнительные зависимости, характеризующие 
свойства турбулентного потока и действующие в нем напряжения. 
Эти дополнительные зависимости не могут быть найдены только тео- 
ритическпм путем: их можно получить, в основном, из опыта. Следуя 
Рейнольдсу и отказавшись от точного воспроизведения картины тур
булентного потока, примем, что входящие в уравнения (1) и (2) 
мгновенные скорости и напряжения складываются из Усредненных и 
пульсационных величин.

Тогда систему уравнений (1) и (2), после осреднения по времени 
и элементарных преобразований для установившегося движения, мож
но представить в следующем виде:

/ - дих ֊ дих - дих \ .л д
А Ц* ау П: рА -- (/?ЛЛ р«л «*) :
\ дх ' ду дг I дх

+ т՜ (—р«* цА -г — (■« р«1- /4) 
ду дг

1֊ ди., , - <и/ч. , - дну \ , д ,Р //.г -\-llv-- --- - ֊г Ч: ֊ ?Чх Чу) 4֊
\ дх ду дг } дх

4֊-Г (Руу ЬЧуЦу) (Ту- ^иуч':) 
ду дг

/ - диг , - ди: , - ди: \ , д —•—• .
Р IIX ֊ -Г Чу — -тЧ: - = ?/- -Г — (<« ?М.г Ч•) 4

\ дх дх / дх
(3)

д — —>—՛ д — —•—•
-1 : ('у- ֊ Г'^у ч,) 4- — (/к.- — р«.- ч.), 

ду дг

где черта над буквами обозначает осредненные величины, а штри
хом обозначены пульсационные величины.

Из системы уравнений (3) видно, что уравнения турбулентного 
потока, написанные для средних величин скоростей и давлений, имеют 
гакой же вид, как уравнения Навье—Стокса, с той лишь разницей, что 
компонент гензора напряжения увеличены на:

“гл- - ֊ ГЯ/.г«л, <у ֊ Р'/д-Ку, = — р//д Мк*

-уУ —рМу^у; Ту.. рИу«2 и т. д.

Эти напряжения появляются в результате осреднения членов, вы
ражающих конвективное ускорение, т. е. в результате замены истин
ного конвёктнпного ускорения осредненным ускорением.

Число н ’иззестпых величин, которые входят в уравнения (3), 
десять. Три проекции осредненных скоростей, осреднснное давление и, 
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наконец, шесть неизвестных турбулентных напряжений. В поисках 
дополнительных соотношений, связывающих пульсационные скорости 
с напряжениями, в теории турбулентности развилось два направления. 
Так называемая „полуэмпирическая4* теория и статистическая теория 
турбулентности.

Изучение турбулентности для многих задач практики представ
ляется целесообразным только с точки зрения установления для вы
бранной точки средних характеристических величин, получаемых обыч
но путем осреднения во времени. Изучая непосредственно ос- 
редненные величины, г. е. только средний статистический уровень и 
лишь учитывая при объяснении явления влияние отбрасываемых пуль
саций на осредиениые величины, мы получаем, конечно, только при
ближенное описание явления, схватываем только основные его черты. 
Представляющиеся, однако, на первых этапах исследования наиболее 
важными для нашей задачи.

Из полученных выше уравнений было видно, что дополнитель
ные турбулентные напряжения появляются лишь при замене реального 
движения осредненным. Тогда, естественно, появляется мысль об уста
новлении связей .между искомыми напряжениями и осредненными эле
ментами потока, который в общем случае можно представить в сле
дующем виде:

= ֊ ?«.•
до, д2и, д-ц./

И-1. ֊֊у- —.у-
б'Х/ ОХ/ ОХ) ОХ/

Установить вид функциональной зависимости (‘I) пока не удается. 
Поэтому на практике прибегают. к различным гипотезам. Наиболее 
раС1!роетрйнеиная гипотеза гласит: нельзя ли напряжение (4) выразить, 
притом линейно, через средние скорости деформации в осреднением 
движении, т. е. принять, что

/ . . (,11Л л I 1 оиЛ
\ ох, ох, ’ \ ох) дх{ /

В этом выражении Л (х, у. г), в отличие от того, что имеет место 
при ламинарном движении, является функцией координат. В данном 
случае гипотетической является не столько зависимость вида (5) сколь
ко принятие того условия, что /1 (х, у. г) должна являться скалярной 
функцией координат. Для зоны потока вдали от твердых стенок во
довода. где наблюдаются сравнительно малые изменения скоростей, 
при решении многих практических задач гипотеза о скаляриостп функ
ции /I (х, у. г) оправдывается |4—7|.

Зависимость Л (х, у. ’) обычно называется коэффициентом тур
булентной или виртуальной вязкости.

После подстановки значений турбулентных напряжений из 
(5) в (3) и перехода к цилиндрическим координатам получим:
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дН , и* ди!( , ди, ди. ди* и, 
с/А» R д<? ‘ дг ' дЯ ' д& R

_А / дгчк . д-иц £ ди в __«•#. 1 &н-н
? \дЯп- ' дг* Ф R дИ /?•-/?" ог

2 . 1 Д,«И (>пи .1.Ж ^Н: । дл
"7?й ^7/ 71“ дя ' дя ь®к Ж /

1 дН , П/? дик „ ди, , ։< ди9 и/&- . —------ // О ֊ -|- и.— -■֊ -   
R д? R дЯ <>֊ R

и, да, А / у2«£ . д2и~ 1 ди, _ и, 1
R .ъ Р \ № ' '՜ R #Я R֊ R֊ ՛>;֊ (6)

2 дн^Х 1_ Л'.1 он, и дА о А си; _
! R- .у ) Г р Ь/Д> ‘ <?/? Д> Й? о: ՛ 1

дг
и , ди: 
R՝ д? Ч.

ди^ 
дг

— Чц-
д^ 
иг

. ди, 
+11!/^

АI &и: , д2и; 1 <>и: | д~ и Л
R ' R - о у )

I /дА ди, дА ди, д.А ди и \ 
о \(Я с№ ՝ дг дг 4 дЯ ~дг ) '

где

Н и ■ Р-- 4-«*)
? 2

к* этим уравнениям необходимо присоединить еще следующее урав
нение непрерывности:

<7>R оЯ Лд՛^ дх
Число неизвестных, входящих и (6) и (7), пять. Три составляющих 

скорости, давление и коэффициент турбулентной вязкости. Таким об
разом. мы видим, что даже принятие условия о скалярности коэффи
циента турбулентной вязкости не позволяет нам получить замкнутую 
систему уравнений. Поэтому необходимо искать дополнительно дру
гие зависимости для замыкания системы уравнений (С>) и (7). Из числа 
неизвестных величин наиболее изученными являются продольные ско
рости. Многочисленные эксперименты дают нам возможность установить 
общий вил функции распределения продольных скоростей для довольно 
широкого класса задач практики. Поэтому, R дальнейшем, при опре
делении (в первом приближении) поля скоростей на повороте водо
вода будем задаваться продольными скоростями до поворота, где име
ется вполне установившееся турбулентное движение.
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Избранный нами путь замыкания приведенных выше, уравнений 
является не строгим и с точки зрения теории на первый взгляд мо
жет оказаться даже нс приемлемым, но. будучи убежденными в том, 
что заданная функция распределения продольных скоростей с ее пер
выми и вторыми производными очень близка к истинной, то в этих 
условиях мы можем считать, что результаты решения уравнения (6) 
и (7) в отношении остальных неизвестных должны привести к прав
доподобным результатам. Конечно, при этом не. исключается необхо
димость проверки совпадения окончательных результатов, полученных 
теоретически с экспериментом.

§ 2. Решение системы уравнений (6) и (7) в общем виде пока 
нс представляется возможным. Поэтому вводим ряд ограничений, что 
не может чувствительно снизить точность решаемой задачи.

1. Принимаем, что а соответствующих точках всех поперечных 
сечений изогнутого водовода скорости не меняются, г. е. принимаем 
движение осесимметричным.

2. Принимаем, что поле продольных скоростей до поворота во
довода является известной функцией координат.

После введения этих упрощающих предположений решение си
стемы уравнении (6) и (7) будем искать в виде рядов по степеням

малого параметра £ , где Ь — линейнин размер потока, например,

ширина водовода. /? — радиус закругления поворота.

ц. ֊ «?п -г ֊ е8«?։ £аи0; -К • • •
Ир = ЕМ/?, — £=///?, 4- £3//^, 4- • • • 
и- — 4- в8«.։ 4- £а/г. |- • • •
Л=Л + еЛ։ 4-£2Л24-5М3 -| ...

При помощи этих рядов решение системы уравнений можно 
получить при приближении. Займемся исследованием системы диф
ференциальных уравнений в первом приближении, т. е. примем, что 
продольные скорости на повороте водовода можно выразить в виде 
следующего ряда

« --ч. и.л (9)
R

где функция распределения продольных скоростей до поворота 
водовода. с(/?. г) — некоторая неизвестная функция координат. /?— ра
диус закругления поворота. Для пологих поворотов /? можно заме
нить радиусом закругления оси поворота т. е. /?„.

Условно примем, что продольные скорости до поворота водовода 
имеют порядок единицы. Тогда нетрудно показать, что поперечные 
скорости «/? и п.: имеют порядок £. Действительно, раскладывая функ-
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/b п \ fb ЦП 10 /?,֊■■• ) и

Тейлора в точке R -> ос получим:

и? и их производные в ряд

• «л?(0. и^, Re--}- - ’/4(0. //?6. /?<••••) j----- ,(10)
/ R

К:.. Re'" ) = /4(0, Re- ) '' «J(0. и. ,/?,-■•)+•■-,(11)
R

Так как на прямом участке водовода, । де/? ֊> со поперечные ско
рости отсутствуют, следовательно будем иметь, что ик (0, п- . /?и • • >) О 
и 4(0, /?г---) = 0.

Аналогичным образом мы можем поступить и для скоростей и:. 
Из соотношений (10) и (И) мы получаем наш первый основной вывод:

Поперечные скорости и их первые производные имеют порядок £ - — .

ди: ди. р ди.Отсюда вытекает, что произведения вида и • иг и. имеют 
(/R Ж дИ

п ди= Ь \ 1Г д \
порядок £֊; и- 0^ — / R \ аН " Т’ Л’ 10 касается слагае’ 

дН ОН ОНмых —֊> и • то они являются конечными величинами.
<//? дг

Вторые слагаемые в правых частях уравнения (6) хотя и со- 
оА ди R держат производные от и.- и и^ но порядок произведения - —- и 
(/R дR

т. д. получается не выше так как производные от коэффициента 

турбулентной вязкости имею! порядок не ниже порядка продольных ско
ростей. И. наконец, из соотношения (9) видно, что -֊-• и '>и- имеют 

(Н1 Ох

Принимая во внимание все зги соотношения из дифференциаль
ных уравнений (6). мы можем отбросить все величины, которые имели 

Апорядок выше Тогда получим: 
•

—С и _ jd (
dR ’ OR R Д OR* dz‘ J 1

, 1 /()дАдпк dA dus , дЛ our\
+ Д-J/? OR *՜ ~z Iz li) ( )

1 dH A ( 0“Uc o2Uc I du - \
R d-л p \ oR~ dz2 R OR)
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, 1 .дАди, _ /с дА ()а^\
"г р \dRdR R д^ д^~дг '

дН ди? Л / г/2//.- д~и- \ , •------- и — -- — —■ I —:—— -} -----— | -I-
? дг - дЯ* ох- I

। (,!г- •?('л дАдиф\
՛. ( (/R «R ~ дх дх ' дЯ дх)

Из уравнения неразрывности (7) имеем:

1 дР&,х) 1 дР(И. г)
R дх ՝!!- R «R

(12)

(13)

где Г (7?, х) в дальнейшем будем называть функцией поперечной 
циркуляции. Из системы уравнений (12) видно, что поле скоростей

поперечной циркуляции на повороте водовода с точностью

определяется из первого и третьего уравнений и независимо от вто
рого уравнения. С учетом (13) первое и третье уравнение системы 
можем представить и следующем виде

дН ди и՜ —А / 2 дР 2 дгР 1------- ц --- ------- — =____ I__________ ___—------------- 
дЯ у R р \И3дх Р*дКдх R

1 о Г \ ■ ՛՛.'■• ՛'.'<՛ 'Ъ\ С^/уД
R дх-дР / Г р Г дR ՛ (Щ дх дR дх дх )

ОН ди.֊ Л / 2 дГ 2 д՛ Г 1 д3Р ,
дх ՝ дх Л R3 (/R ^֊0^ RUR3 

, 1 <•/’/■ \ 1 /д.-\ он. (9.1 ,/!/. ().\ дик\
"т՜ R дг-дН 1 р ՝ ОР дЦ дг дг дН дг ՛

(14)

Продифференцируем первое уравнение системы (14) по г, а вто
рое уравнение по R. После почленного вычитания и ряда пре
образований получаем следующие дифференциальные уравнения 
|2|. 18|.

ОК'Ч о/р\ <):"֊) дгг\ М-1 ' Й2։\ дг’/
(15)

Из второго уравнения системы (6) с учетом (9), (13) и внесен
ных выше упрощающих предположений нетрудно получить общее 
дифференциальное уравнение для Л. Подставляя (8) во второе урав
нение системы (6) после ряда преобразований и отбрасывания вели
чин второго порядка малости получим:
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Л* ( л «К \ , д ( л ди.К„ \ ()/-/ . „ЯЛ----- 4-- Л--------~)—Р — - й/р ։16)о/Л (Ж I дг\ <)г } Яд? *

Анализ этого дифференциального уравнения дай в |9|. Из ур-ния 
(16) видно, что коэффициент гурбулснтного перемешивания в первом 
приближении определяется по заданному полю продольных скоростей 
до поворота водовода.

Таким образом, при заданном поле продольных скоростей до 
поворота водовода при помощи уравнений (15) и (13) .можем опре
делить, с точностью О [ ֊֊ У поле скоростей поперечной циркуляции 

на повороте водовода. В этом и заключается сущность решения по
ставленной выше задачи в первом ее приближении. Для нахождения 
решения той же задачи в последующих приближениях необходимо 
сохранять в уравнениях (6) величин О ) и выше. Следует отме

тить, что для поворотов с большим радиусом закругления уже пер
вое приближение в основном решает задачу и нет нужды в данном 
случае прибегать к использованию последующих приближений |8—10].

§ 3. Для решения дифференциального уравнения (15) необхо
димо устанавливать граничные условия. На основании данных много
численных опытов и теоретических исследований [5,11] установлено, 
что при турбулентном движении у пристенного слояшогока образуется 
тонкая пленка, где турбулентные напряжения настолько малы, что 
ими можно пренебречь по сравнению с вязкостными напряжениями. 
Принимаем, что толщина переходной области мала и. что напряжения 
по ту и другую стороны этой области равны. С точностью О (о) ука
занное выше граничное условие можно представить в следующем 
виде |2. 8]

с пря- 
бсско-

где А коэффициент гурбулснтного перемешивания на границе ла
минарной пленки, с —толщина ламинарной пленки, р- -коэффициент 
вязкое։н, г0 радиус кривизны контура водовода. Для водовода 
нелинейными очертаниями контура очевидно будет равна 
вечности, поэтому выражение (17) примет следующий вид:

= 0 
Р ди2 дп / г

Для шероховатых водоводов принимаем, что у пристенного слоя 
ламинарная пленка, а если образуется, то она не. сможет играть су
щественной роли в процессах передачи динамических усилий от по
тока к стенкам водовода.

Таким образом граничное условие (17) для шероховатых водо
водов можно представить в следующем виде:
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'2Г
()п г

-О (19)

Второе граничное условие для гладких водоводов выводится из
/ ^1условия равенства скоростей на твердой стенке водовода т. с. — 
\ 1г

а д/7 _ .. . д1՛-Он— = 0, что можно заменить записью вида /• О,— О
дг г г г

где д —направление нормали к поверхности]. Не трудно доказать, 

что если на границе ламинарной пленки пренебрегать величинами 
О (о), то функцию поперечной циркуляции можно принимать равным 
нулю |2|;

/•’(5) -О 
.г

(20)

Таким образом для гладких поверхностей будем иметь граничные 
условия интегрирования для уравнения (15) в виде зависимостей (17) 
и (20). а для шероховатых (19) и (20)

§ 4. Решение уравнения (15) при заданных граничных условиях 
17), (20) или (19), (20) осуществляется вариационными методами. 
Этим путем было получено решение поставленной выше задачи для 
водоводов прямоугольного и круглого сечений [3] и [8], В резуль
тате произведенных исследований было доказано, что решение задачи 
о поперечной циркуляции можно упростить путем замены в уравне
нии движения переменного коэффициента турбулентной вязкости его 
осреднениой величиной |3—1|, [6|, [10]. При этом ошибка составляет 
лишь несколько процен гон, что не имеет практического значения. По
лученный вывод подтверждается гак же данными экспериментов |3[, 
|7|, [12]. Учитывая у-ло положение, мы переходим к решению задачи 
о поперечной циркуляции для водовода треугольного (равнобедрен
ного) сечения предварительно заменяя в уравнении (15) переменный 
коэффициент турбулепт- 
ной вязкости средней его 
величиной но сечению во
довода.

В соответствии с при
нятой на рис. 1 системой 
координат граничные ус
ловия на боковых стен
ках водовода можно со
гласно (18), (20) пред
ставить в следующем 
виде:

о =0 (21)
\ ду ду" / .•-« ֊--о
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(дЕ . , дЧ' \ I „ л . До4- к ) I = о Е =0 где к = — (22)
\ог Ог“ / |у„о у—о н

На свободной поверхности потока должны удовлетворяться ус
ловия: равенство нулю нормальной к поверхности скорости и каса
тельных напряжений (т. е. эпюры скоростей должны подойти к по
верхности потока по направлению нормали). Для принятой системы 
координат нетрудно доказать, что эти условия запишутся так:

Е (23)

' -2 "1,: 'ЛЛ|| =0
и/ дуд? 02- I Ут-_я

(24)

Решение задачи будем осуществлять но методу Галеркина |13|.

/•(У. г)֊ /(У, г) : ф(у. г) (25)

где ф (у, 2) представляет из себя ряд с неопределенными коэффици
ентами. которые определяются из граничных условий.

Функция ф(ц, г) есть бигармоннческая функция двух перемен
ных.

Функция /(//, 2) выбирается гак, чтобы она удовлетворяла диф
ференциальному уравнению движения и частично граничным усло
виям.

Функцию ф(у. 2) представим в виде следующего ряда
ОО

ф(у. 2) ьЬ
/?=!•• •

пт. (а — , нт.у -+1 пт.у , пт.г
 $щ ' --(- 1)--------$11֊ ■ $1п - 

и.------------ а а • а

У/>՛ $11 8|п ™ 
а а а а

1X1! уС„ (й ֊ г) С11Я’-^-гЧ1п "еИ ля-%11։п֊г] ■ 
а а а ап~1 • • • ՛

+ УД, (а ֊ V) ей лп — - (- 1)” ’ ՝г ей — 5щ I ■ (26)
““ а а а а ]

Нетрудно заметить, что ф(у. 2) представленная уравнением (26). 
удовлетворяет граничным условиям на свободной поверхности потока 
при любых значениях постоянных Д.„ В,:, С„ и £)«. Эта функция удов
летворяет также бнгармоническому уравнению.

Функция /(у. 2) может быть представлена в виде следующего 
полинома.
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/(у,г) 1(У г—a)4֊^2u(y — r —л)3 —о3(у г֊-а)| (27)
Нетрудно заметить так же, что /(у. г) представленная выраже

нием (27), также удовлетворяет условиям на свободной поверхности 
потока.

Для решения задачи о поперечной циркуляции необходимо за
даваться распределением продольных скоростей до поворота водо
вода.

В гидравлике треугольные водоводы исследовались очень мало, 
поэтому, за неимением более достоверных данных, эпюру распреде
ления продольных скоростей выразим формулой вида

/ г \ ’Л <77-----77
и "о I — I 1 — I — — I •\ а / I а \ а )

(27)

которая соответствует опитым данным Ннкурадзе.
Необходимо отметин», что в работах |4|, [10| доказана теорема 

об .устойчивости- (малое изменение) поперечных скоростей при различ
ных степенных законах распределения продольных скоростей. Поэтому 
это дает нам уверенность предполагать, что если формула вида (28) 
не точно отряжает истинную картину распределения продольных ско
ростей. то конечные результаты для «у и «. от этого чувствительно 
не должны разойтись с действительностью.

Подставим функцию Г(у. г) определяемую из выражения (25) в 
уравнение (15) при Л = Л։р const. Тогда с учетом (26) н (27) 
получим

9Sm=--f!i-L. J-/2.-1) (28)
Лср а а \ а /

Разложим левые и правые части уравнения (28) в ряд Фурье в 

пределах от 0 до а по sin—• После элементарных преобразований 

будем иметь

384///^ 1
' ~sln ~ — п

2/Л- у I н3
«я11 “

П։=1

— (л:֊: — 2) COS//- —2|

. d’cos/i- । ։ /.’֊V 4-------------- sin —<
пт. | а

откуда

J“’l'l-(«։=։֊2)cosn=-2| I ,|3cos"՜) 
=_ у «Чт I //ап3 ___________ пт. I

‘ 384

у
48 h.4։pxs(2«. — 1)» 

л -!•••
(29)
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Таким образом дифференциальное уравнение движения (15) (с 
осреднеииым значением Л) с учетом (26- 29) удовлетворяется.

Остается удовлетворить граничным условиям на контуре треу
гольника. Число граничных условий шесть (21—24). Функции ф(у, г) 
и /(>'.<) подобраны так, что они удовлетворяют условиям на гипо
тенузе треугольника, при любых значениях постоянных. Остается 
удовлетворить четырем граничным условиям на катетах треугольника. 

Постоянные Д..։, Вг!, Сп и 1)а определяем из граничных условий 
(21—22). Граничные условия (21) с учетом (25—27) можно предста
вить в следующем виде:

\ау ду~> у-о — а а а а

ос>
У я,.. Г"-ch//-sin 1)я+1 

a a 

n- n~ (a — z)— (rt — z) ch —-------
a a

(—l)“+l sin^ 
a

. , ,!~z—eh/zitsin — 
a

и- sh /ZTZSln HT.Z 
a

nr. nr..
-zch 

a a

co

+ У D„

n— •

nr
a

. nr.z sh//-sm— -։•
a

. , nrz , nr . , nr.z n~r.“sh sin------ i----- sh nr. sin------ 1-------
a a a . a

. , nr.Zchflnsin 
a

֊ 12w[(z —a) a|z —a)| /w|4(z—a)3-| (\a (z — u)~— <z3j. (30)

Разложим в ряд Фурье ice те члены в (30й), которые не содер

жат sin֊"՜՝• Пользуясь обычными формулами раз жжения функции 
• а

f (z) в ряд Фурье, т. е.
и

f(z) Va«sin/?‘-. где але=— C/(z)sln—(Zz (31) 
a a J а

и
окончательно получим:
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<ю
пт. ,пт.(а — г) 1 V . , я՜֊ ятс . п~.г— 811 —------- - -- — > $11/гя 81п—;—§11---- =
а а а а. и ап=1

оо
1 V ։ , лтсг • я՜ . . . пг. (а — г)------' §1) пт. со§ пт. $1п—, — (а — г) ей =
а а а а

л=1 • • •

о>
V / . , пт.х.пт. пт.2= У (с!1«-----------I §1П -»— 2С11---- =

\ пт I а. а. а
п— 1 ■ • 

. оо
V /впяи . \ , пт.г= х---------СЙ Ян С0$ Я“ 81П--------- (32)

, \ Я“ / ял—I • •

т|4(г~я)3+6а(г—,«)2 —«а| т V 4՜֊ IX
““ \ П*т.л пт. /

л=1-- '

X [1 4- (— 1)"| 51П — а
со

12/71 [(г — а)” п{2 — а)\ = ^а-^- У |(— 1)" — 1| §11/'' ’ (33)
/гп3 а

/։=֊■ I • •

С учетом (32—33) граничные условия (30), после ряда элемен- 
пт.ггарных преобразований и сокращении на §1п —. можно представить

в следующем виде:
■йо- - °®
У Л„ — 511 пт. — (֊ 1 )■';: — I ֊ У — — ей пт.
— а Я ] . I п«=!-••■ п = 1

+ (֊1)’+' ---811 7/-СО5 ПТ. Сп СЙ Пт. 
а

яИ пт.
пт.

йг. — СЙ пт. — пт. ьй пт. §Й п-

//=!•••
п
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Диалогичным образом получаем граничные условия на катете.

+ V 4,[-д2сЬДг.|.(-|Г .?Ь««со5Д^
дг* I1-0 . I а а

п= I • • •

511 п~ ( !)«+։'22:1 , 
а а

со
4- V (?,..[ -п*$Ьпт. . С11«֊֊ (-1)"+։

У а[сил- ( 1)я+1]-ь 
*“ П~

$Ь пт. -Ь

~ У Ся[ 2 — эй пт -|- п-^- сЬ лИ | 
л-։-.- ' а а

I- £ ֊^К֊1)’֊и) +
““ /1-Т3

п- I
00

+ £ -(к-п’-ч-0 оз)
Граничные условия /•՛ 0 и 0 после ряда элементарных

преобразований, можно представить и следующем виде:
ОО
У /<։5Й Л’51П—'

<х>
4֊ У йпа.с11/г“51п 1— ш |(г — г/)՜* ■ 2а (г — а)9— гг(г— «)| 0 (36)

*՜ а *№!•••

Последний член в выражении (36) разложим в ряд Фурье по 
. пт.г ...5Ш----- 1огда получим:

а.

т[(г — а)< 2а(г - а)’—а’ (г — л)| V ±5т'— (37)
-5 —' па ал=1 - •
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С учетом этого выражения (36) окончательно примет следующий 
вид

V п . .к՝՝ Ли । 96 а*т А /оо.> • а1.)г1скп- |- — () (38)
&=!••• /г—։•••

Аналогичным образом получаем следующее выражение для 
граничных условий /՝1 О:

со
У .4„$11?2“

п— I • • •

ОО
' аСлсЬпг. | —О

г3П°
л=1 • • •

(39)

Из (38) и (39) видно, что Лп = Вп, Сп Оп.
Суммируя уравнения (30) и (35) и учитывая, что = Вп и 

£)„ - Сп получаем два уравнения с двумя неизвестными А,։ и
После совместного решения этих уравнений и ряда элементар

ных преобразований получаем

96а4/п 811 п~
п^зЪп- а

— п- «и пт. 4- (- •

(- 1)Л+’ С0$/2—)—

(с!1 П~ СО5 п-— 1 )—

— П ” ((— 1)”11 — ей п~) 4֊ —- /гп- $Ь //.- —
________ а____________________ аг_______
$11/27: 11 , , , .«+1 1 , ,л/ ~п~ и ■ <------ 1 4-(—О со5д^| 1 /< $й/2-4-------- сй//-

пг. \ а а

______ п3-3_____________________
1 _к $ь пг. (1 4- (— 1 у1՜1 ) со$ пт. — 

$Ь /2- [ а

-та4֊4т+-)к-1)“+ч\ п3-9 п _____________
- ((— 1 )"+1 4- сЬ п- 4- ֊д"2՜2^

. 96<74/7/.4 л - С!։ —- - • • •
$11 72-

(40)

(41)

Ряды (40) и (41) быстро сходятся, поэтому для практических 
расчетов вполне достаточно ограничиваться первым членом разложе
ния. С учетом этого обстоятельства выражение скоростей поперечной 
циркуляции окончательно можно представить в следующем виде:

2. Изв. ТН № 3
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1 ( . Г “ ~ (« ~ х) , ~ х ~У ,иу=— Л։------ сЬ—-— — $111 ' 511֊' СОБ------Ь
/?0 I | а а а а а а

, те . те (а —г) тег те тег , те? ] ,֊1-----яИ —֊---------- СОБ----------- сЬ — 81 п — I -р-
а а а а. а а |

[. .те к (а —г) те? , -(а — г) , теу— (а —г) — бЬ--------—-$1п-'-—сЬ— ----- -$ш-----
а а а а л

те те? тег . те те (а — ?) тег
------ у сп — соб------ (а — у) С11  — соб  

а ' а а а а------------ а

, г.2 ։ те?— с!1 ---Б1П - ----
а а

т. . те?г $п $1п —
а а а

4-

«о?
48 Ь **А(р

|4(г -г.У — я)3 (г-г у — а)2 а’| •••» (42)

.. _ _ ։ [д, р. 8Ь с0։ . с1։ ։։п **. _
/?0 I [ а а а а а а

те те (а — У) , тег те , тег те? ‘------ С11 —- ֊— Б1П 511 — СОБ ' -Г 
а а------- а а а а

4- С\ [ " (а — г) сЬ соэ — сИ ~ — $1п —
[ а а а а а

- У 5|> ** ։1п ~ - СИ ։|п “ -
а те а а а 

(</ —у)те те(£ —у) тег те , тег те? 1_ __  -------------------£— 81 п-------- г С|1 — со$ — 4-
а а а а а а |

+ |8֊г14(‘֊у֊«։-6«(-В'-֊»)5֊<։։! 4о»* 11 -4 гр
(43)

Как видно, окончательные расчетные формулы для иу и //. по
лучились довольно громоздкими. Однако, нетрудно видеть, что все 
функции, входящие в выражения для //.. и и. легко табулируются, 

если задаться значениями относительных координат * и '֊— К.
а а |4

С учетом этого замечания формулы для иг и и- можно предста
вить и следующем виде:

а, = 0,003^-% Л (у, г)
А 0*4 ср

«_. = -0,003^р/։(у, г) 
/^Аср

(44)

(45)
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Значения функций /։ (у, г) и /2(у. г) приведены на рис. 2. При 
К ^0 общая картина поперечной циркуляции выражаемая расчетными 
формулами (44) н (45) представлена па рис. (1).

Рис. 2.

Из рис. (!) видно, что качественная картина поперечной цирку
ляции в треугольном водоводе вполне подтверждается данными как 
модельных, так и натурных наблюдений (14]. Количественное сопо
ставление не можем делать гак как в опубликованных работах не 
приводятся необходимые для этого данные.

При других эпюрах распределения продольных скоростей изло
женный выше метод, а также ход решения задачи остаются не
изменными.
Водпо-энергетическнй ннституг
Академии наук Армянской ССР • Поступило б I 1957

II.. Կ. Ա’։.1Լ՜ւ.81Լ՜։<
ԸՆԴԼԱՅՆԱԿԱՆ 31՚ՐԿՈ1՚ԼՅԱ31՚Ա31՚ հւՆԴՐ1» ԱՈՏԱՎՈՐ ԼՈՒԾՈՒՄԸ 

էՌԱՆԿՅՈ1’ՆԱՋԿՎ ՋՐԱՏԱՐ ՈԼՈՐԱՆՆԵՐՈհՄ
II. մ ւ|։ ռ ւ|ւ ո ։ մ՜

Հոդվածր նվիրված I, եասնկրսնաձե աս սւնէյրսւոիմ եարիկ ջրատար ոլո
րաններում ւյիր1րւ։ լ րւււյիալք< ինդրի լու է)»/ անր:

Ստացված արդլունրնե րր կարոդ են կիրաո.վԿ մի շարք պրակտիկ ի։րն- 
դիրնևրի լուծման համար, որոնք հանդիպում են հիդրոտեխնիկա փ դտնադան 
րնսսրտէսքւնհրոէ մէ

հլներւվ միջինադրած- րոտ Ժամանակի ա/ո րրու քենա շարժման դիէիե֊ 
րհնլւիալ հավասարու մներիդ, կիրաււելով փոքր պարամետրի մեիքոդր, Հնարա
վոր Լ դ սւււնու մ նշված հավսւиսւրա մնևրր պարզեցնել: Որպեո ւիււ րր պարա
մետր վերք1րվ՚»ծ Լ ջրւոաարի լտլհութրոնր և ոլորանի շւոոավդի հարարերու- 
թրււնր, շարէիման հավաոարումներր պարւլելքնելու Ժամանւոկ ա՚հւոեււված են 
րււրւր ալն անդամներր, որոնք ոճւեն О ( հ>֊» ավելի րարձր 1րպպ։

Պարրւեէքրած հէ1ւվւոոարոււ1նհրիլւ (1И) ոէրտաքոելով ճնշւէ ան // եծավմլունր 
ե օւլավե/ով անիւդելիոէվժլան ■‘■աւվ՚աւարամիւլ հնարավոր Հ դաոնում աոանալ 
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շաpdd’ ան վեջնական \ավա։ւաput d ր աս անդքս։ սիմ եարիկ ո (tipiu'h'hli րի համար, 
(la). հավասարած՛ն ինա/էդրերս համար որոշված են սահմանային պար 
մաններր հարի! ե խորդուբորդ պատերի դեպքում: Հարթ պատերի համար 
ււահմանաքին պա pl է/ւններր (17), |Հ20 j ւսււադված են, րնդ ո ւն ե էով, որ պաաերի 
մոտ աոաջանու d Է լամինար թ ադանթ. խորդ ուրորդ պաաերի դեպքում լա
ծին ար թ ադանթ ր կտբոդ /; բոլորովին չաււս>ջւււնա ր իսկ եթե աոագանա իլ, 
ապա 'հա ոչ մի դեր չի կարոդ խուդա/ դինամիկ պրււդեոների համար։

(1 դ ավե/ ով (1'. <1'ալրւրկի,1էի մ ե թ ոդ իք/ ԱէՈւսք/ված Հ դի!ի // բեն ;/ իա / հա/լիս- 
սարման (!•>) ինսէեդրա/ր հավասարակողմ ես անկրէ ւն աձե հարթ պատեր ունե- 
դոդ լրատարի համար: Անհրամե շա ի նշեր որ հավա սա րմ ան ինաեդրմ ան 
thud' ան ակ uuu ր րոպեն tun լ/il րււն դո րծակդի փոփոխական ա րմ երր. խնդրի պւսր- 
դեք/ման հս/d'ար, փոխսւբինված Լ 'հրա միջին արժեքով' рпш կտրվածքի մա
կերեսի։

Uտարված վերջնական հա շվ'ալին բանաձև ի հաւք ար (մ !)> (՜^՚՜է) կադմված 
են տդ(ա սակնեբ բնդանելով, որ լամինար թադանթի հա ։։աու թ ր։ւնր հավասար 
է ՂՐՈ11Ա
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