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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòîé ïðèìåð íåëèíåéíîé çàäà÷è îòðàæåíèÿ-ïðîïóñêàíèÿ èçëó÷åíèÿ
îäíîìåðíîé ðàññåèâàþùåé è ïîãëîùàþùåé èçîòðîïíîé ñðåäîé êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé
òîëùèíû ïðè êîíñåðâàòèâíîì è èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè. Ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ðàçðà-
áîòàííîãî ðàíåå àâòîðîì ìåòîäà ëèíåéíûõ îáðàçîâ (ËÎ) ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Äëÿ èñêîìîãî ËÎ ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå. Ñ åãî ïîìîùüþ ïîñòðîåíî
â ÿâíîì çàìêíóòîì âèäå ðåøåíèå çàäà÷è îòðàæåíèÿ-ïðîïóñêàíèÿ ïðè äâóñòîðîííåì
îñâåùåíèè ñðåäû êîíå÷íîé òîëùèíû è îïðåäåëåíî ïîëå èçëó÷åíèÿ âíóòðè íåå ïðè äâóõ
âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ïîñòàíîâêàõ - "ïðÿìîé" è "îáðàòíîé". Ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå
ðåçóëüòàòû, èëëþñòðèðóþùèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðåøåíèÿìè èññëåäóåìûõ çàäà÷ â ëèíåéíîì
è íåëèíåéíîì ñëó÷àÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ: íåëèíåéíàÿ çàäà÷à

1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäà÷è ïåðåíîñà ëó÷èñòîé ýíåðãèè
â àñòðîôèçè÷åñêèõ ñðåäàõ (çâåçäíûå è ïëàíåòíûå àòìîñôåðû, ìåæçâåçäíûå
îáëàêà, êîñìè÷åñêèå ãàçîïûëåâûå êîìïëåêñû è ò.ä.) èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè
èíòåðïðåòàöèè íàáëþäàåìûõ ñïåêòðîâ êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ôèçè÷åñêèå
ïðîöåññû ìíîãîêðàòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì ïðèâîäÿò ê
âçàèìíîìó èçìåíåíèþ ïåðâè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê êàê ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ â
äàííîé ñðåäå èçëó÷åíèÿ, òàê è ñâîéñòâ ñàìîé ðàññåèâàþùåé è ïîãëîùàþùåé
ñðåäû. Â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ ïåðåíîñà ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü ïåðâûé èç óêàçàííûõ
äâóõ ôàêòîðîâ, ïðè ýòîì îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè
çàðàíåå è íåìåíÿþùèìèñÿ. Â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ ýòî óïðîùàþùåå
ïðåäïîëîæåíèå íå äåëàåòñÿ, ïîýòîìó óñòàíîâèâøèåñÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ
èçëó÷åíèÿ è ðàññåèâàþùåé ñðåäû òåïåðü îïðåäåëÿþòñÿ ñîâìåñòíî - ñàìîñîã-
ëàñîâàííûì îáðàçîì. Ââèäó ìàòåìàòè÷åñêîé ñëîæíîñòè, èññëåäîâàíèå òàêèõ
çàäà÷ â îñíîâíîì ïðîâîäèòñÿ ëèøü ÷èñëåííûìè, à â ëó÷øåì ñëó÷àå, ÷èñëåííî-
àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè (ñì., íàïð., ëèòåðàòóðó ê ðàáîòå [1]). Îäíàêî âàæíî
îòìåòèòü, ÷òî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ âñå æå
óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêè â çàìêíóòîì ÿâíîì âèäå. Ðàññìîòðåíèå òàêèõ
ïðèìåðîâ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó âûïîëíåííûé íà èõ
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îñíîâå ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî àíàëèòè÷åñêè âûÿâèòü
îñíîâíûå ðàçëè÷èÿ ôèçè÷åñêèõ êàðòèí ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ìîäåëåé
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ÷àñòåé, ïðèâîäÿòñÿ àíàëè-
òè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðîñòîé íåëèíåéíîé çàäà÷è ñâå÷åíèÿ îäíîìåðíîé è èçîòðî-
ïíîé ñðåäû êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé òîëùèíû, ñîñòîÿùåé èç äâóõóðîâíåâûõ
àòîìîâ, ïðè ÷èñòîì è èçîòðîïíîì ðàññåÿíèè â ñëó÷àå äâóñòîðîííåãî îñâåùåíèÿ
ñðåäû èçâíå. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü àíàëèçèðîâàòü òàêæå ðÿä
ñìåæíûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïåðåíîñà â èõ "ïðÿìîé" è "îáðàòíîé" ïîñòàíîâêàõ.
Â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ïîëÿ èçëó÷åíèÿ è îïòè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ñðåäû îò ìîùíîñòè âíåøíåãî âîçáóæäàþùåãî èçëó÷åíèÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ îäíîìåðíàÿ ñðåäà ãåîìåòðè÷åñêîé òîëùèíû L, ñîñòîÿùàÿ
èç äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ, êîòîðàÿ ñî ñòîðîíû îáåèõ ñâîèõ ãðàíèö l = 0 è
l = L íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì èíòåíñèâíûõ ïó÷êîâ âíåøíåãî âîçáóæäàþ-
ùåãî èçëó÷åíèÿ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè x è y, ñîîòâåòñòâåííî. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
èíòåíñèâíîñòè u(x, y, L) è v(x, y, L) âûõîäÿùåãî èç ñðåäû èçëó÷åíèÿ,
ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ïðàâóþ è ëåâóþ ãðàíèöû, à òàêæå èíòåíñèâíîñòè

 LyxlI  , , ,   è   LyxlI  , , ,   èçëó÷åíèÿ íà ïðîèçâîëüíîé ãëóáèíå l, èäóùèå
ñîîòâåòñòâåííî â íàïðàâëåíèè ïðàâîé (+) è ëåâîé (-) ãðàíèöû.

2. Èñõîäíûå ñîîòíîøåíèÿ. Â ðàáîòàõ [1-3] (ñì. òàêæå [4,5]) íåëèíåéíàÿ
çàäà÷à ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â îäíîìåðíîé àíèçîòðîïíîé ñðåäå êîíå÷íîé
ãåîìåòðè÷åñêîé òîëùèíû â ñâîåé îáùåé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàëàñü ñ ïîìîùüþ
ïðèíöèïà èíâàðèàíòíîñòè è ìåòîäà ñëîæåíèÿ ñëîåâ [6-8]. Äàëåå, ñ öåëüþ
äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ ðåøåíèÿ äàííîé  íåëèíåéíîé çàäà÷è, â ðàáîòå [9]
áûë ââåäåí ìåòîä ëèíåéíûõ îáðàçîâ (ËÎ) ðåøåíèÿ çàäà÷è (ïåðâîå ñîîáùåíèå
îá ýòîì ñì. [10]; â [11] ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ
èçëó÷åíèÿ âíóòðè ñðåäû). Ëèíåéíûå îáðàçû ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè
ôóíêöèÿìè, îïèñûâàþùèìè ïðîöåññ ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ îäíîãî ôîòîíà
èëè èõ ïó÷êà åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, ïàäàþùåãî íà îäíó èç äâóõ ãðàíèö
ñðåäû, â òî âðåìÿ, êàê ñàìà ñðåäà îñâåùåíà ñ äâóõ ñòîðîí. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ðåøåíèå èññëåäóåìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè óêàçàííûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé.

Â ðàáîòå [9] (ñì. òàêæå [12]) äëÿ âåëè÷èí u è v äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ
èçîòðîïíîé ñðåäû è êîíñåðâàòèâíîãî ðàññåÿíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ:

    xTyxvyTyxu  , (1)

è ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèe ïîëíîé èíâàðèàíòíîñòè Àìáàðöóìÿíà (ÏÈÀ)
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ÿâëÿþùååñÿ  êâàçèëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñèììåòðè÷íîãî
âèäà, ãäå âåëè÷èíà    LyxTyxTTT L  ; , ,   ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ËÎ ïðîïóñ-
êàíèÿ, à

        ,  , ,
yx

uykvxkxyMyxM



 (3)

ãäå  k  - êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ äëÿ äàííîé ñðåäû ïðè ýëåìåíòàðíîì
àêòå âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì. Èçîòðîïíîñòü ñðåäû è êîíñåðâà-
òèâíîñòü ðàññåÿíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ â ñîîòíîøåíèÿõ

    ,  , , xyuyxv  (4)

1,  TRyxvu (5)

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå âåëè÷èíà    LyxRyxRR  ; , ,   ÿâëÿåòñÿ ËÎ îòðàæåíèÿ.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ óðàâíåíèÿ (2) çàäàþòñÿ â âèäå:

        ,  ; ,0или ;0 , yLyTxLxT  (6)

ãäå âåëè÷èíà    L ;  åñòü ðåøåíèå áîëåå ÷àñòíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è
ïðîõîæäåíèÿ åäèíè÷íîãî êâàíòà ÷åðåç ñðåäó ñ îäíîñòîðîííèì îñâåùåíèåì [9]

    , 
2
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2 2 

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

 kk
L (7)

, или1 00 qL 
 (8)

à âåëè÷èíà      LTLLqqq L  ;0 ,0 ;0   - àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå ëèíåéíîé
çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùåå õîðîøî èçâåñòíîìó óðàâíåíèþ èíâàðèàíòíîãî
ïîãðóæåíèÿ ( Ll 0 ):

        , 
2

 ,00, 1, 
2 12000
02 Bhvlnlklkkkqkqq

l l 



 (9)

èìåþùåìó ðåøåíèå [4]

  . 
2

1
1

0
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


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



 
 qqL (10)

Â ñîîòíîøåíèè (10) èñïîëüçîâàíî ïîíÿòèå ïðåäåëüíîé (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùåé
ëèíåéíîìó ñëó÷àþ) îïòè÷åñêîé òîëùèíû [5]

    . 
2 0

12
0

00  
LL

dllnBhvdllk (11)

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé
âûøå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí Ivu  , , , íåîáõîäèìî âíà÷àëå íàéòè ËÎ
ïðîïóñêàíèÿ T(x, y; L) èç óðàâíåíèÿ ÏÈÀ (2)-(3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
(6), îïðåäåëÿåìûìè èç (7)-(8). Íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ íèæå ðåçóëüòàòîâ
ðàíåå áåç äîêàçàòåëüñòâ áûëè ïðåäñòàâëåíû â [13,14].
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3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÏÈÀ äëÿ ëèíåéíîãî îáðàçà ïðîïóñêàíèÿ .
Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ïðè êîíñåðâàòèâíîì ðàññåÿíèè [9] èìååò âèä

      , , 
1

0 , yx
b

klkk 
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 (12)

ãäå

, 1
42 1
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2112
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
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


g
g

hv
c

A
BBb (13)

(çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ [15]).
Äëÿ ïåðåõîäà ê ëèíåéíîìó ñëó÷àþ äîñòàòî÷íî ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ 1b

ðàçëîæèòü çíàìåíàòåëü â (12) â ðÿä Òåéëîðà è îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ïåðâûì
÷ëåíîì. Ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî óêàçàííûé ïåðåõîä
ôîðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâêå 0b .

Êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå (2)-(4) â õàðàêòåðèñòèêàõ èìååò âèä

      . 
 , yxTM

T
uyk
y

vxk
x 










(14)

Ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé

, , где, 01, 01 2121 uyvxbb  (15)

ïîäñòàíîâêà (12) â ñîîòíîøåíèÿ (14) è (3) ïîñëå íåîáõîäèìûõ ñîêðàùåíèé äàåò:

  
  , 1
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2

T
T

b
yxby 




 (17)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëåíèå âûðàæåíèé â ñêîáêàõ, ñîäåðæàùèõ  , ñ
ó÷åòîì (1) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

   
  . 12

, 211, 211

12

21




Tyx
TyxbbybTyxbbxb

(18)

Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ (16), (17) ïåðåïèøóòñÿ â áîëåå ïðîñòîé ôîðìå

     , 
12

21
TTb

TTyxbbyx



 (19)

     , 
12

21
TTb

TTyxbbxy



 (20)

ñëîæåíèå êîòîðûõ ñâîäèò çàäà÷ó ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèÿ

  . 
11 TT

T
b

b







(21)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå âûÿâëÿåò âåñüìà âàæíîå ñâîéñòâî èñêîìîé âåëè÷èíû
T. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ËÎ ïðîïóñêàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü îäíîé ïåðå-
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ìåííîé   (íå ñ÷èòàÿ, åñòåñòâåííî, åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà òîëùèíû
ñðåäû L), ÿâëÿþùåéñÿ ñóììîé èíòåíñèâíîñòåé, îñâåùàþùèõ ñðåäó ñ äâóõ
ñòîðîí

     .  ,  TyxTyxT (22)

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì èçîòðîïíîñòè ñðåäû
è ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ËÎ. Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (21)
ïî ïåðåìåííûì   è T â âçàèìíî ñîãëàñîâàííûõ ïðåäåëàõ   0,  è   Tq  , ,
ïîëó÷èì

     
   , 

1
-1ln1ln

qT
Tqb



 (23)

îòêóäà ñëåäóåò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ËÎ ïðîïóñêàíèÿ

   
  . 
12

12
1
1

0 







b

b
qb
bqT (24)

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå áûëî èñïîëüçîâàíî òàêæå (10). Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé
íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (24) ïðåâðàùàåò èñõîäíîå
êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå (2) â òîæäåñòâî.

ËÎ  0 , T  èìååò ïðîçðà÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë (ðèñ.1). Îí ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âåðîÿòíîñòü ïðîïóñêàíèÿ åäèíè÷íîãî êâàíòà ñëîåì ïðåäåëüíîé îïòè-
÷åñêîé òîëùèíû 0 , êîãäà îáå ñòîðîíû ñðåäû îñâåùàþòñÿ èçëó÷åíèåì ñ
èíòåíñèâíîñòÿìè (x, y) (ñì. ðèñ.1). Â ëèíåéíîì ñëó÷àå, êàê è ñëåäîâàëî
îæèäàòü, èç (24) ñëåäóåò qTT b 

00 .

Â ïèîíåðñêîé ðàáîòå Àìáàðöóìÿíà [16] (ñì. òàêæå [8]) óêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðè ïåðåõîäå îò ëèíåéíîé çàäà÷è ïðîïóñêàíèÿ èçëó÷åíèÿ ê íåëèíåéíîìó
ñëó÷àþ âîçíèêàåò íîâûé ýôôåêò, âûðàæàþùèéñÿ â óìåíüøåíèè èñõîäíîé
ïðåäåëüíîé îïòè÷åñêîé òîëùèíû ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî
èçëó÷åíèÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî - ïåðåõîä íåêîòîðîé äîëè àòîìîâ ñðåäû â âîçáóæäåííîå
ñîñòîÿíèå, âñëåäñòâèå ÷åãî ïîñëåäíèå ïåðåñòàþò ïîãëîùàòü ôîòîíû è ñðåäà êàê
áû "ïðîñâåòëÿåòñÿ". Ýòî íàãëÿäíî âèäíî èç ãðàôèêîâ êîýôôèöèåíòà ïðîïóñêàíèÿ,
ïðèâåäåííûõ íà ðèñ.2.

Ðèñ.2 èëëþñòðèðóåò ýôôåêò ïðîñâåòëåíèÿ ñðåäû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
îïòè÷åñêîé òîëùèíû, çàäàþùåéñÿ ôîðìóëîé (24) (çäåñü è íèæå â ðèñóíêàõ
óñëîâíî ïðèíÿòî b = 1). Ñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ äîëÿ

Ðèñ.1. Ê ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ËÎ.

0 0

x y

T(x, y)
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ïðîïóùåííîãî ñðåäîé èçëó÷åíèÿ ðàñòåò íåëèíåéíûì îáðàçîì. Íà÷èíàÿ ñ
ëèíåéíîãî (ïðè 0 ) çíà÷åíèÿ q, äîëÿ ïðîïóùåííîãî èçëó÷åíèÿ ìîíîòîííî

ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñðåäà äîëæíà ñòàòü ïîëíîñòüþ ïðîçðà÷íîé
  1lim  T . Ïðè ýòîì, ÷åì áîëüøå íà÷àëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà

ñðåäû, òåì ìåäëåííåå ðàçâèâàåòñÿ ïðîöåññ åå ïðîñâåòëåíèÿ.
Ñ ó÷åòîì (5) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå ËÎ îòðàæåíèÿ

    . 
121

1

0

0










bqb
qzR (25)

4. Ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è îòðàæåíèÿ-ïðîïóñêàíèÿ â ÿâíîì
âèäå. Ñîîòíîøåíèÿ (1) âûðàæàþò ðåøåíèå èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è
îòðàæåíèÿ-ïðîïóñêàíèÿ ïðè äâóñòîðîííåì âíåøíåì îñâåùåíèè ñðåäû ÷åðåç
âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ T. Ïîäñòàíîâêîé (24) â (1) è ñ èñïîëüçîâàíèåì
(10) ïîëó÷èì ðàñêðûòûå ôîðìû ýòîãî ðåøåíèÿ:

     
 

     
  . 
12
12

1
11

, 
12

12
1

11

0

0

0

0



















b
ybx

qb
qybxqv

b
yxb

qb
yqqxbu

(26)

Ïðè b = 0 ñîîòíîøåíèÿ (26) îïèñûâàþò ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå (ñì. òàêæå
ôîðìóëû (24) è (1)):

    . 
2
21, 

2
21

0

0
0

0

0
0 








yxqyxqvyxyqqxu (27)

Ðèñ.2. Ïðîïóñêàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ñðåäû â çàâèñèìîñòè îò èíòåíñèâíîñòè âîçáóæäàþùåãî
èçëó÷åíèÿ.


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Çäåñü, êàê è âûøå, íèæíèì èíäåêñîì "0" îòìå÷åíû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ëèíåéíûõ çàäà÷ 00 uu b 

 , 00 vv b 
 . Ñîïîñòàâëåíèåì ôîðìóë (27) è (26)

íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ïîëåé èçëó÷åíèÿ ïðè ëèíåéíîì
è íåëèíåéíîì ñëó÷àÿõ:

 
 

 
  . 

22
22

1
, 

22
22

1 0

000

0

000

















b

ybv
qb
qybvv

b
xbu

qb
qxbuu (28)

Ðèñ.3 ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ïðîïóùåííîãî èçëó÷åíèÿ  0 , , yxu  îò
ðîñòà èíòåíñèâíîñòè ïðàâîñòîðîííåãî âíåøíåãî îñâåùåíèÿ y äëÿ ðàçëè÷íûõ
îïòè÷åñêèõ òîëùèí ( 10   è 100  ), ïðè x = 2.

Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåëèíåéíîìó ñëó÷àþ,
à ïóíêòèð ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è. Â íåëèíåéíîì ñëó÷àå ñ
óâåëè÷åíèåì ìîùíîñòè âíåøíåãî âîçáóæäàþùåãî ïîëÿ ðîñò èíòåíñèâíîñòè
ïðîïóùåííîãî ñðåäîé äèôôóçíîãî èçëó÷åíèÿ ñèëüíî çàìåäëÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ
ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì. Áîëåå òîãî, ðàñõîæäåíèå ìåæäó äâóìÿ êðèâûìè
ìîíîòîííî ðàñòåò. Ðàçëè÷èå ìåæäó óêàçàííûìè ðåøåíèÿìè òåì áîëüøå, ÷åì
òîëùå ñðåäà.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ ËÎ â ðàññìîòðåííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå
èçîòðîïíîé è ÷èñòî ðàññåèâàþùåé ñðåäû ïîçâîëÿåò íå òîëüêî âûäåëèòü ëèíåéíóþ
ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ èññëåäóåìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è, êàê ýòî èìåëî ìåñòî â
îáùåì ñëó÷àå [9], íî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî èñêîìûå ôóíêöèè äâóõ ýíåðãåòè÷åñêèõ

Ðèñ.3. Çàâèñèìîñòü ïðîïóùåííîãî ñðåäîé èçëó÷åíèÿ îò èíòåíñèâíîñòè âíåøíåãî ïðàâî-
ñòîðîííåãî èçëó÷åíèÿ.

U
(Y
)

Y

0

X=2.0

0
2 4 6 8 10
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100 

10 
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ïåðåìåííûõ u(x, y), v(x, y) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ  T
(ò.å. ÷åðåç èõ ËÎ), çàâèñÿùóþ ëèøü îò îäíîé ïåðåìåííîé yx . Ïðè ýòîì
âåëè÷èíà  T , â ñâîþ î÷åðåäü, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÏÈÀ
(2) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè èç (24). Âàæíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå, âñëåäñòâèå
(6) è (22), îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è îäíîñòîðîííåãî
îñâåùåíèÿ ñðåäû (7)-(8). Äëÿ íàõîæäåíèÿ  T  äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïðåäâà-
ðèòåëüíûì ðåøåíèåì ëèøü ëèíåéíîé çàäà÷è ïðîïóñêàíèÿ (9). Â ñòðóêòóðå
àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (28) íåëèíåéíîé çàäà÷è ÿâíûì îáðàçîì âûäåëÿåòñÿ
ïîëíîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ (27), ÷òî ÿâíî óêàçûâàåò íà îäèíàêîâîå
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáåèõ çàäà÷ ïðè b = 0.

5. Çàäà÷à î âíóòðåííåì ñâåòîâîì ðåæèìå ñðåäû . Ïåðåéäåì
òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ áîëåå îáùåé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ
I  âíóòðè ñðåäû. Åå ðåøåíèå ïðîâåäåì äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè - â âèäå

"ïðÿìîé" è "îáðàòíîé" çàäà÷. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ ñðåäà
ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîñòàâíîé, äëÿ êîìïîíåíòîâ êîòîðîé çàðàíåå èçâåñòíû ðåøåíèÿ
çàäà÷ îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ, à îïðåäåëåíèþ ïîäëåæèò ïîëå íà êîíòàêòíîé
ãðàíèöå èõ ñîåäèíåíèÿ. Âî âòîðîì - ïî èíòåíñèâíîñòÿì ïàäàþùåãî è
îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðûå èçâåñòíû ëèøü íà îäíîé ãðàíèöå ñðåäû,
íàõîäèòñÿ ïîëå èçëó÷åíèÿ âíóòðè ñðåäû.

5.1. Ïðÿìàÿ çàäà÷à. Ïóñòü èçâåñòíû ðåøåíèÿ  Lyxu  ; , ,  Lyxv  ; ,  è
 lLyxu  ; , ,  lLyxv  ; ,  ÷àñòíûõ çàäà÷ îòðàæåíèÿ-ïðîïóñêàíèÿ èçëó÷åíèÿ

äëÿ äâóõ îòäåëüíî âçÿòûõ ñðåä [0, l] è [l, L], ò.å. äâóõ îòäåëåííûõ äðóã îò
äðóãà ïîäñëîåâ èñõîäíîé ñîñòàâíîé ñðåäû [0, L] ñ òîëùèíàìè l è L - l,
ñîîòâåòñòâåííî. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëå  LyxlI  ; , ;  íà ãåîìåòðè÷åñêîé
ãëóáèíå l âíóòðè ñîñòàâíîé ñðåäû [0, L] (ñ òîëùèíîé L = l + (L - l)), ïîëó÷åííîé
ïóòåì îáúåäèíåíèÿ åå äâóõ óïîìÿíóòûõ âûøå ñîñòàâëÿþùèõ ÷àñòåé [0, l] è
[l, L], êîãäà îíà îñâåùåíà èçâíå èíòåíñèâíîñòÿìè (x, y). Çíàê "+" ñîîòâåòñòâóåò
íàïðàâëåíèþ ðîñòà ãëóáèíû. Èç ìåòîäà ñëîæåíèÿ ñëîåâ íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà (ñì., íàïð., [1,2,7-9]):

 
 







,   ,
 ; ,

lLy;pvs
lsxup

(29)

ãäå

   .  ; , ;,  ; , ; LyxlIsLyxlIp   (30)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (1) è (24) ñèñòåìà (29) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

      
      






 . 11
11

yqbypqbqpsspbyq
xqbxsqbqspspbxq

lLlLlLlL

llll
(31)

Óìíîæåíèåì ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (31) íà lLq  , à âòîðîãî íà lq , è
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ïîñëåäóþùèì èõ ñëîæåíèåì íåòðóäíî ïîëó÷èòü:

, 
1

2

f
fsp  (32)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ( yx ):

  , 11 lLllLl qqbqqf 


  (33)

  . 12 lLlqqbf 
  (34)

Ïîäñòàâëÿÿ (32) â ïåðâîå èç óðàâíåíèé (31), ïîñëå íåñëîæíûõ âûêëàäîê
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

, 02  CBsAs (35)

ãäå

    . 11, 1
1

2

1

2

f
fxbqxqbxCq

f
fbBbqA llll 







 (36)

Ñ ïîìîùüþ (30), (32) è (35) îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

      . 4
2

1 ; , ;,  ; , ; ; , ; 2

1

2 




   CbqBB

bq
LyxlILyxlI

f
fLyxlI l

l
(37)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôèçè÷åñêîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (35) ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíûé çíàê ïåðåä êîðíåì, ïðè êîòîðîì óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
ê ëèíåéíîìó ñëó÷àþ (b = 0).

5.2. Îïðåäåëåíèå âíóòðåííåãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ êàê îáðàòíàÿ çàäà÷à.
Óðàâíåíèå ïåðåíîñà äëÿ âåëè÷èíû    LyxlIlII  ; , ;   èìååò ôîðìó

 ,  , 


 II
dl
dI

(38)

ãäå  yx  ,  - "èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé" äàííîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ
ôîòîííîãî ãàçà. Âåëè÷èíà  yx  ,   - íåëèíåéíûé "ðàäèàöèîííûé îòêëèê"
ýëåìåíòàðíîãî ñëîÿ ñðåäû íà âíåøíåå, äâóõñòîðîííåå âîçäåéñòâèå (x, y). Â
êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå òåîðèè ïåðåíîñà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (38) ÿâëÿåòñÿ
äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷åé ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè íà îáåèõ
(l = 0, l = L) ãðàíèöàõ ñðåäû:

    .  ; , ;,  ; , ;0 yLyxLIxLyxI   (39)

Â êðàåâîé çàäà÷å (38), (39) îïðåäåëåíèå âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ è âíóò-
ðåííåãî ïîëÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîâìåñòíî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãðàíè÷íûå
çàäà÷è äîñòàòî÷íî ñëîæíû äëÿ àíàëèçà, ïîýòîìó èõ ïî âîçìîæíîñòè ñâîäÿò
ê çàäà÷àì ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ò.å. ê çàäà÷àì Êîøè. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå
çàäà÷è î âûõîäÿùåì èçëó÷åíèè óæå èçâåñòíî - (28), òî ñ åå ïîìîùüþ
íåòðóäíî îò äâóõòî÷å÷íîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê
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çàäà÷å ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íà îäíîé ãðàíèöå
ñðåäû çàäàòü çíà÷åíèÿ ïàäàþùåãî è âûõîäÿùåãî èçëó÷åíèé ñîâìåñòíî, ò.å.
âìåñòî (39) èñõîäèòü èç

   .  ; ,, или ; ,, 
00

LyxuIyILyxvIxI
LlLlll

















(40)

Òîãäà ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (38)-(39), çàìåíÿåòñÿ îäíîé èç äâóõ îòäåëüíûõ
ðàâíîöåííûõ çàäà÷ Êîøè (38), (40).

Äàííàÿ çàäà÷a ðåøàåòñÿ âåñüìà ïðîñòî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì
íàìè èçîòðîïíîì è êîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé èçâåñòåí
â ÿâíîì âèäå [9]

      , 2 ,  kyxyx m (41)

óðàâíåíèå ïåðåíîñà (38) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

    , 2


 IIkII
dl
dI

dl
dI

(42)

ãäå  k  äàåòñÿ âûðàæåíèåì (12). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

, , SIIHII   (43)

è ó÷èòûâàÿ (12), ïîëó÷èì

  , 0, 10 
dl
dSbHSk

dl
dH

(44)

ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî    LyxlHlHH  , , , ,    LyxlSlSS  , , , . Èíòåã-
ðèðóÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (44) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîé ïàðû óñëîâèé (40),
ïîëó÷èì

    
 

 
             . 0

2
01

0
0

22

0
 
llH

H

ldlSlkHlHbHlHldHlbH (45)

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (44), à òàêæå èç (43), (40), áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâåííî

           .  ; ,0,  ; ,0, 0 LyxvxSlyxvxHSlS  (46)

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòíîøåíèÿ (46), (43) äàþò

     .  ; , lyxvxlIlI   (47)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñ ó÷åòîì (28) ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå (47), ñ òî÷íîñòüþ
äî îáîçíà÷åíèé (30), ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì (32) èëè (37) ïðÿìîé çàäà÷è.
Ñîîòíîøåíèÿ (45) ñ ó÷åòîì (9) ïðèâîäÿò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ

      , 0
2

2  lDlHlHb (48)

ãäå

          . 
2

000
2 0

12
2  

l

ldlnBhvSHHblD (49)
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Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (45), óñëîâèé (40) è âûðàæåíèé (28) óðàâíåíèå (48)
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

  , 0
2

  CBIIA (50)

ãäå

        . 00
2

, 012, 2 2 SSblDCbSBbA  (51)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ (35) è (50) èäåíòè÷íû.

Íà ðèñ.4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè      xIxIyxI
yx
.  





1

500

0

 , , ,

âíóòðåííåãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ íà îïòè÷åñêîé ãëóáèíå 50.  ñëîÿ îïòè÷åñêîé
òîëùèíû 10   â çàâèñèìîñòè îò ðîñòà âíåøíåãî èçëó÷åíèÿ x, êîãäà ñðåäà
ñî ñòîðîíû îáåèõ ãðàíèö îñâåùàåòñÿ ïó÷êàìè ðàâíûõ ìîùíîñòåé x = y.
Ïóíêòèð îòíîñèòñÿ ê ëèíåéíîìó, à ñïëîøíàÿ ëèíèÿ - ê íåëèíåéíîìó ñëó÷àþ.

Èç ðèñ.4 âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ìîùíîñòè âîçáóæäàþùåãî èçëó÷åíèÿ, ðàñ-
õîæäåíèå ìåæäó ðåøåíèÿìè ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé çàäà÷ ñòàíîâèòñÿ âåñüìà
ñóùåñòâåííûì.

6. Çàêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, íà ïðèìåðå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ïðîñòîé íåëèíåéíîé çàäà÷è ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â èçîòðîïíîé, îäíîìåðíîé,
êîíñåðâàòèâíî è èçîòðîïíî-ðàññåèâàþùåé ñðåäå ïðè åå äâóñòîðîííåì îñâåùåíèè
èíòåíñèâíûìè ïó÷êàìè èçëó÷åíèÿ, áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ýôôåêòèâíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ ââåäåííîãî ðàíåå â [10,9,12] ïîíÿòèÿ ËÎ. Ïðè ýòîì ñíà÷àëà
áûë íàéäåí ÿâíûé âèä óêàçàííîé âåëè÷èíû, à çàòåì ñ åãî ïîìîùüþ áûëè

Ðèñ.4. Èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè âíóòðè ñðåäû.
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îïðåäåëåíû èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ, âûõîäÿùåãî èç ñðåäû. Äàëåå áûëî
ïîñòðîåíî ÿâíîå ðåøåíèå áîëåå îáùåé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ
âíóòðè ñðåäû. Î÷åðåäíîñòü îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí ñâîäèòñÿ ê
ñõåìå ( yx ).

     .  , , , , , , 000   yxIyxuT (52)

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îñóùåñòâëÿëèñü äâà ðàçíûõ ïîäõîäà. Ñíà÷àëà, ñ
ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ñëîæåíèÿ ñëîåâ, ðàññìàòðèâàëàñü ñîñòàâíàÿ ñðåäà ñ
çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îòðàæåíèÿ-ïðîïóñêàíèÿ åå äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ
ïîäñëîåâ. À çàòåì, ïóòåì ôîðìóëèðîâàíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (çàäà÷è Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà), áûëî âîññòàíîâëåíî ïîëå èçëó÷åíèÿ âíóòðè ñðåäû ïî
íàáëþäàåìûì äàííûì, îòíîñÿùèìñÿ îäíîé èç äâóõ âíåøíèõ ãðàíèö ñðåäû.

Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðîñòîé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî âûÿâëåíèå ëèíåéíîé
ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è òåîðèè ïåðåíîñà, ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ
ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî îáðàçà èñêîìîãî ðåøåíèÿ, ýôôåêòèâíî óïðîùàåò ïðîöåññ
åãî ïîèñêà, à â íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå
àíàëèòè÷åñêè. Àíàëèç ðåàëüíûõ ïîëåé äèôôóçíîãî èçëó÷åíèÿ, ïîëó÷åííûõ
â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ñîäåðæèò îïàñíîñòü ïîëó÷åíèÿ çàâûøåííûõ îöåíîê
çíà÷åíèé êàê äëÿ èíòåíñèâíîñòåé äèôôóçíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, òàê è îïòè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ ñðåäû, äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âíåøíåãî
âîçáóæäàþùåãî èçëó÷åíèÿ.

Àâòîð èñêðåííå ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó À.Ã.Íèêîãîñÿíó çà èíòåðåñ ê
äàííîé ðàáîòå.

Áþðàêàíñêàÿ àñòðîôèçè÷åñêàÿ îáñåðâàòîðèÿ èì. Â.À.Àìáàðöóìÿíà,
e-mail: hovpik@gmail.com,  hovpik@bao.sci.am

ANALYTICAL SOLUTION OF THE NON-LINEAR
PROBLEM OF RADIATION DIFFUSION IN

ONE-DIMENSIONAL PURE SCATTERING MEDIUM. I

H.V.PIKICHYAN

A simple example of non-linear problem of reflection and transmission is
treated for a one-dimensional isotropic medium of finite geometrical thickness in
the case of conservative and isotropic scattering. It is shown the efficiency of the
method of linear images (LI) developed previously by the author in solving non-
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linear problems of radiative transfer. A closed-form explicit expression for the LI
is obtained which is used in constructing explicit closed-form solutions for both the
problem of reflection-transmission in the case of two-sided illumination of the
medium boundaries and the problem of determination of the internal field of
radiation. The latter problem is solved for two mutually opposite formulations -
"direct" and "inverse". Numerical results illustrate the discrepancy between the
linear and non-linear cases of considered problems.

Keywords: radiative transfer: non-linear problem
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