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The stress state of a piecewise-homogeneous elastic strip is considered, composed of two strips from di�erent

materials, one of which contains a crack of �nite length, perpendicular terminating at the interface of materials.

It is assumed that the composite strip on the side of the strip, in which there is a crack, is rigidly restrained,

and the other side is free from stress. The strip is deformed under the in�uence of a normal load symmetrically

applied to the crack edges.

The stress intensity factors at the crack tips, contact stresses at the material interface, as well as the shape of

the crack opening were determined. The study of the dependence of the indicated values on the elastic constants

of the strip materials and the relative widths of the strips has been carried out.

Սահակյան Ա.Վ., Սարգսյան Վ.Գ., Խաչիկյան Ա.Ս.

Խառը եզրային խնդիր նյութերի բաժանման գծի վրա դուրս եկող ներքին ճաք պարունակող

առաձգական բաղադրյալ շերտի համար

Հիմնաբառեր՝բաղադրյալ շերտ, եզրային ճաք, առաձգականություն, սինգուլյար ինտեգրալ հավասարում, անշարժ եզակիություն,

լարումների ուժգնության գործակից, ճաքի բացվածք, մեխանիկական քառակուսացման բանաձևեր։

Դիտարկված է երկու տարանյութ շերտերից կազմված բաղադրյալ առաձգական շերտի լարվածային վիճակը, երբ

շերտերից մեկում կա վերջավոր երկարության ճաք, որը ուղղահայաց դուրս է գալիս նյութերի բաժանման գիծ։ Ենթադրվում

է, որ բաղադրյալ շերտը ճաք պարունակող շերտի կողմից կոշտ ամրակցված է, իսկ մյուս կողմը ազատ է լարումներից։ Շերտը

դեֆորմացվում է ճաքի ափերին համաչափ կիրառված նորմալ բեռի ազդեցության տակ։

Որոշված են ճաքի գագաթներում լարումների ուժգնության գործակիցները, նյութերի բաժանման գծի վրա կոնտակտային

լարումների բախշումը, ինչպես նաև ճաքի բացվածքի տեսքը։ Հետազոտվել է նշված մեծությունների կախվածությունը

շերտերի առաձգական հաստատուններից և շերտերի հարաբերական հաստությունից։

37

http://doi.org/10.33018/74.3.3


Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå êóñî÷íî-îäíîðîäíîé óïðóãîé ïîëîñû, ñîñòàâëåííîé èç äâóõ

ðàçíîðîäíûõ ïîëîñ, â îäíîé èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ òðåùèíà êîíå÷íîé äëèíû, ïåðïåíäèêóëÿðíî âûõîäÿ-

ùàÿ íà ëèíèþ ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòàâíàÿ ïîëîñà ñî ñòîðîíû ïîëîñû, â êîòîðîé

èìååòñÿ òðåùèíà, æåñòêî çàùåìëåíà, à äðóãàÿ ñòîðîíà ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé. Ïîëîñà äåôîðìèðóåòñÿ

ïîä âîçäåéñòâèåì íîðìàëüíîé íàãðóçêè, ñèììåòðè÷íî ïðèëîæåííîé ê áåðåãàì òðåùèíû. Îïðåäåëåíû êî-

ýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â âåðøèíàõ òðåùèíû, êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ íà ëèíèè ðàçäåëà

ìàòåðèàëîâ, à òàêæå ôîðìà ðàñêðûòèÿ òðåùèíû. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè óêàçàííûõ âåëè÷èí

îò óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëîâ ïîëîñ è îòíîñèòåëüíûõ øèðèí ïîëîñ.

1 Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèþ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíûõ ìàññèâíûõ òåë, ñîäåðæàùèõ êîíöåí-
òðàòîðû íàïðÿæåíèé â âèäå òðåùèí, òîíêèõ âêëþ÷åíèé èëè íàêëàäîê, ïîñâÿùåíî ìíî-
æåñòâî èññëåäîâàíèé, ñðåäè êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, îòìåòèì [1�6]. Îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíîé ïëîñêîñòè, êîãäà òðåùèíà ïåðïåí-
äèêóëÿðíî èëè ïîä óãëîì âûõîäèò íà ëèíèþ ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ, â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì
ëèøü ðàáîòû [6�8].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå êóñî÷íî-îäíîðîäíîé óïðóãîé
ïîëîñû, ñîñòàâëåííîé èç äâóõ ðàçíîðîäíûõ ïîëîñ, â îäíîé èç êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ òðåùèíà
êîíå÷íîé äëèíû, ïåðïåíäèêóëÿðíî âûõîäÿùàÿ íà ëèíèþ ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü èìååì óïðóãóþ êóñî÷íî-îäíîðîäíóþ ïîëîñó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ ðàçíîðîä-
íûõ áåñêîíå÷íûõ ïîëîñ øèðèíû h1 è h2 è âî âòîðîé èç íèõ ñîäåðæèò òðåùèíó êîíå÷íîé
äëèíû a, âûõîäÿùóþ íà ëèíèþ ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ y = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñòàâíàÿ
ïîëîñà ïî ñòîðîíå y = h2 æåñòêî çàùåìëåíà, äðóãàÿ åå ñòîðîíà y = −h1 ñâîáîäíà îò íà-
ïðÿæåíèé. Âíåøíÿÿ íàãðóçêà â âèäå íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ p ñèììåòðè÷íî ïðèëîæåíà ê
áåðåãàì òðåùèíû (Ðèñ.1).

Ðèñ. 1
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Äëÿ ñîñòàâíîé ïîëîñû áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

u2 (x, h2) = 0, v2 (x, h2) = 0,

τ (1)xy (x,−h1) = 0, σ(1)
y (x,−h1) = 0,

(2.1)

Íà ëèíèè ñîåäèíåíèÿ ïîëîñ èìååì óñëîâèÿ ïîëíîãî êîíòàêòà:

u1 (x, 0) = u2 (x, 0) , v1 (x, 0) = v2 (x, 0) ,

τ (1)xy (x, 0) = τ (2)xy (x, 0) , σ(1)
y (x, 0) = σ(2)

y (x, 0) ,
(2.2)

à íà áåðåãàõ òðåùèíû çàäàíû íàïðÿæåíèÿ:

τ (2)xy (0, y) = 0

σ(2)
x (0, y) = −p (0 < y < a)

(2.3)

Â ñèëó ñèììåòðèè â ïîñòàíîâêå çàäà÷è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïðàâóþ ïîëîâèíó
ñîñòàâíîé ïîëîñû x ≥ 0. Äàëåå, èíäåêñîì ¾1¿áóäóò îòìå÷àòüñÿ âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê
íèæíåé ïîëîñå (−h1 ≤ y ≤ 0), à èíäåêñîì ¾2¿- ê ïîëîñå, ñîäåðæàùåé òðåùèíó, (0 ≤ y ≤ h2).

3 Âûâîä îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è

Äëÿ âûâîäà îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ áèãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèåé Ýðè, êîòîðóþ â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ ïðåäñòàâèì â âèäå

Φ1 (x, y) =

∞∫
0

(A1 shλy +B1 chλy + λy (C1 shλy +D1 chλy)) cosxλdλ;

Φ2 (x, y) =

∞∫
0

(A2 shλy +B2 chλy + λy (C2 shλy +D2 chλy)) cosxλdλ+

+

∞∑
k=1

(ak + xbk) e
−λkx sinλky;

(3.1)

ãäå λk = πk/h2 .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû, âûðàæàþùèå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé ÷åðåç ôóíê-
öèþ íàïðÿæåíèé [9], äëÿ êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé, íåîáõîäè ìûõ äëÿ óäî-
âëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.1) íà ñòîðîíàõ ñîñòàâíîé ïîëîñû, áóäåì èìåòü:

σ
(j)
y (x, y)

τ
(j)
xy (x, y)
uj (x, y)
vj (x, y)

 =

∞∫
0

T (x, λ)Sj (λ, y)


Aj (λ)
Bj (λ)
Cj (λ)
Dj (λ)

dλ+Vj (x, y, λk) (j = 1, 2) (3.2)
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ãäå

Tj (x, λ) =


cosλx 0 0 0

0 sinλx 0 0
0 0 sinλx 0
0 0 0 cosλx

 ,

Sj (λ, y) =

=


−λ2sy −λ2cy −λ3ysy −λ3ycy
λ2cy λ2sy λ2 (yλcy + sy) λ2 (cy + yλsy)
λsy
2µj

λcy
2µj

λ
2µj

(λysy + (θj + 1) cy)
λ

2µj
(λycy + (θj + 1) sy)

−λcy
2µj

−λsy
2µj

− λ
2µj

(λycy − θjsy) − λ
2µj

(λysy − θjcy)

 ;
(3.3)

(sy = sh yλ; cy = ch yλ)

V1 (x, y, λk) = 0;

V2 (x, y, λk) =



∞∑
k=1

e−xλkλk [akλk + bk (−2 + xλk)] sinλky

∞∑
k=1

e−xλkλk [akλk + bk (−1 + xλk)] cosλky

∞∑
k=1

e−xλk

2µ2
[akλk + bk (θ2 + xλk)] sinλky

∞∑
k=1

e−xλk

2µ2
[−akλk + bk (1 + θ2 − xλk)] cosλky


,

(3.4)

µj =
Ej

2(1+νj)
- ìîäóëü ñäâèãà, Ej- ìîäóëü Þíãà, νj - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëîâ

ïîëîñ, θj = 1−2νj . Îáîçíà÷åíèÿ sy, cy ââåäåíû èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ïðîñòîòû ïðåäñòàâëåíèÿ
ìàòðèöû Sj (λ, y).

Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ â (2.3) íåòðóäíî íàéòè, ÷òî bk = λkak. Ñëåäîâàòåëüíî,

V2 (x, y, λk) =


e−xλkλ2

kak (xλk − 1) sinλky
e−xλkλ2

kakxλk cosλky
e−xλk

2µ2
akλk (1 + θ2 + xλk) sinλky

e−xλk

2µ2
akλk (θ2 − xλk) cosλky

 (3.5)

Èç óñëîâèÿ ñèììåòðèè èìååì òàêæå óñëîâèÿ

∂u2

∂y

∣∣∣∣
x=0

= 0 ïðè a < y < h2 è
∂u2

∂y

∣∣∣∣
x=0

= w (y) ïðè 0 < y < a (3.6)

ãäå w (y) - èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïðîèçâîäíóþ ïåðåìåùåíèÿ áåðåãà
òðåùèíû. Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèÿìè (3.2) è (3.5), íàéäåì

ak =
4µ2

λ2
kh2 (1 + θ2)

a∫
0

w (ζ) cosλkζ dζ (3.7)
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Ïåðåéäåì ê óäîâëåòâîðåíèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.1) è (2.2). Ïðåäñòàâëÿÿ êîìïîíåíòû
ëåâîé ÷àñòè è âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.2) â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîñèíóñ èëè ñèíóñ èíòåãðàëîâ Ôóðüå, ðàâåíñòâî (3.2) çàïèøåì â âèäå:


σ̄
(j)
y (λ, y)

τ̄
(j)
xy (λ, y)
ūj (λ, y)
v̄j (λ, y)

 = Sj (λ, y)


Aj (λ)
Bj (λ)
Cj (λ)
Dj (λ)

+ (j − 1)


δσ (λ, y)
δτ (λ, y)
δu (λ, y)
δv (λ, y)

 (3.8)

ãäå êîìïîíåíòû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, ñ ó÷åòîì (3.5), èìåþò âèä:

δσ (λ, y) = − 2

π

∞∑
k=1

λ2
kak

2λ2λk

(λ2
k + λ2)

2 sinλky

δτ (λ, y) =
2

π

∞∑
k=1

λ2
kak

2λλ2
k

(λ2
k + λ2)

2 cosλky

δu (λ, y) =
2

π

∞∑
k=1

λkak
λ3 (1 + θ2) + λ (3 + θ2)λ

2
k

(λ2
k + λ2)

2 sinλky

δv (λ, y) =
2

π

∞∑
k=1

λ2
kak

λ2 (1 + θ2)− (1− θ2)λ
2
k

(λ2
k + λ2)

2 cosλky

(3.9)

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.8) y = 0 è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (2.2), âîñåìü êîýôôèöèåíòîâ Aj , Bj , Cj , Dj

(j = 1, 2) âûðàçèì ÷åðåç çíà÷åíèÿ {σ0, τ0, u0, v0}òðàíñôîðìàíòîâ Ôóðüå êîìïîíåíòîâ íà-
ïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé íà ëèíèè y = 0 è âåëè÷èí èç (3.9), ñîäåðæàùèõ â ñåáå îñíîâíóþ
èñêîìóþ ôóíêöèþ w (ζ):


Aj (λ)
Bj (λ)
Cj (λ)
Dj (λ)

 = S−1
j (λ, 0)


σ0

τ0
u0

v0

− (j − 1)S−1
j (λ, 0)


0

δτ (λ, 0)
0

δv (λ, 0)

 (3.10)

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ â (3.2) è óäîâëåòâîðÿÿ ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì (2.1), âûðàçèì êîìïîíåíòû {σ0, τ0, u0, v0}, à ñëåäîâàòåëüíî è âñå êîìïîíåíòû íàïðÿ-
æåíèé è ïåðåìåùåíèé, ÷åðåç ôóíêöèè δτ (λ, 0) , δv (λ, 0) è δv (λ, h2), êîòîðûå, ñ ó÷åòîì (3.7),
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

δτ (λ, 0) = M

a∫
0

w (ζ)

(
chλ (h2 − ζ)

shλh2
− λζ

shλ (h2 − ζ)

shλh2
− λh2

chλζ

sh2λh2

)
dζ

δv (λ, 0) = M

a∫
0

w (ζ)

[
ζ
shλ (h2 − ζ)

shλh2
+ h2

chλζ

sh2λh2

+ θ2
chλ (h2 − ζ)

λ shλh2
− 1 + θ2

λ2h2

]
dζ
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δv (λ, h2) = M

a∫
0

w (ζ)

[
h2

chλ (h2 + ζ)

sh2λh2

− (ζ + h2)
shλζ

shλh2
+

θ2 chλζ

λ shλh2
− 1 + θ2

λ2h2

]
dζ (3.11)

M =
4µ2

π (1 + θ2)

Ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ íå ïðèâîäÿòñÿ ââèäó ãðîìîçäêîñòè, îáóñëîâëåííîé, ãëàâ-
íûì îáðàçîì, ìíîãîïàðàìåòðîâîñòüþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Íà ïðèìåðå êîìïîíåíòû σ0

ïðåäñòàâèì îáùóþ ñòðóêòóðó ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé.

σ0 =
cosxξ

∆(λ) chλh2
[G1 (λ) δv (λ, h2) +G2 (λ) δv (λ, 0) +G3 (λ) δτ (λ, 0)] (3.12)

Çäåñü

G1 (λ) = −λ (1 + θ2)
{
λh1sch

2λh1 [−µ (1 + θ1) (1 + θ2 + λh2 thλh2)+

+ λh1 (λh2 (µ− 1)− (1 + (2− µ) θ2) thλh2)] + thλh1 [µ (1 + θ1) (1 + θ2)+

+ (1 + 2θ2 + θ1θ2µ) thλh1 thλh2 + λh2 ((1 + θ1µ) thλh1 + (1 + θ1)µ thλh2)]} ,

G2 (λ) è G3 (λ) èìåþò ïîõîæèé âèä, µ = µ2

µ1
,

∆(λ) = µ2
(
1 + 2θ2 +

(
λ2h2

2 + θ22
)
sch2λh2

) (
1 + 2θ1 +

(
λ2h2

1 + θ21
)
sch2λh1

)
+(

−λ2h2
2sch

2λh2 + (1 + 2θ2)
2
th2λh2

) (
1−

(
1 + λ2h2

1

)
sch2λh1

)
+

2µ (1 + θ1) (1 + θ2)
(
λ2h1h2sch

2λh1sch
2λh2 + (1 + 2θ2) thλh1 thλh2

)
+

2µ
(
−λ2h2

2sch
2λh2 + θ2 (1 + 2θ2) th

2λh2

) ((
λ2h2

1 − θ1
)
sch2λh1 + θ1

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ Ôóðüå (3.8) áóäóò äîñòà-
òî÷íî ãðîìîçäêèìè, íî îíè ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ. Èç ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (2.1)-(2.3) íåóäîâëåòâîðåííûì îñòàëîñü òîëüêî âòîðîå èç óñëîâèé (2.3). Âûïèñàâ
âûðàæåíèå íàïðÿæåíèÿ σ

(2)
x (x, y) ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè Ýðè è ïðîñ÷èòàâ ñóììó ñ ó÷åòîì

ïðåäñòàâëåíèÿ (3.7), äëÿ êîìïîíåíòû σ
(2)
x íà ëèíèè x = 0 áóäåì èìåòü

σ(2)
x (0, y) =

∞∫
0

λ2 [(B2 + λyD2 + 2C2) chλy + (A2 + 2D2 + λyC2) shλy] dλ−

− µ2

h2 (1 + θ2)

a∫
0

w (ζ)

(
ctg

π (y − ζ)

2h2
+ ctg

π (y + ζ)

2h2

)
dζ

(3.13)

Ïîäñòàâëÿÿ â (3.13) ïîëó÷åííûå âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A2, B2, C2 è D2

÷åðåç èíòåãðàëû (3.11) è ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, èç âòîðîãî èç óñëîâèé (2.3) ïî-
ëó÷èì îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è:
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µ2

π (1 + θ2)

a∫
0

w (ζ)

[
Q (y, ζ)− π

2h2

(
ctg

π (y − ζ)

2h2
+ ctg

π (y + ζ)

2h2

)]
dζ = −p (3.14)

ãäå ôóíêöèÿ Q (y, ζ) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ôóðüå ïî ëó÷ó λ ∈ (0,∞). Äåòàëüíîå èññëåäî-
âàíèå ïîâåäåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè ïîçâîëèëî âûäåëèòü ñèíãó-
ëÿðíóþ ÷àñòü ÿäðà Q (y, ζ):

Q (y, ζ) =
c1

y + ζ
+

c2y

(y + ζ)
2 +

c3y
2

(y + ζ)
3 +Q∗ (y, ζ) (3.15)

Çäåñü Q∗ (y, ζ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ ÿäðà, ïðèíèìàþùåé êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïðè
y, ζ → 0,

c1 =
(3 + 3µκ1 − µ − κ2) (1 + κ2)

2 (µ+ κ2) (1 + µκ1)
, c2 = 6

µ− 1

µ + κ2
, c3 = 4

1− µ

µ + κ2
, κi = 3− 4νi.

Ó÷èòûâàÿ ïîâåäåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîòàíãåíñà îêîëî íóëÿ, ãèïåðáîëè÷åñêèå ñëàãà-
åìûå â (3.14) ïðåäñòàâèì â âèäå:

π

2h2

(
ctg

π (y − ζ)

2h2
+ ctg

π (y + ζ)

2h2

)
=

1

y − ζ
+

1

y + ζ
+Q0 (y, ζ) (3.16)

ãäå ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ Q0 (y, ζ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Q0 (y, ζ) =
π

2h2

(
ctg

π (y − ζ)

2h2
+ ctg

π (y + ζ)

2h2

)
− 2y

y2 − ζ2

Â èòîãå, îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (3.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèíãóëÿðíîãî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îáîáùåííûì ÿäðîì Êîøè:

a∫
0

w (ζ)

[
1

ζ − y
+

c0
y + ζ

+
c2y

(y + ζ)
2 +

c3y
2

(y + ζ)
3 + R (y, ζ)

]
dζ = − π (1 + θ2)

µ2
p (3.17)

ãäå

R (y, ζ) = Q∗ (y, ζ)−Q0 (y, ζ)

,

c0 = c1 − 1 =
1

2

[
1− 3 (µ− 1)

µ+ κ2
− 1 + κ2

1 + µκ1

]
Óðàâíåíèå (3.17) ìîæíî ïåðåïèñàòü è â âèäå, êîòîðûé è áóäåò èñïîëüçîâàí ïðè åãî

ðåøåíèè
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a∫
0

w (ζ)

[
1

ζ − y
+ L

[
1

y + ζ

]
+R (y, ζ)

]
dζ = −π (1 + θ2)

µ2
p (3.18)

ãäå L� äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð:

L ≡ c0 − c2y
d

dy
+

c3y
2

2

d2

dy2
(3.19)

Âìåñòå ñ óðàâíåíèåì (3.18) íåîáõîäèìî òàêæå óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ ñìûêàíèÿ êîíöîâ
òðåùèíû

a∫
0

w (ζ) dζ = 0 (3.20)

(3.20) Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñâåëîñü ê ðåøåíèþ ñèíãóëÿðíîãî èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îáîáùåííûì ÿäðîì Êîøè (íåïîäâèæíîé îñîáåííîñòüþ) (3.18) ïðè
óñëîâèè (3.20).

4 Ðåøåíèå îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ðåøåíèå îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.18), (3.20) ïîñòðîèì ïðè ïîìîùè ìåòî-
äà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïîñëåäíåãî ñâåäåì óðàâíåíèÿ íà èíòåðâàë
(−1, 1), áóäåì èìåòü:

1∫
−1

φ (ξ)

[
1

ξ − z
+ L∗

[
1

z + ξ + 2

]
+R∗ (z, ξ)

]
dξ = −p∗ (−1 < z < 1)

1∫
−1

φ (ξ) dξ = 0

(4.1)

ãäå

φ (ξ) = w

(
2

a
ζ − 1

)
, R∗ (z, ξ) = R

(
2

a
y − 1,

2

a
ζ − 1

)
, p∗ =

π (1 + θ2)

µ2
p,

L∗ ≡ c0 − c2 (z + 1)
d

dz
+

c3(z + 1)
2

2

d2

dz2
.

Ïðè ýòîì â ðåãóëÿðíîì ÿäðå R∗ (z, ξ) ïîÿâÿòñÿ îòíîñèòåëüíûå òîëùèíû h∗
1 = h1/a

è h∗
2 = h2/a , à òàêæå îòíîøåíèå ìîäóëåé ñäâèãà µ, ïî êîòîðûì è áóäåò â äàëüíåéøåì

ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç. Ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1) áóäåì èñêàòü â âèäå

φ (ξ) = (1− ξ)
α
(1 + ξ)

β
φ∗ (ξ) (−1 < α, β < 0) , (4.2)

Ïîêàçàòåëè îñîáåííîñòè α è β îïðåäåëÿþòñÿ èç èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî
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èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè êîíöîâ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ (−1, 1). Èñïîëü-
çóÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ â îêðåñòíîñòè êîíöåâûõ
òî÷åê [9], íàéäåì, ÷òî α = −0.5, à ïîêàçàòåëü β ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñëåäóþùåãî òðàíñöåí-
äåíòíîãî óðàâíåíèÿ

cosπβ + c0 − βc2 +
β (β − 1)

2
c3 = 0 (−1 < β < 0) (4.3)

×èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ëþáûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ óïðóãèõ õàðàê-
òåðèñòèê ìàòåðèàëîâ ïîëîñ óðàâíåíèå (4.3) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü â óêàçàííîì èí-
òåðâàëå. Ïðè ýòîì, ïðè âîçðàñòàíèè ìîäóëÿ ñäâèãà µ1 ìàòåðèàëà ïîëîñû, íå ñîäåðæàùåé
òðåùèíó, ò.å. µ = µ2/µ1 → 0 ïîêàçàòåëü β ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ, à ïðè ν2 = 0 îáðàùàåòñÿ
â íîëü, ïðè óáûâàíèè æå ìîäóëÿ ñäâèãà µ1 ïîêàçàòåëü β ïðèáëèæàåòñÿ ê −1.

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ β, ðåøåíèå îïðåäåëÿþùåãî ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñ íåïîäâèæíîé îñîáåííîñòüþ ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð [10].
Âîñïîëüçóåìñÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé äëÿ èíòåãðàëà òèïà Êîøè [11], ïðèìåíèìîé äëÿ
îáîèõ ñèíãóëÿðíûõ ñëàãàåìûõ â ÿäðå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.1),

1∫
−1

f (x)

x− t
(1− x)

α
(1 + x)

β
dx ≈

n∑
i=1

wi
f (ξi)

ξi − t
[1− qi (t)] (t ̸= ±1, α, β > −1) (4.4)

ãäå {ξi}ni=1 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà ßêîáè P
(α,β)
n (x),

wi =
2

n+ α+ β + 1

Q
(α,β)
n (ξi)

P
(α+1,β+1)
n−1 (ξi)

, qi (t) =
Q

(α,β)
n (t)

Q
(α,β)
n (ξi)

,

Q(α,β)
n (t) =


(

2
t−1

)n+1

2α+β Γ(n+α+1)Γ(n+β+1)
Γ(2n+α+β+2) ×

×F
(
n+ 1, n+ α+ 1; 2n+ α+ β + 2; 2

1−t

)
t /∈ [−1, 1](

Q
(α,β)
n (t+ i0) +Q

(α,β)
n (t− i0)

)
/2 (−1 < t < 1)

Ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.1) çàìåíèì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé, áóäåì èìåòü

n∑
i=1

wiφ∗ (ξi)

{
1− qi (z)

ξi − z
+ L∗

[
1− qi (−z − 2)

ξi + z + 2

]
+R∗ (z, ξi)

}
= −p∗

n∑
i=1

wiφ∗ (ξi) = 0

(4.5)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ
âåëè÷èí φ∗ (ξi) (i = 1, n) íåîáõîäèìî äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûáðàòü (n− 1) òî÷åê êîëëî-
êàöèè. Çàìåòèì, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé
íàèâûñøåé àëãåáðàè÷åñêîé òî÷íîñòè ïðè ëþáûõ z, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé òîëüêî òîãäà, êîãäà z ñîâïàäàåò ñ êîðíÿìè ôóíê-
öèè qi (z), òî÷íåå ôóíêöèè Q

(α,β)
n (z), äëÿ âòîðîãî æå ñëàãàåìîãî ýòîãî íå èìååò ìåñòà íè

ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ z. Î÷åâèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå òî÷åê êîëëîêàöèè ñëåäóåò âûáðàòü êîðíè
ôóíêöèè qi (z), ÷èñëî êîòîðûõ, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ðàâíî èìåííî (n− 1).
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèâ â (4.5) z = ζk (k = 1, n− 1), ζk � êîðíè ôóíêöèè qi (z), ïîëó÷èì
çàìêíóòóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí φ∗ (ξi) (i = 1, n),
ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ôóíêöèþ φ∗ (ξ) ìîæíî áóäåò èíòåðïîëèðîâàòü ñëåäóþùèì
ìíîãî÷ëåíîì:

φ∗ (x) =

n∑
i=1

wiφ∗ (ξi)

n−1∑
m=0

1

hm
P (α,β)
m (ξi)P

(α,β)
m (x) (4.6)

ãäå

hm =
2α+β+1Γ (m+ α+ 1)Γ (m+ β + 1)

(2m+ α+ β + 1)Γ (m+ 1)Γ (m+ α+ β + 1)

5 ×èñëåííûé àíàëèç

Ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.5) ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (4.1).
Î÷åâèäíî, ÷òî êàê ãåîìåòðè÷åñêèå, òàê è ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû çàäà÷è äîñòàòî÷íî ñó-
ùåñòâåííî âëèÿþò íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð. Îñîáåííî ñèëü-
íî ýòî âëèÿíèå çàìåòíî â ñëó÷àÿõ, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïðèáëèæàåòñÿ
ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ, ïðèâîäÿùåìó ê ñòðåìëåíèþ õîòÿ áû îäíîãî èç ïîêàçàòåëåé
îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ (4.2) ê êîíå÷íûì çíà÷åíèÿì îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ ëèáî ê ïîÿâëå-
íèþ îñîáåííîñòåé â ðåãóëÿðíîì ÿäðå R∗ (z, ξ), à ñëåäîâàòåëüíî, è ê èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (4.1). Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å òàêèìè êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè
ÿâëÿþòñÿ h∗

1 = 0, h∗
2 = 1 è µ = 0,∞.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàèáîëüøîå îòêëîíåíèå èíòåïîëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà îò èíòåðïîëèðó-
åìîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî íà êîíöàõ îòðåçêà èíòåðïîëèðîâàíèÿ, â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëåé
ñõîäèìîñòè ìåòîäà âûáðàíû êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â êîíöàõ òðåùèíû,
îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

K(−1) =
(1 + κ2) [(1 + 2β) (1 + µκ1)− (3 + 2β) (µ+ κ2)]

2 (1 + µκ1) (µ+ κ2) sinπβ
p∗φ∗ (−1)

K(+1) = −20.5+βp∗φ∗ (1) ,

à òàêæå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.5),
ðàññ÷èòàííîé âî âíóòðåííèõ óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè, äåëÿùåé èíòåðâàë (−1, 1) íà 20
îòðåçêîâ, îò ïðàâîé ÷àñòè:

K(err) =

√√√√ 1

20

19∑
k=1

[
n∑

i=1

wiφ∗ (ξi)

{
1 − qi (tk)

ξi − tk
+ L∗

[
1 − qi (−tk − 2)

ξi + tk + 2

]
+ R∗ (tk, ξi)

}
+ p∗

]2

tk = −1 +
k

20
, (k = 1, 19) .

Â Òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ óêàçàííûõ âåëè÷èí ïðè ðàçíûõ ïîðÿäêàõ àïïðîêñèìàöèè
n è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ h∗

1, h
∗
2 è µ. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ïóàññîíà ïðèíÿòû

çíà÷åíèÿ ν1 = 0.35, ν2 = 0.25, à òàêæå ïîëîæåíî p∗ = 1. Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû äëÿ ïÿòè
ãðóïï çíà÷åíèé óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ, èç êîòîðûõ â ïåðâîé çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äàëå-
êè îò êðèòè÷åñêèõ, à â îñòàëüíûõ õîòÿ áû îäèí èç ïàðàìåòðîâ îòíîñèòåëüíî áëèçîê ê
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êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ ãðóïï, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò
áûòü, ïîñëåäíåé, ñõîäèìîñòü äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ è ÷èñëåííûé àíàëèç ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
ìîæíî ïðîâåñòè ïðè n = 10.

n 6 10 14 18
h∗
1 = 2 K(−1) 0.1109 0.1121 0.1124 0.1126

h∗
2 = 2.5 K(+1) 0.3550 0.3549 0.3549 0.3549
µ = 5 K(err) 0.0031 7.6× 10−4 9.2× 10−5 1.2× 10−4

h∗
1 = 2 K(−1) 0.5644 0.5628 0.5623 0.5621

h∗
2 = 1.05 K(+1) 0.1894 0.1896 0.1900 0.1901
µ = 0.5 K(err) 1.1× 10−3 5.3× 10−4 5.2× 10−5 2.7× 10−5

h∗
1 = 0.05 K(−1) 0.3664 0.3649 0.3644 0.3647
h∗
2 = 2.5 K(+1) 0.3726 0.3716 0.3717 0.3717
µ = 2 K(err) 3.9× 10−3 1.4× 10−3 4.6× 10−5 1.3× 10−4

h∗
1 = 2.8 K(−1) 1.7809 1.7536 1.7466 1.7442

h∗
2 = 4.2 K(+1) 0.2751 0.2756 0.2757 0.2757

µ = 0.0001 K(err) 0.0031 8.6× 10−4 1.4× 10−4 8.9× 10−5

h∗
1 = 2.8 K(−1) 0.0083 0.0084 0.0082 0.0084

h∗
2 = 4.2 K(+1) 0.4414 0.4490 0.4440 0.4417
µ = 100 K(err) 0.0018 0.0054 0.1134 0.0004

Òàáëèöà 1: Ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà

Èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ òàáëèöû, ÷èñëåííûé àíàëèç ïðîâåäåí äëÿ çíà÷åíèé èñõîäíûõ
ïàðàìåòðîâ îòíîñèòåëüíî äàëåêèõ îò êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïðè n = 10. Èññëåäîâàíà çà-
âèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ó êîíöîâ òðåùèíû, ïîêàçàòåëÿ îñî-
áåííîñòè β, à òàêæå ôîðìû ðàñêðûòèÿ òðåùèíû îò èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Íà Ðèñ.2-Ðèñ.5 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ êîíöåíòðàöèè íà-
ïðÿæåíèéK(−1) ó êîíöà òðåùèíû, âûõîäÿùåãî íà ëèíèþ ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ, (äàëåå, âíåø-
íèé êîíåö) (ñïëîøíûå ëèíèè) è K(+1) ó âíóòðåííåãî êîíöà òðåùèíû (ïóíêòèðíûå ëèíèè)
îò îòíîøåíèÿ ìîäóëåé ñäâèãà ìàòåðèàëîâ ïîëîñ µ = µ2/µ1 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ îäíî-
ãî èç ïàðàìåòðîâ h∗

1, h
∗
2, ν1 è ν2 ïðè íåèçìåííûõ òðåõ îñòàëüíûõ. Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ

ïàðàìåòð µ èçìåíÿëñÿ â ïðåäåëàõ [0.1, 8.35]. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî æå ïàðàìåòðà èññëåäî-
âàíî òàêæå èçìåíåíèå ïîêàçàòåëÿ îñîáåííîñòè β ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ
Ïóàññîíà ν1 è ν2. Âûÿñíåíî, ÷òî êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν1 ìàòåðèàëà íèæíåãî ñëîÿ ìà-
ëî âëèÿåò íà ïîêàçàòåëü îñîáåííîñòè β, îñîáåííî ïðè ïðèáëèæåíèè ê êîíöàì èíòåðâàëà
èçìåíåíèÿ µ, â ñðåäíåé æå ÷àñòè ÷åì áîëüøå êîýôôèöèåíò ν1, òåì ìåíüøå ïî ìîäóëþ ïîêà-
çàòåëü β. Êîýôôèöèåíò æå ν2 âëèÿåò íà ýòîò ïîêàçàòåëü â ðàâíîé ìåðå ïî âñåìó èíòåðâàëó
èçìåíåíèÿ µ, ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå êîýôôèöèåíò ν2, òåì áîëüøå ïî ìîäóëþ ïîêàçàòåëü β
(Òàáë.2).

47



µ
ν2 = 0.25 ν1 = 0.35

ν1 = 0.15 ν1 = 0.25 ν1 = 0.35 ν2 = 0.15 ν2 = 0.25 ν2 = 0.35
0.1 -0.3221 -0.3116 -0.3001 -0.2398 -0.3001 -0.3538
2.1 -0.5965 -0.5809 -0.5596 -0.5413 -0.5596 -0.5788
4.35 -0.6744 -0.6627 -0.6462 -0.6307 -0.6462 -0.6632
8.35 -0.7421 -0.7335 -0.7211 -0.7074 -0.7211 -0.7363

Òàáëèöà 2: Ïîêàçàòåëü îñîáåííîñòè β

Ðèñ.2 h∗
2 = 4.2; ν1 = 0.35, ν2 = 0.25 Ðèñ.3 h∗

1 = 2.8; ν1 = 0.35, ν2 = 0.25

Ðèñ.4 h∗
1 = 2.8; h∗

2 = 4.2, ν2 = 0.25 Ðèñ.5 h∗
1 = 2.8; h∗

2 = 4.2, ν1 = 0.35

Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

� Ñ âîçðàñòàíèåì îòíîøåíèÿ êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé ó âíåøíåãî êîí-
öà òðåùèíû ñóùåñòâåííî ïàäàåò, ñòðåìÿñü ê íóëþ, à âòîðîé êîýôôèöèåíò ìåäëåííî
âîçðàñòàåò, ñòðåìÿñü ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó,

� Êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà îáîèõ ìàòåðèàëîâ ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿþò íà êîýôôèöèåíò
êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé ó âíóòðåííåãî êîíöà òðåùèíû,

� Íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà êîýôôèöèåíò êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé ó âíåøíåãî êîíöà
òðåùèíû èìååò êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà âåðõíåãî ñëîÿ,
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� Èçìåíåíèå òîëùèíû âåðõíåãî ñëîÿ âëèÿåò, ãëàâíûì îáðàçîì, íà êîýôôèöèåíò êîí-
öåíòðàöèè íàïðÿæåíèé ó âíóòðåííåãî êîíöà òðåùèíû,

� Èçìåíåíèå òîëùèíû íèæíåãî ñëîÿ ïî÷òè îäèíàêîâî âëèÿåò íà êîýôôèöèåíòû êîí-
öåíòðàöèè íàïðÿæåíèé ó îáîèõ êîíöîâ òðåùèíû.

Íà Ðèñ.6 � Ðèñ.7 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ áåçðàçìåðíûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿ-
æåíèé τxy (x, 0)/(aµ2) è σy (x, 0)/(aµ2) ïî ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ âáëèçè âåðøèíû
òðåùèíû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Íà Ðèñ.6 ïðèâåäåíû óêàçàííûå ãðà-
ôèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé òîëùèíû íèæíåé ïîëîñû h∗

1 = 1.5; 0.75; 0.5 ïðè íåèçìåí-
íûõ îñòàëüíûõ: h∗

2 = 4.5; µ = 0.5; ν1 = 0.35 è ν2 = 0.25, à íà Ðèñ.7 òå æå ãðàôèêè äëÿ
µ = 0.5; 1; 2 è h∗

2 = 4.5; h∗
1 = 0.5; ν1 = ν2 = 0.25.

Ðèñ. 6: Ðàñïðåäåëåíèå òàíãåíöèàëüíûõ (ñëåâà) è íîðìàëüíûõ (ñïðàâà) íàïðÿæåíèé ïî
ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé òîëùèíû íèæíåé ïîëîñû h∗

1.

Ñóäÿ ïî ãðàôèêàì Ðèñ.6, èçìåíåíèå òîëùèíû íèæíåé ïîëîñû h∗
1 íå ñèëüíî âëèÿåò íà

ðàñïðåäåëåíèå òàíãåíöèàëüíûõ íàïðÿæåíèé, íîðìàëüíûå æå íàïðÿæåíèÿ, íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî îíè ïî âåëè÷èíå ñóùåñòâåííî ìåíüøå òàíãåíöèàëüíûõ, äîñòàòî÷íî ñèëüíî ðåàãèðóþò
íà ýòî èçìåíåíèå. Ïðè ýòîì òàíãåíöèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïðè óäàëåíèè îò âåðøèíû òðåùè-
íû óáûâàþò ìîíîòîííî, à íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà äîñòàòî÷íî áëèçêîì ðàññòîÿíèè îò
âåðøèíû òðåùèíû ìåíÿþò çíàê, äîñòèãàþò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, âîçðàñòàþò äî îïðåäå-
ëåííîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è äàëåå ìîíîòîííî óáûâàþò äî íóëÿ. Óìåíüøåíèå òîëùèíû
h∗
1 ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ è óìåíüøåíèþ
èíòåðâàëà ýòèõ àêòèâíûõ èçìåíåíèé, ïîñëå êîòîðîãî íà÷èíàåòñÿ ìîíîòîííîå óáûâàíèå äî
íóëÿ. Ïðè÷åì óìåíüøåíèå ýòîé çîíû îáóñëîâëåíî, ãëàâíûì îáðàçîì, ñäâèãîì ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà.

49



Ðèñ. 7: Ðàñïðåäåëåíèå òàíãåíöèàëüíûõ (ñëåâà) è íîðìàëüíûõ (ñïðàâà) íàïðÿæåíèé ïî
ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ ìîäóëåé ñäâèãà µ.

Èçìåíåíèå îòíîøåíèÿ ìîäóëåé ñäâèãà µ ðàâíîçíà÷íî âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå îáîèõ íà-
ïðÿæåíèé. Óâåëè÷åíèå îòíîøåíèÿ µ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ êàê òàíãåíöèàëüíûõ íàïðÿ-
æåíèé, òàê è àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ïðè ýòîì èíòåðâàë àêòèâíûõ
èçìåíåíèé íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé óìåíüøàåòñÿ, à ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, îñòàâàÿñü íà îä-
íîì óðîâíå, è ëîêàëüíûé ìèíèìóì, óìåíüøàÿñü ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ïðèáëèæàþòñÿ ê
âåðøèíå òðåùèíû. Çäåñü, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ãðàôèêîâ, îáà ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìà
â ðàâíîé ìåðå ïðèáëèæàþòñÿ ê âåðøèíå òðåøèíû.

Ïðè ïîìîùè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì ïðåäå-
ëîì [12] âû÷èñëåíî òàêæå ðàñêðûòèå òðåùèíû. Íà Ðèñ.8 ïðåäñòàâëåíû ôîðìû ðàñêðûòèÿ
òðåùèíû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Äâà ïàðàìåòðà ïðèíÿòû ïîñòîÿííûìè
h∗
2 = 4.2; ν2 = 0.25.

Ðèñ. 8: Ôîðìà ðàñêðûòèÿ òðåùèíû

Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äâóõêîìïîíåíòíîé ñîñòàâíîé ïîëîñû âîêðóã òðå-
ùèíû êîíå÷íîé äëèíû, ïåðïåíäèêóëÿðíî âûõîäÿùåé íà ëèíèþ ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ. Ïî-
ëó÷åíî îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå çàäà÷è, ÿâëÿþùååñÿ ñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèåì ñ îáîáùåííûì ÿäðîì Êîøè, èíà÷å íàçûâàåìûì óðàâíåíèåì ñ íåïîäâèæíîé îñîáåí-
íîñòüþ. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð èññëåäîâàíû çàâèñèìîñòè êîýôôè-
öèåíòîâ êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â êîíöàõ òðåùèíû, ïîêàçàòåëÿ îñîáåííîñòè íà âíåø-
íåì êîíöå òðåùèíû, ôîðìû ðàñêðûòèÿ òðåùèíû, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ è
òàíãåíöèàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ îò óïðóãèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.
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Âûÿâëåíà ñòåïåíü âëèÿíèÿ îòäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâ-íîñòè
íàïðÿæåíèé â âåðøèíàõ òðåùèíû: òîëùèíà íèæíåé ïîëîñû ïî÷òè îäèíàêîâî, ñ ïðåîáëà-
äàíèåì ó âíåøíåãî êîíöà, âëèÿåò íà îáà êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè; òîëùèíà âåðõíåé
ïîëîñû çàìåòíî âëèÿåò òîëüêî íà êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ó âíóòðåííåãî
êîíöà òðåùèíû; îáà êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà êîýôôèöèåíò èíòåí-
ñèâíîñòè ó âíåøíåãî êîíöà è ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿþò íà êîýôôèöèåíò ó âíóòðåííåãî êîíöà
òðåùèíû.

Ïîêàçàíî, ÷òî òîëùèíà íèæíåé ïîëîñû âëèÿåò òàêæå íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêò-íûõ
íàïðÿæåíèé ïî ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ, ïðè÷åì çíà÷èòåëüíî ñóùåñòâåíåå íà íîðìàëü-
íûå êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ, îòíîøåíèå æå ìîäóëåé ñäâèãà âëèÿåò íà îáà êîíòàêòíûõ
íàïðÿæåíèÿ â ðàâíîé ìåðå.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó ìîëîäîìó êîëëåãå ê.ô.ì.í. À.À.
Àìèðäæàíÿíó çà î÷åíü ïîëåçíîå îáñóæäåíèå íà âñåì, äîñòàòî÷íî äîëãîì, ïðîòÿæåíèè ïîä-
ãîòîâêè ñòàòüè è ïîìîùü ïðè âûïîëíåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.
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