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1. Введение. В работе [1] показано, что распространение магнито­
газодинамических волн в ионизированной магнитоактивной плазме имеет 
важное значение для объяснения явлений, связанных с радиоизлучением 
пульсаров. В [2,3] рассмотрены нелинейные волновые процессы в 
пульсарах на основании решения двух нелинейных эволюционных 
уравнений, выведенных из уравнений магнитной газодинамики. В работе 
[4] выведены и решены эволюционные уравнения для химически 
активной магнитогазодинамической среды. В [5] получены дисперсионные 
соотношения в двухжидкостной плазме для произвольных частот. В [6] 
дается численный расчет газодинамических пучков на основе решения 
эволюционного уравнения. В [7] для случая совпадения направления 
невозмущенного магнитного поля и оси распространения квазиплоской 
волны получено решение эволюционного уравнения для магнитной 
газодинамики несимметричной жидкости в форме узких гауссовых пучков. 
В [8] выведены общие нелинейные эволюционные уравнения для 
магнитной газодинамики неоднородной жидкости при произвольных 
направлениях невозмущенного магнитного поля. Записанные в [2] 
нелинейные уравнения магнитной газодинамики без учета вязкости и 
теплопроводности имеют вид:

Рассматриваются задачи распространения нелинейных пространственных волн в форме 
гауссовых пучков в пульсарах. В качестве определяющих уравнений, описывающих волновые 
движения плазмы с большими скоростями частиц, большой электропроводностью, высокой 
частотой волн и большими магнитными полями, используются известные уравнения магнитной 
газодинамики. Для относительно малых возмущений среды выводятся нелинейные 
эволюционные уравнения, и написаны порядки параметров движения, при которых все 
члены эволюционного уравнения имеют одинаковый порядок. Рассмотрены разные варианты 
направлений невозмущенного магнитного поля и распространения волны, которые могут 
возникнуть при изучении движения плазмы в пульсарах. В ряде случаев построено замкнутое 
аналитическое решение задачи об осесимметричных гауссовых пучках.
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А + Й-У|р + р7Й = 0, (1)

(3)—+ Й-7
д։

Н- (я- ?)й+ ■ й) = ут^2 Н ,

где ч„ = с2/4ла, с - скорость света, о - электропроводность. При 
распространении волн относительно малой интенсивности можно 
полагать [4,7]

Я = Я0+Л, Р = Ро+Р'. Р = Р0+Р'- <4)

Тогда в (3) под знаком производной вместо Н можно брать Айв 
волновой области для малого значения характерного параметра 
возмущения У1 ~ У/сп, где V - скорость частиц, ся - скорость волны, 
считать эйконал т~1/со малым (со - частота невозмущенной волны). 
Тогда имеют место порядки величин, используемые для получения 
нелинейного эволюционного уравнения, получаемые приравнением 
порядков величин в (3):

д д д д д г- тт Г7 03 /с\= ^7 ~С°У1> А~71Я> • “~Г1СТ. ся~с.(5)
ОТ СК ОТ т СК от т сп

причем последнее соотношение [2,3] эквивалентно соотношению ~ с, 
а1 = Н/74тгр есть скорость Альфвена. При этом (2) дает еще порядки 

р'~71рс2, Ь~чхН, нЦЬпр-с. (6)

Таким образом, для не очень малых значений параметра возмущений 
[2,3] у!, скорости V, частоты со, магнитные поля Я, и электропро­
водность велики,՛ и тем не менее можно пользоваться уравнениями 
магнитной газодинамики (1)-(3).

В настоящей статье изучены нелинейные задачи для случаев, когда 
высокочастотная волна имеет характер пучка (трехмерная задача). 
Рассмотрены случаи: 1) осевого магнитного поля при основной радиаль­
ной скорости частиц и волн, 2) азимутального магнитного поля при 
основной осевой скорости частиц и волн, 3) азимутального магнитного 
поля при сходящейся квазицилиндрической волне, 4) продольного 
осевого магнитного поля при основной продольной скорости частиц 
и волн [7], 5) осевой и азимутальной компонент полей при наклонном 
к оси фронте волны (общий случай). Такое разнообразие вариантов 
задач связано с многообразием возможностей волнового движения в 
звездах.
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2. Случай осевого поля и сходящейся волны. Рассмотрим 
продольное осевое постоянное магнитное поле в цилиндре, ось которого 
направлена по оси у, Н° = Но. В направлении к оси, т.е. по радиальной 
координате г цилиндра, распространяется квазипродольная магнито­
газодинамическая волна в виде нелинейного пучка, заданного в форме 
гауссовою пучка на входе в среду, т.е. при г= R, в функции координаты 
у и угловой координаты 0. Обозначим г = А 0, где Л - радиус цилиндра. 
Положим для компонент магнитного поля

Ну = Но+ Иу, НГ=ИГ, Нг=^, А* = ^, 

где А есть малое индуцированное поле. Проводя выкладки в полных 
уравнениях магнитной газодинамики, которые совпадают с выкладками 
для случая плоской волны [2], получаемых из (1)-(3) добавлением 
вязких и теплопроводящих членов, можно получить эволюционное 
уравнение для сходящейся к оси г = О волны т = т։ - /, = (R- г)/сп ,

д2Уг 1 гх7
-с.------ — НУг+с„

п дгдт 2 г п
<Ппф = _д7г < рд27г 

дт йг с„ ск [ г дг дт2
гд3Уг} 

+е-£- ■<’)
где Уг - радиальная компонента скорости частицы, связанная с основной 
по порядку компонентой возмущенного магнитного поля соотношением 

^=—#0» Сл=е,2+с^։ (8)
сп

где са - скорость звука, сЛ - скорость Альфвена, 

с

= 1+1^_ Зс^ (9)

2 с? 2С„2’

____ 1С2 д2Уг 
ду2 Т2 л Э? ’

2 2 1 "1 д2 Угп-^С2А-у1----- Г֊2ЬУт 2Сп

•ср
2сл Р Сп

РСЛ
(10)

В (7) предположено, что берется уравнение до некоторого г> гв, причем 
ю/р/сл » 1, гае ш - частота процесса. В (10)' у ֊ показатель адиабаты, 
£0 и т] - вязкость, к0 - теплопроводность, Т - температура, т0 - релаксация 
тепла, ф - лучевое решение, которое для данной задачи находится из 
уравнения Лпф/г/г =-1/2г, ф = -/л/л/г, ут - магнитная вязкость.

Коэффициенты (8), (9) уравнения (7) такие же, как и в задаче о 
распространении плоской волны поперек однородного магнитного 
поля [2]. Но смысл поперечных координат у и г и лучевого решения 
ф другой. Если считать сАсг/с2 « 1, то уравнение (8), (9) допускает 
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решение осесимметричных пучков по "радиальной" координате £ = у[у2 + г2 , 

причем начальное условие на границе г = R можно задавать в виде 
локальной перетяжки

“о “о я2

V - К ^+'2А‘(0)кг — Лов е

в форме гауссовою пучка и получать решение для узких пучков уравнения 
(7) в известном ваде [2,7].

Можно получить и решение для узких пучков для более реальной 
круговой перетяжки (не зависящей от координаты г), для которой в 
(11) следует заменить £ на у.

Для произвольных с3, сл уравнение (7) допускает решение в форме 
эллиптических в поперечном сечении пучков, которое, так же, как и 
для осесимметричных, сводится к обыкновенному дифференциальному 
уравнению для ширины пучка [2].

Все эти аналитические решения [2,7] проходят в случае значительной 
дисперсии Е. В то же время в силу малости коэффициента релаксации 
т0 в (10) это условие, вообще говоря, не выполняется.

Тем не менее можно обобщить подход, даваемый магнитогазодина­
мическими уравнениями (7)-(10), на более точный учет дисперсии за 
счет двухжидкостных уравнений плазмы [5]. Там показано, что для 
плазмы в поперечном магнитном поле имеет место уравнение частот со

2 2 * 1 „2 <+ со2]1 + -^-| 1 + 
“о I

(О/ Ю
«о/ 1֊ЛГО2

= 0.
(12)

Здесь с - скорость света, К - волновое число, соо - большая плазменная 
частота, со/։/ ֊ циклотронные частоты, причем оо,со/ = с^(соо/с2) [5]. В 
плотной плазме £с/со»1, со « со0 и (12) дает в нулевом порядке

со = со (13)
т.е. известную частоту (8). Полагая со2 = соо + со, где со мало и, считая 
в (12), (13), что со, «соо, получим для плотной плазмы из (12)

3 2 2
о 0 г — , С С А2со со = со, со' =----- у , л .

2с„ а>о с;+сх (14)

С другой стороны, уравнение дисперсии для уравнения (7) имеет вид [2] 

со' = - —Е<о°3։ у = - —.
Сп сп

Сравнивая с (14) можно записать уточненное за счет дисперсии волн 
в двухжидкостной плазме (14) эволюционное уравнение в виде (7), в 
котором
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Е =--- Т° ----- —____ . л гч
2с„ рс2 2^с„с1+с^ <

Для характерной лабораторной плазмы имеют место значения параметров 
плазменных волн

Яо=5-1О4Гс, л = 1013см՜3, <о0 = Ю7с՜1,

, = 4л2 ле2, е = 4.8 ■ Ю՜10 СОБЕ, т = 10՜27 г. (16> 
т

Тогда получится
в)§ =2-1022с՜2, (в' = -|106с-1. (17)

При этом дисперсия становится существенно большой и приближенное 
нелинейное решение узких пучков [2,7] применимо.

Это решение для безразмерной ширины пучка /(т') = ^(т'։)Д(0), т.е. 
отношения радиуса пучка $= = £(т}) в текущем сечении г=гх, например, 

=^Ю2 см, к начальному радиусу ^(0) = 10 см в сечении г = R, где 

R = 102 см, дается формулами ф » 1,

/2(т'։) = + (м'+ г,2)[ т; + р | ,
М'+р՛2 к V М'+р՛2)

М' =
Си4 +2к^__к1к$_ 

£4(О)<о4 £2(О)со4 (В4 ’

с2„ КгК% 
со2 7?1(0) ф2

V = У(О2 , = ООТд ,

(18)

„ _ ЗтТ2со3 е՜2^'1 „ _ , 3 1 Г2 е՜2^՛1
1 8с2 98со'2 + и'2 ’ . 2 иС° 8с2 9со'2 + и'2 ’

причем принято и'т! «1. Тогда, принимая, что со = 107с՜՛, ся=107с՜1, 
значение начальной кривизны волны (1/7г։ (0))(сл/со) = -10՜2 см՜1, 
получим ^ = 5/3, р' = 102, ^ = -(1/3)10՜2, Г' = -10-2, М' = 2-10^ в

1 ,_2 , , R-п
нелинейном случае, при этом в точке г\ = —10 , = сот!, Т1 =------- со,

1 4 Сл
т}=—102, /(т]) = 0.85. В линейном .случае 1Г1։ = 0 и получится 

/(т1) = 0.7. Таким образом имеется существенное сужение пучка и 
возрастание амплитуды.

3. Случай азимутального поля и плоской волны. Рассмотрим 
случай, когда имеется цилиндрический столб плазмы, находящийся в 
равновесии в начальном азимутальном магнитном поле Яо- Выберем 
ось х по оси цилиндра, г - радиальная координата, 9 - угловая. В 
начальном состоянии
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Яо°=— Л г, (19)
С

где /0 - осевая плотность тока, /0 = const. Имеет место распространяющаяся 
по оси х невозмущенная продольная волна с эйконалом т = x/c„-t. Тогда 
из уравнений магнитной газодинамики [2,7], получаемых из (7)-(10) 
добавлением вязкости и теплопроводности, можно получить упрощенное 

2 2 2эволюционное уравнение с„ = сд+сs

д^ух 1 1 а и. Ге4 а2 и/
dtdt 2 л[ dr2 г dr ^с4 c2Jr2302

эих</1пф_ 1 af^TZ dV* t пд2у* 
дх dt с„ дх [ х дх дх2

(20)ч

Полученное уравнение по форме совпадает с уравнениями (7) и (10), 
Г, Д и Е даются в (10) и (15), хотя переменные г, 0 в поперечном 
операторе другие. При этом ся = ся(г) в силу (19), поэтому 
вышеуказанное простое решение узких пучков [2,7] здесь не проходит. 
В то же время можно решать задачу о гауссовых пучках для уравнения 
(20) численно методом [6].

4. Случай азимутального поля и сходящейся волны. В случае 
азимутального поля Нд при сходящейся квазицилиндрической волне, 
где главная по порядку компонента скорости частиц есть И, вводя 

эйконал т = (R- г)/с„ - ։, можно получить Ад = - Н° — , и эволю­
ционное уравнение будет с2 = с2+с^,

d2Vr 1 2d2Vr с* 2}d2Vr 5К«/1пф 
drat 2 дх ) г дО дх dr

сп 5т дх дх2

(21)

где d 1пф/</г = -1/2 г. Снова эволюционные уравнения, для которых 
невозмущенное магнитное поле нормально скоростям частиц и 
направлению распространения волны, по форме записи совпадают. 
Однако, поскольку ся зависит от г, в отличие от (7), уравнение просто 
не интегрируется.

5. Случай осевого поля и плоской волны. Для случая осевого 
невозмущенного магнитного поля Ну = Но и распространяющейся по 
оси у плоской волны в задаче о осесимметричных гауссовых пучках 
можно полагать для эйконала т = у/сп -(, причем для приосевых областей 
можно для скоростей быстрых и медленных волн получить [7], ся = с и 
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ся = ся, эволюционное уравнение для с, = с запишется К = и,

(22)

(23)

а2 и 1 с2с2 Га2 к 1 8и 1 а2 ц 
д։дг + 2 2с2-с2-с^ + г дг + г2 802, "

8и Лпф 1 , пд2и , гаМ
Зт А с„ Зт Зт2 Зг )

Значение нелинейного коэффициента

г = 1±1 + - с"~с?
2 2с2-с2-4 ^^-с2-^’

которое при ся = с совпадает с газодинамическим, и тот же 
относится к коэффициентам О и Е, даваемым (10) при сх=0.

Решение узких пучков [2,7] для (22) применимо.

6. Общий случай направлений поля и волны. Рассмотрим 
довольно общий и практически важный случай, когда начальное 
магнитное поле и волновой вектор находятся в цилиндрической 
поверхности

Н° =Ноху + Н^в, 'С = куу+квв-Г, (24)

где у совпадает с осью цилиндра, т?,т0 - единичные векторы. При 
выборе Н° согласно (24) естественен и выбор эйконала, поскольку 
Яд = Я0(г) и не зависит от у, 0.

В основных порядках получится

-ку = Щкв^у-Н01с6^

~ Ад = Яд АуК0— Яд ку¥у • (25)

Будем рассматривать значения г>г1։ где г, фиксирована, тогда в 
главных порядках можно производные от 1/г не учитывать.

Из уравнений магнитной газодинамики, выбирая оси х2, х3, в 
касательной плоскости волны, можно получить в общем случае 
произвольной волны эволюционное уравнение [4,8]

д2 и 1 ( Э2«! д2 и 82а։ З2 и - д2а1 д2 и
Э/Зт 2 8x2 За2 дх% да2да3 дх%

а«</1пф_ 1 а(г„8«,па2«1Ра3^ 
— — I X и I Х/ м । Ху ч }

Эт А с„ дт Зт Зт2 Зт3 у
(26)

где и есть нормальная к волне скорость частиц, Г дается (23)
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D =----- -—
2ся Л

cS

+ vmic;-cJ

Нп 

4яр0
/

, х.2

<£ + 1Т11+т'(с"~с^я2
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IVs’V* 4яр, с2

я2 Ky-i)2^)
4лр0 РО Сп

(27)

2 ffn
СГп э

л-24-4-^.
2 сп Л Ро сп

а12,з ■ компоненты волнового вектора, причем в магнитной газодинамике • 
они вычисляются с помощью уравнения для нормальной скорости 
линейной волны и имеют вид [4,8]

f. + А1 2 + А< C! Сл)
h\~ 1Л 4<£л’

Л., с ycV + А< Я?,(я2-Я2-Я2)(б4֊4-^)
Т^’^с-Сл я’с.л ։Л 44л’

д2^ 
да2да3

Здесь Н2 = Н2+Н^+Н^, НХх=Нп - проекция Н° на нормаль к 
волне, Я_ ֊ - на касательную, причем согласно (23) имеет место *2» "*3

х2.г, Х,.у^֊г^.

(29)

Поскольку 52а1/Эа2Эа3 =0, возможно аналитическое решение методом 
раздела 2 и [2] задачи об узких гауссовых пучках в неоднородной 
плазме в предположении, что зависимостью коэффициентов в (26) от 
г пренебрегается.

Один из авторов (Д.С.) выражает благодарность гранту АЯР2-3232- 
УЕ-04, при частичной финансовой поддержке которой была выполнена 
эта работа.
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THE STUDY OF WAVE PROCESSES IN NONLINEAR 
BEAMS IN THE CASE OF PROPAGATION OF WAVES

IN PLASMA OF PULSARS WITH VARIOUS 
ORIENTATIONS OF MAGNETIC FIELDS

A.G.BAGDOEV1, D.M.SEDRAKIAN2

The problems of propagation of nonlinear three-dimensional waves in 
form of Gaussian beams in pulsars are considered. To determine equations 
describing waves motion in plasma with large velocities of particles, large 
electroconductivity, high frequency of waves and large magnetic fields known 
equations of magnetogasodynamics are used. For respectively small distur­
bances of media nonlinear evolutionary equations are derived, and the 
orders of parameters of motion, for which all terms of evolutionary equation 
have the same order, are written. The various variants of magnetic fields are 
considered for which evolutionary equations are derived and solved.

Key words: (stars:)pulsars:magnetic fields
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