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Аннотация. В статье рассматривается уравнение ∂f(w)/∂w = u(w) в верх-
ней полуплоскости Π+. Для функций u класса Ck (k = 1, 2, 3, . . . ,∞) из весо-
вых Lp пространств (1 ≤ p <∞) с весовой функций типа (Imw)α · |w+ i|−γ ,
w ∈ Π+, строится семейство решений fβ , зависящее от комплексного пара-
метра β.
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1. Введение

В работе [1] приводится обобщение интегральной формулы Коши для гладких

функций. А именно, если Ω является ограниченной областью с кусочно-гладкой

границей и f ∈ C1(Ω), то справедлива следующая формула:

(1.1) f(z) =
1

2πi

∫
∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

π

∫∫
Ω

∂f(ζ)

∂ζ

ζ − z
dm(ζ), z ∈ Ω,

где m - двумерная мера Лебега в комплексной области, а

(1.2)
∂

∂ζ
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(ζ = x+ iy)

представляет собой известный оператор Коши-Римана, обращаюшийся в 0 на

голоморфных функциях. Поскольку первое слагаемое в (1.1) голоморфно в Ω,

мы можем заключить, что решение ∂-уравнения

(1.3)
∂g(z)

∂z
= v(z), z ∈ Ω,
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где функция v ∈ C1(Ω) задана, а функция g ∈ C1(Ω) искомая, может быть

представлено как

(1.4) g(z) = − 1

π
·
∫∫
Ω

v(ζ)

ζ − z
dm(ζ), z ∈ Ω.

Уравнение (1.3) играет важную роль во многих задачах комплексного анализа

(особенно в случае многих комплексных переменных).

В следующей теореме (см. [2, Теорема 1.2.2]) рассматривается важный случай,

когда формула (1.4) действительно даёт решение ∂-уравнения.

Теорема 1.1. Пусть Ω- открытое ограниченное множество в C, k = 1, 2, 3, ...,∞
и v ∈ Ckc (Ω), т.е. функция v ∈ Ck(Ω) и имеет компактный носитель, целиком

находящийся в Ω. Тогда функция g, определяемая формулой (1.4), принадлежит

Ck(Ω) и удовлетворяет уравнению (1.3).

Замечание. В [3, Предложение 16.3.2], [4, Теорема 1.1.3] рассмотрен случай,

когда v ∈ Ck(Ω) ∩ L∞(Ω) или v ∈ Ck(Ω) ∩ L1(Ω).

В работах [5], [6] отмечается следующее обобщение формулы (1.1) для еди-

ничного круга D = {ζ : |ζ| < 1} (Reβ > −1):

f(z) =
β + 1

π

∫∫
D

f(ζ)(1− |ζ|2)β

(1− zζ)2+β
dm(ζ)(1.5)

− 1

π

∫∫
D

∂f(ζ)

∂ζ

ζ − z
·
(

1− |ζ|2

1− zζ

)β+1

dm(ζ), z ∈ D,

где первое слагаемое голоморфно по z ∈ D и впервые появилось в работах [7],

[8], где рассмотрены классы голоморфных в D функций из весовых пространств

Lpα(D), порождённых нормой

(1.6) ‖f‖p,α =

∫∫
D

|f(ζ)|p(1− |ζ|)αdm(ζ)

 1
p

.

Естественно, по аналогии с (1.4), второе слагаемое в (1.5) может быть использо-

вано в качестве формульного решения уравнения (1.3):

(1.7) gβ(z) = − 1

π

∫∫
D

v(ζ)

ζ − z
·
(

1− |ζ|2

1− zζ

)β+1

dm(ζ), z ∈ D.

На самом деле справедливо следующее утверждение:
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Теорема 1.2. Пусть 1 ≤ p < +∞, α > −1 и Reβ > α. Если v ∈ C1(D)∩Lpα+1(D),

то функция gβ, определяемая по формуле (1.7), принадлежит C1(D) ∩ Lpα(D) и

удовлетворяет уравнению (1.3). Более того,

(1.8) ‖gβ‖p,α ≤ const(α, β) · ‖v‖p,α+1.

Эта теорема является следствием соответствующих многомерных результатов

работы [5], где рассматриваются случаи единичного шара Bn ⊂ Cn и единичного

полидиска Un ⊂ Cn.
Отметим, что различные многомерные аналоги формулы (1.5) были получены

в [9], [10].

Дальнейшие обобщения формулы (1.5) для единичного круга D были получе-

ны в [11], [12], [13], [14] (при различных условиях, налагаемых на f(ζ) и ∂f(ζ)/∂ζ)

и могут быть записаны следующим образом:

f(z) =

∫∫
D

f(ζ)Sβ,ρ,ϕ(z; ζ) · (1− |ζ|2ρ)β · |ζ|2ϕdm(ζ)(1.9)

− 1

π

∫∫
D

∂f(ζ)

∂ζ

ζ − z
·Qβ,ρ,ϕ(z; ζ)dm(ζ), z ∈ D,

где ядра S и Q записываются в явной форме (в виде интегралов или рядов).

В работах [12], [13], [15] было установлено, что формула второго слагаемого в

(1.9) (с заменой ∂f(ζ)

∂ζ
на v(ζ)) порождает семейство решений уравнения (1.3)

в D.

Формулы типа (1.1), (1.5) представляют интерес так же в случае неограни-

ченных областей. В случае верхней полуплоскости Π+ справедлива следующая

формула, являющаяся следствием соответствующего многомерного результата

[16, Теорема 2.2]:

f(w) =
2β(β + 1)

π

∫∫
Π+

f(η)(Imη)β

[i(η − w)]2+β
dm(η)(1.10)

− 2β+1

π

∫∫
Π+

∂f(η)/∂η

η − w
· (Imη)β+1

[i(η − w)]β+1
dm(η), w ∈ Π+,

где f(η) и ∂f(η)
∂η принадлежат определённым весовым Lp-пространствам в верхней

полуплоскости.

В случае голоморфных функций, когда второе слагаемое отсутствует, форму-

ла (1.10) получена в [17], [18].
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В настоящей работе будет показано, что формула второго слагаемого в (1.10)

даёт семейство решений уравнения (1.3) при определённых условиях, налагаемых

на правую часть.

Отметим, что в [19] приводятся решения уравнения (1.3) в Π+ в предположе-

нии, что правая часть суть комплексная мера Карлесона, решения понимаются

в смысле обобщённых функций, при этом решения записываются в виде нели-

нейных интегральных операторов.

В [20], [21] в многомерном случае приводятся решения ∂-уравнения с равно-

мерными оценками в трубе будущего (многомерном аналоге Π+), но при этом

обязательно предполагается, что правая часть имеет ограниченный носитель.

2. Предварительные результаты

Начнём с простых утверждений, доказательство которых не представляет труда.

Предложение 2.1. Пусть Ω ⊂ C, Ω1 ⊂ C, ϕ : Ω → Ω1, f : Ω1 → C и ϕ(ζ) ∈
H(Ω), f(η) ∈ C1(Ω1). Тогда

∂f(ϕ(ζ))

∂ζ
=
∂f(η)

∂η

∣∣∣∣
η=ϕ(ζ)

· ϕ′(ζ).

Предложение 2.2. Пусть η, w ∈ Π+, тогда:

(а) Re[i(η − w)] = Imη + Imw > 0.

(б) |i(η − w)|2 ≥ (Imη+Imw)2 ≥ 4·Imη ·Imw, причём равенство достигается

только при η = w.

Напомним, что биголоморфный изоморфизм единичного круга D и верхней

полуплоскости Π+ осуществляется посредством известных преобразований Кэли:

(2.1) Φ(ζ) = i · 1 + ζ

1− ζ
, ζ ∈ D, Φ−1(η) =

η − i
η + i

, η ∈ Π+.

В следующем утверждении приводятся основные свойства преобразований Кели,

необходимые для дальнейшего.

Предложение 2.3. Пусть ζ ∈ D и η ∈ Π+, тогда:

1◦. Φ′(ζ) =
2i

(1− ζ)2
,

(
Φ−1(η)

)′
=

2i

(η + i)2
.(2.2)

2◦. dm(Φ(ζ)) =
4

|1− ζ|4
dm(ζ), dm(Φ−1(η)) =

4

|η + i|4
dm(η).(2.3)

3◦. Если η = Φ(ζ), то

1− |ζ|2 =
4Imη

|η + i|2
, Imη =

1− |ζ|2

|1− ζ|2
.

(2.4)
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4◦. Если w, η ∈ Π+, то

1− Φ−1(w) · Φ−1(η) =
2i(η − w)

(w + i)(η − i)
,

(2.5)

1− |Φ−1(η)|2 =
4Imη

|η + i|2
,(2.6)

Φ−1(w)− Φ−1(η) =
2i(w − η)

(w + i)(η + i)
.(2.7)

Доказательство. Соотношения (2.2), (2.3) и (2.5), (2.6) следуют из [22, Лемма

1.1], а (2.4) и (2.7) проверяются непосредственно.

Предложение 2.4. Пусть w0 ∈ Π+ фиксировано и Im(w0) > r1 > r2 > 0.

Положим G(w0; r1) ≡ {w : |w−w0| < r1} и G(w0; r2) ≡ {w : |w−w0| < r2}. Тогда

при η ∈ Π+\G(w0; r1) и w ∈ G(w0; r2) имеем

(2.8) |η − w| � |η + i|, т.е. 0 < A ≤ |η − w|
|η + i|

≤ B < +∞.

Доказательство. Возьмём R > 0 так, что G(w0; r1) ⊂ {w : |w| ≤ R} и при

этом
∣∣∣∣ iη
∣∣∣∣ < 1

2
и
∣∣∣∣wη
∣∣∣∣ < 1

2
при |η| > R и w ∈ G(w0; r2). Тогда имеем:

|η − w|
|η + i|

=

∣∣∣ η|η| − w
|η|

∣∣∣∣∣∣ η|η| + i
|η|

∣∣∣ ≤ 3/2

1/2
= 3

и

|η − w|
|η + i|

=

∣∣∣ η|η| − w
|η|

∣∣∣∣∣∣ η|η| + i
|η|

∣∣∣ ≥ 1/2

3/2
=

1

3
.

Если же |η| ≤ R, то рассмотрим отношение
|η − w|
|η + i|

как функцию двух пере-

менных η и w, которая непрерывна и положительна на компактном множестве

{(η, w) ∈ C2 : η ∈ Π+\G(w0; r1), |η| ≤ R и w ∈ G(w0; r2)}. Следовательно, на этом

множестве рассматриваемое отношение находится между двумя фиксированны-

ми положительными числами. Утверждение доказано.

Определение 2.1. Для произвольных функций g(ζ), ζ ∈ D, и f(η), η ∈ Π+, и

для β ∈ C будем писать

g
β∼ f или f

β∼ g

если

(2.9) g(ζ) ≡ f(Φ(ζ))

(1− ζ)2+β
, ζ ∈ D,
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или, что то же самое,

(2.10) f(η) ≡ g(Φ−1(η)) ·
(

2i

η + i

)2+β

, η ∈ Π+.

Очевидно, что если g
β∼ f , то условие g ∈ Ck(D) эквивалентно условию f ∈

Ck(Π+) (k = 1, 2, 3, . . . ,∞). Кроме того, если g
β∼ f1 и g

β∼ f2, то f1 ≡ f2 в Π+ и

наоборот: если g1
β∼ f и g2

β∼ f , то g1 ≡ g2 в D.

Определение 2.2. Для произвольных функций v(ζ), ζ ∈ D, и u(η), η ∈ Π+, и

для β ∈ C будем писать

v
β
≈ u или u

β
≈ v

если

(2.11) v(ζ) =
u(Φ(ζ))

(1− ζ)2+β
· −2i

(1− ζ)2
, ζ ∈ D,

или, что то же самое,

(2.12) u(η) = v(Φ−1(η)) ·
(

2i

η + i

)2+β

· −2i

(η − i)2
, η ∈ Π+.

Очевидно, что если v
β
≈ u, то условие v ∈ Ck(D) эквивалентно условию u ∈

Ck(Π+) (k = 1, 2, 3, . . . ,∞). Кроме того, если v
β
≈ u1 и v

β
≈ u2, то u1 ≡ u2 в Π+ и

наоборот: если v1

β
≈ u и v2

β
≈ u, то v1 ≡ v2 в D.

Предложение 2.5. Пусть g ∈ Ck(D), f ∈ Ck(Π+), k = 1, 2, 3, . . . ,∞ и g
β∼ f

(β ∈ C). Тогда для функций v(ζ), ζ ∈ D, и u(η), η ∈ Π+, справедливы следующие

утверждения:

(а) Если v(ζ) ≡ ∂g(ζ)

∂ζ
и u(η) ≡ ∂f(η)

∂η
, то v

β
≈ u.

(б) Если v
β
≈ u, тогда равенство v(ζ) ≡ ∂g(ζ)

∂ζ
эквивалентно равенству u(η) ≡

∂f(η)

∂η
.

Доказательство. Очивидно, что (б) является следствием (а).

Для доказательства (а) воспользуемся соотношениями (2.9) и (2.10). Тогда ввиду

Предложения 2.1

v(ζ) ≡ ∂g(ζ)

∂ζ
=

∂f(η)
∂η

∣∣∣
η=Φ(ζ)

(1− ζ)2+β
· −2i

(1− ζ)2
,

u(η) ≡ ∂f(η)

∂η
=

(
2i

η + i

)2+β

· ∂g(ζ)

∂ζ

∣∣∣∣
ζ=Φ−1(η)

· −2i

(η − i)2
.
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Чтобы установить соотношение v
β
≈ u, достаточно показать, в силу (2.11), что

v(ζ) ≡ u(Φ(ζ))

(1− ζ)2+β
· −2i

(1− ζ)2
.

Действительно,

u(Φ(ζ))

(1− ζ)2+β
· −2i

(1− ζ)2

=
1

(1− ζ)2+β
· −2i

(1− ζ)2
·

(
2i

i 1+ζ
1−ζ + i

)2+β

· ∂g(ζ)

∂ζ
· −2i(
−i 1+ζ

1−ζ − i
)2 ≡

∂g(ζ)

∂ζ
≡ v(ζ).

При Reβ > −1 введём два интегральных оператора.

Для комплекснозначной измеримой функции v(ζ), ζ ∈ D, формально положим

(2.13) Tβ(v)(z) = − 1

π

∫∫
D

v(ζ)

ζ − z

(
1− |ζ|2

1− zζ

)β+1

dm(ζ), z ∈ D.

Для комплекснозначной измеримой функции u(η), η ∈ Π+, формально положим

(2.14) T ∗β (u)(w) = −2β+1

π
·
∫∫
Π+

u(η)

η − w
· (Imη)β+1

(i(η − w))β+1
dm(η), w ∈ Π+.

Заметим, что (2.13) и (2.14) вполне соответствуют структуре вторых слагаемых

в итегральных представлениях (1.5) и (1.10).

Теорема 2.1. Если v
β
≈ u, то Tβ(v)

β∼ T ∗β (u) при условии, что для заданных

функций v и u соответствующие интегралы в (2.13) и (2.14) абсолютно схо-

дятся.

Доказательство. По ходу доказательства будет показано, что при условиях

теоремы абсолютная сходимость одного из интегралов в (2.13) и (2.14) влечёт

абсолютную сходимость другого.

В силу (2.10) нужно доказать, что

T ∗β (u)(w) ≡ Tβ(v)(Φ−1(w)) ·
(

2i

w + i

)2+β

, w ∈ Π+.

Действительно, в силу (2.3) - (2.7)

Tβ(v)(Φ−1(w)) ·
(

2i

w + i

)2+β

= − 1

π
·
(

2i

w + i

)2+β ∫∫
D

v(ζ)

ζ − Φ−1(w)
· (1− |ζ|2)β+1

(1− Φ−1(w) · ζ)β+1
dm(ζ)
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= − 1

π
·
(

2i

w + i

)2+β ∫∫
Π+

v(Φ−1(η))

Φ−1(η)− Φ−1(w)
· (1− |Φ−1(η)|2)β+1dm(Φ−1(η))

(1− Φ−1(w) · Φ−1(η))β+1

= − 1

π
·
(

2i

w + i

)2+β ∫∫
Π+

v(Φ−1(η))

2i(η − w)

(w + i)(η + i)

·

(
4Imη

|η + i|2

)β+1

(
2i(η − w)

(w + i)(η − i)

)β+1
· 4dm(η)

|η + i|4

= − 1

π
·
(

2i

w + i

)2+β

· 1

2i
· 4β+2

2β+1
·
∫∫
Π+

v(Φ−1(η))

η − w
· (w + i)(η + i)

· (Imη)β+1

(η + i)β+3(η − i)β+3
· (w + i)β+1(η − i)β+1

(i(η − w))β+1
dm(η)

= − 1

π
· (2i)2+β · 2β+2 · 1

i
·
∫∫
Π+

v(Φ−1(η))

η − w
· (Imη)β+1

(i(η − w))β+1

· 1

(η + i)β+2
· −2i

(η − i)2
· 1

−2i
dm(η)

= −2β+1

π
·
∫∫
Π+

u(η)

η − w
· (Imη)β+1

(i(η − w))β+1
dm(η) ≡ T ∗β (u)(w), w ∈ Π+.

3. Весовые решения ∂-уравнения

Начнём с общих рассуждений. Пусть u ∈ Ck(Π+), (k = 1, 2, 3 . . . ,∞), тогда,

как уже отмечалось, существует единственная функция v, так что v
β
≈ u, причём

v ∈ Ck(D). Положим

g(z) = Tβ(v)(z), z ∈ D,

и пусть известно, что g ∈ Ck(D) и
∂g(z)

∂z
≡ v(z), z ∈ D.

Затем положим

f(w) = T ∗β (u)(w), w ∈ Π+.

Ввиду Теоремы 2.1 получаем, что f β∼ g, и при этом f ∈ Ck(Π+). Более того, в

силу Предложения 2.5 (б) имеем

u(w) ≡ ∂f(w)

∂w
, w ∈ Π+.

Следовательно оператор T ∗β решает ∂- уравнения в Π+.

Важным следствием приведённых рассуждений является следующее утвер-

ждение.
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Теорема 3.1. Пусть u ∈ Ckc (Π+), k = 1, 2, 3, . . . ,∞, Reβ > −1. Положим

fβ(w) ≡ T ∗β (u)(w), w ∈ Π+, тогда

(3.1) fβ ∈ Ck(Π+) и
∂fβ(w)

∂w
≡ u(w), w ∈ Π+.

Доказательство. Выберем v(ζ), ζ ∈ D так, что v
β
≈ u. Очевидно, имеем

v ∈ Ckc (D). Положим

g(z) = Tβ(v)(z), z ∈ D.

Тогда g ∈ Ck(D) и ∂g(z)
∂z ≡ v(z), z ∈ D (это следует из [5], когда k = 1, и из

[15], когда k ≥ 1). В силу приведённых в начале параграфа рассуждений мы

непосредственно получаем (3.1).

Теорема 3.2. Пусть u ∈ Ck(Π+), k = 1, 2, 3, . . . ,∞, Reβ > −1 и

(3.2)
|u(η)| · (Imη)Reβ+1

|η + i|Reβ+2
∈ L1(Π+).

Положим fβ(w) ≡ T ∗β (u)(w), w ∈ Π+, тогда имеет место (3.1).

Доказательство. Очевидно, что достаточно установить (3.1) локально, то

есть в окрестности произвольной точки из верхней полуплоскости. Зафиксируем

произвольное w0 ∈ Π+ и пусть Imw0 > r1 > r2 > 0. ПоложимG1 ≡ {w : |w−w0| <
r1}, G2 ≡ {w : |w−w0| < r2}. Мы покажем, что (3.1) имеет место в G2. Очевидно,

что существует функция ψ ∈ C∞c (C) такая, что

(3.3) ψ|G2
≡ 1,

(3.4) ψ|C\G1
≡ 0,

(3.5) ψ|G1\G2
∈ [0, 1].

Следовательно,

fβ(w) = −2β+1

π

∫∫
Π+

u(η)ψ(η)

η − w
· (Imη)β+1

(i(η − w))β+1
dm(η)

− 2β+1

π

∫∫
Π+

u(η)(1− ψ(η))

η − w
· (Imη)β+1

(i(η − w))β+1
dm(η) ≡ f1(w) + f2(w).

В силу Теоремы 3.1 имеем, что f1 ∈ Ck(Π+) и
∂f1(w)

∂w
≡ u(w) · ψ(w) ≡ u(w),

w ∈ G2. Если мы покажем, что f2 голоморфна в G2, то очевидным образом (3.1)
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будет установлено. Заметим, что

f2(w) = −2β+1

π

∫∫
Π+\G2

u(η)(1− ψ(η))

η − w
· (Imη)β+1

(i(η − w))β+1
dm(η), w ∈ G2.

Поскольку подинтегральное выражение в формуле f2 голоморфно по w ∈ G2 для

любого фиксированного η ∈ Π+\G2, достаточно найти F (η) ∈ L1(Π+\G2) так,

что ∣∣∣∣u(η)(1− ψ(η))

(η − w)
· (Imη)β+1

(i(η − w))β+1

∣∣∣∣ ≤ F (η),

для любого η ∈ Π+\G2 равномерно по w ∈ G3 ≡ {w : |w−w0| < r3}, где r3 ∈ (0, r2)

произвольно. Прежде всего заметим, что согласно Предложению 2.4

|η − w| � |η + i|, η ∈ Π+\G2, w ∈ G3.

Кроме того, очевидно, что |η − w| > |η − w|. Следовательно∣∣∣∣u(η)(1− ψ(η))

(η − w)
· (Imη)β+1

(i(η − w))β+1

∣∣∣∣ ≤ const(w0, r2, r3, β) · |u(η)| · (Imη)Reβ+1

|η + i|Reβ+2
≡ F (η).

Из условия теоремы получаем F ∈ L1(Π+\G2).

Пусть 1 ≤ p < ∞, α > −1 и γ ∈ R. Для комплекснозначной измеримой функ-

ции u, заданной в Π+, положим

(3.6) ‖u‖p,α,γ =

∫∫
Π+

|u(η)|p(Imη)α

|η + i|γ
dm(η)


1
p

.

Соответственно,

(3.7) Lpα,γ(Π+) = {u : ‖u‖p,α,γ < +∞}.

Отметим, что пространства подобного типа в верхней полуплоскости уже рас-

сматривались в [23].

Теорема 3.3. Пусть функция u ∈ Ck(Π+) (k = 1, 2, 3, . . . ,∞) и удовлетворяет

одному из следующих условий:

(а) u(η) · Imη ∈ L1
α,γ(Π+), α > −1, γ ≤ 2 + α,Reβ ≥ α,

(б) u(η) ·Imη ∈ Lpα,γ(Π+), 1 < p <∞, α > −1, γ < 2+α,Reβ > α+1
p −1. Положим

fβ(w) ≡ T ∗β (u)(w), w ∈ Π+, тогда имеет место (3.1).
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Доказательство. Ввиду Теоремы 3.2 достаточно показать, что условия (а)

или (б) обеспечивают выполнение условия

u(η) · Imη · (Imη)Reβ

|η + i|Reβ+2
∈ L1(Π+).

Положим u(η) · Imη = g(η), η ∈ Π+. Если имеет место (a), то есть g ∈ L1
α,γ(Π+),

то ∣∣∣∣g(η) · (Imη)Reβ

|η + i|Reβ+2

∣∣∣∣ =
|g(η)| · (Imη)α

|η + i|γ
· (Imη)Reβ−α

|η + i|Reβ−α
· 1

|η + i|α−γ+2

≤ |g(η)| · (Imη)α

|η + i|γ
∈ L1(Π+),

что и требовалось доказать. Если же имеет место (б), то есть g ∈ Lpα,γ(Π+), то в

силу интегрального неравенство Гёльдера (1/p+ 1/q = 1)∫∫
Π+

g(η) · (Imη)Reβ

|η + i|Reβ+2
dm(η) =

∫∫
Π+

g(η) · (Imη)
α
p

|η + i|
γ
p

· (Imη)Reβ−
α
q

|η + i|Reβ−
γ
p+2

dm(η)(3.8)

≤ ‖g‖p,α,γ ·

∫∫
Π+

(Imη)(Reβ−αp )q

|η + i|(Reβ−
γ
p+2)q

dm(η)


1
q

.

Для сходимости последнего интеграла необходимо выполнение следующих усло-

вий (см., например, [22, Лемма 3.1]):(
Reβ − α

p

)
q > −1 и

(
Reβ − γ

p
+ 2

)
q >

(
Reβ − α

p

)
q + 2,

которые соответственно эквивалентны условиям теоремы : Reβ > α+1
p − 1 и

γ < α+ 2. Теорема доказана.

4. Весовые Lp-оценки решений ∂-урвнения

Предложение 4.1. Пусть для комплекснозначных измеримых функций v(ζ), ζ ∈
D, и u(η), η ∈ Π+, имеем v

β
≈ u. Если 1 ≤ p < +∞, α > −1, γ ∈ R, тогда при

условии

(4.1) 4p+ pReβ + γ − 4− 2α ≥ 0

справедлива оценка

(4.2) ‖v‖p,4p+pReβ+γ−4−α ≤ const(p, β, α, γ) · ‖u‖p,α,γ .
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Доказательство. Отметим, что нормы в (4.2) понимаются соответственно в

смысле (1.6) и (3.6). В силу (2.11), поскольку β фиксировано, имеем

|v(ζ)|p � |u(Φ(ζ))|p

|1− ζ|p(4+Reβ)
, ζ ∈ D.

Следовательно, с учётом неравенства 1− |ζ|2 ≤ 2 · |1− ζ|, ζ ∈ D, и условия (4.1),

приходим к следующей цепочке неравенств:

‖u‖pp,α,γ
η=Φ(ζ)
====

∫∫
D

|u(Φ(ζ))|p ·
(

1−|ζ|2
|1−ζ|2

)α
∣∣∣ 2i

1−ζ

∣∣∣γ · 4

|1− ζ|4
dm(ζ)

= const(γ)

∫∫
D

|u(Φ(ζ))|p · (1− |ζ|2)αdm(ζ)

|1− ζ|4+2α−γ

≥ const(p, β, γ)

∫∫
D

|v(ζ)|p · (1− |ζ|2)αdm(ζ)

|1− ζ|4+2α−γ−4p−pReβ

≥ const(p, β, α, γ)

∫∫
D

|v(ζ)|p · (1− |ζ|2)α(1− |ζ|2)4p+pReβ+γ−4−2αdm(ζ)

= const(p, β, α, γ) · ‖v‖pp, 4p+pReβ+γ−4−α.

Таким образом, утверждение доказано. По ходу отметим, что (4.1) обеспечивает

выполнение условия 4p+ pReβ + γ − 4− α > −1.

Теорема 4.1. Пусть 1 ≤ p < ∞, α > −1, γ ∈ R. Предположим также выпол-

нение условия (4.1) и, кроме того,

(4.3) Reβ > 4p+ pReβ + γ − 5− α > −1.

Тогда для произвольной функции u ∈ Ck(Π+) ∩ Lpα,γ(Π+), k = 1, 2, 3, . . . ,∞, ин-

тегральный оператор T ∗β решает соответствующее ∂-уравнение в Π+, т.е. для

функции fβ(w) ≡ T ∗β (u)(w), w ∈ Π+, имеет место (3.1). Более того, справедли-

ва оценка

(4.4) ‖fβ‖p, 4p+pReβ+γ−5−α, 6p+pReβ+2γ−6−2α ≤ const(p, β, α, γ) · ‖u‖p,α,γ .

Доказательство. Исходя из функции u, заданной в Π+, построим функцию

v, заданную в D, так что v
β
≈ u и при этом справедлива оценка (4.2). Положим

gβ(z) = Tβ(v)(z), z ∈ D, тогда gβ ∈ Ck(D) (см. [5], [15]). Более того, в силу

Теоремы 1.2, условий (4.3) и оценки (4.2) имеем:

‖gβ‖p, 4p+pReβ+γ−5−α ≤ const(p, β, α, γ) · ‖v‖p, 4p+pReβ+γ−4−α(4.5)

≤ const(p, β, α, γ) · ‖u‖p,α,γ .
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Остаётся связать друг с другом нормы fβ и gβ . Поскольку fβ
β∼ gβ , и β фик-

сировано, в силу (2.10)

|fβ(η)|p � |gβ(Φ−1(η))|p

|η + i|p(2+Reβ)
, η ∈ Π+.

Следовательно, имеем:

‖gβ‖pp, 4p+pReβ+γ−5−α =

∫∫
D

|gβ(ζ)|p(1− |ζ|2)4p+pReβ+γ−5−αdm(ζ)

ζ=Φ−1(η)
=====

∫∫
Π+

|gβ(Φ−1(η))|p · (4Imη)4p+pReβ+γ−5−α

|η + i|2(4p+pReβ+γ−5−α)
· 4

|η + i|4
dm(η)

= const(p, β, α, γ) ·
∫∫
Π+

|gβ(Φ−1(η))|p · (Imη)4p+pReβ+γ−5−α

|η + i|2(4p+pReβ+γ−3−α)
dm(η)

≥ const(p, β, α, γ) ·
∫∫
Π+

|fβ(η))|p · (Imη)4p+pReβ+γ−5−α

|η + i|6p+pReβ+2γ−6−2α
dm(η)

= const(p, β, α, γ) · ‖fβ‖p, 4p+pReβ+γ−5−α, 6p+pReβ+2γ−6−2α.(4.6)

Комбинируя (4.6) и (4.5), получаем (4.4).

Замечание 4.1. Обилие условий на параметры p, β, α, γ (см (4.1) и (4.3)) на

самом деле даёт возможность (варьируя их) получать разнообразные оценки.

Например, полaгая p = 1, γ = 0, согласно (4.4) получаем:

‖fβ‖1, Reβ−α−1, Reβ−2α ≤ const(β, α) · ‖u‖1,α

при условиях Reβ > α > −1, Reβ ≥ 2α.

Abstract. The paper considers the equation ∂f(w)/∂w = u(w) in the upper

semiplane Π+. For a function u belonging to the class Ck (k = 1, 2, 3, . . . ,∞) and the

weighted space Lp, 1 ≤ p <∞ with a weight of type (Imw)α · |w + i|−γ , w ∈ Π+, a

family of solutions fβ depending on the complex parameter β is constructed.
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