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Исходя из инвариантности действия относительно координатных преобразований, 
в биметрической, теории гравитации с квадратичным по "напряженностям" лагранжианом 
установлены дифференциальные законы сохранения. Найдены явные выражения для 
канонического и метрического тензоров энергии-импульса гравитационного поля, а 
также для тензорного аналога псевдотензора Ландау-Лифшица.

1. Введение. Важнейшей характеристикой поля в любой физической 
теории является тензор энергии-импульса. Отличие от нуля плотности 
тензора энергии-импульса в некоторой области пространства-времени 
является необходимым и достаточным условием наличия в этой области 
физического поля. Тензор энергии-импульса любого физического поля 
вносит вклад в полный тензор энергии-импульса системы и не обращается 
в нуль вне источника поля. Это позволяет рассматривать перенос энергии 
волнами, изучать распределение интенсивности поля в пространстве, 
определять потоки энергии, вычислять изменение энергии-импульса в 
процессах излучения, поглощения и др.

В этом плане теория относительности Эйнштейна составляет исключение, 
поскольку в этой теории гравитационное поле лишено такой характеристики 
- оно описывается псевдотензором энергии-импульса. По этому поводу обычно 
утверждают, что в ОТО энергия гравитационного поля нелокализуема [1,2], 
т.е. локальное распределение энергии гравитационного поля не имеет 
физического смысла, т.к. зависит от выбора системы координат и только 
полная энергия замкнутых систем имеет смысл. Истинная физическая 
характеристика гравитационного поля в теории Эйнштейна - это тензор Римана

, который является индикатором: если Д^т = 0, то поле отсутствует.
В отличие от теории Эйнштейна, в биметрической теории 

гравитационное поле характеризуется тензором энергии-импульса.
В первой части [3] был исследован вариант биметрической теории 

гравитации с квадратичным по ^/*|/ лагранжианом гравитационного поля 
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[4] (вертикальная черта при индексе означает ковариантную производную по 
фоновой метрике уй). Ниже в рамках этой теории получено выражение для 
различных тензоров энергии-импульса гравитационного поля и выведены 
дифференциальные законы сохранения.

Функционал действия имеет вид
5= |(лг+Ля,)7^Ь/4х, (1)

где гравитационная часть плотности лагранжиана равна

= “ 1бя(7 “ Г'*ГЛ* + 8 +

+Утпитип-(2)

а
~ ^т(,8нс >Ча(3)

- плотность лагранжиана материи, где д։ - величины, характеризующие 
материю и негравитационные поля (скорость света с= 1). Поскольку теория 
метрическая, то в плотности лагранжиана Лт гравитационное поле 
фигурирует только посредством метрического тензора gл.

Для дальнейших вычислений удобно лагранжиан Л* представить в 
следующем виде

Л, = + ад втл-
4 4 1ол Сг ...

гае

(5)

- лагранжиан эйнштейновской теории в биметрической формулировке,

(6)

Г^=Г^-Г (7)

- тензор аффинной деформации, равный разности символов Кристоффеля 
искривленного и фонового пространства-времени, а постоянные а и Ь - 
безразмерные параметры теории.

В априорно-геометрических теориях, абсолютные переменные которых 
допускают группу симметрии с размерностью не меньше четырех, 
выполняются некие дифференциальные уравнения [5]

4 = °> (8)

из которых следуют законы сохранения. Тензор т* таков, что в отсутствии 
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гравитационного поля переходит в тензор энергии-импульса Г/ материи и 
негравитационных полей. Рассмотрим вариант биметрической теории, в 
которой фоновая метрика является плоской, т.е. обладает 
десятипараметрической группой симметрии. В этом случае теория имеет 
десять ковариантно сохраняющихся величин: энергия-импульс и момент 
импульса.

2. Законы сохранения. Уравнения поля, следующие из равенства 
нулю вариации (1) по ё*, имеют вид [3]:

^Цс~2^ 81к + $1к -ЯпСТ^, (9)

где 5* - определенный тензор, зависящий от £*>£«]/, и . Их следует 
дополнить уравнениями движения негравитационной материи

8(Лг/~*)=о, (10)

которые эквивалентны уравнениям

7^=0, (И)
либо уравнениям, вытекающим из инвариантности действия относительно 
координатных преобразований [5,6]. При преобразовании х'1 = х'+£'(х) 
полевые функции ё№, и да изменятся следующим образом:

Ь 8шп = ~ 8тк £|л ~ 8пк ~ £/пл|* £ » (12)

$£Утл = ~Т»л5|л — УлЛ^|л> > (13)

8^0=^^-?|ягГ, (14)

где
Ч‘к\ + • • • + б'- ֊ 8‘к1 — -8'кг . (15)

Вычислим теперь изменение действия при преобразовании координат

Здесь под Фв понимаем совокупность величин ёа, у1к и да.
Подставив (12)-(15) в (16) и учитывая произвольность и объема
интегрирования □, получим следующие соотношения

1'к\! = ~ Фа|*>

։'к = к£,+ р% фь* *И ол о ГТ. ял ’

(17)

(18)
а
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Кк=֊/ч1, (19)

где 
,< л 1 477) /7Я, 
* <20> 
и 1 477) ‘■тт'Хг • <и)

Здесь - плотность канонического тензора энергии-импульса. 
Из (17), (18) в случае Л=Л։с учетом уравнений гравитационного поля (9) 
и определения тензора энергии-импульса материи и негравитационных полей 

_ 2 4-77) 
г*'77^г ’ <22>

получим следующие тождества

[ёг/ 2 Vй б(Л«7^*7)^֊АА|/-^7; + -р=у , (23)

։ *|'_՝у7г|*-2՜՜ (24)
В случае Л=ЛЖ 

«/ [ёт/ ^=Лц1+^-Т։ , (25)

.Ф/ _ [ёр/тТ/п
(26)

9
Из свойства^ =-К^и уравнений (23)-(26) вытекают следующие 
дифференциальные законы сохранения:

^=0, (28)

где плотность метрического тензора энергии-импульса определяется 
следующим образом

2 4,77)

>77 8Ул ( 9)

С учетом выражения (4) получим
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У 1к_ 1 лИк. 1 („,к\п11к 1 ьгПк
(30)

где

А11к glk + ymk 8"-у'л1 gilc-yл

֊и (31)

Я^+у*" gu-1", gik

^Гп(гп1 г‘к-уп‘ 8,к- У՞* £"\~
(33)

- вклад эйнштейновской части лагранжиана Л*,
*/л = {֊֊№ *")+ гл* (П, ^)]-

-7Л/(г^ ^+г* ^)+уЛ^ £Л'+Г^ ?и)- 

- г; [ул/ г* 8ь8‘о-у* £ *^]+

Г^(гл/

с"к =
Отметим, что тензор У >к является аналогом псевдотензора Папапетру в 

теории Эйнштейна (при о = й = 0 в декартовой системе координат их 
выражения совпадают) [7]. Из выражения (20) с учетом (4), для 
канонического тензора энергии-импульса гравитационного поля получим

"ТбЬ՜ ^8“гг,г* ~8>к г*г"* "*** г*г"*+8,т г*г**"
- я* вд]+2йЬЛ ВД ֊8* Г2Г» + ВД g'п'gյ,]

- 2(а+ Ф + gmk Т^рп + g'>k glrgms- (34)

֊ К,к ВД ֊ ^‘пк ֊ 81к ГИ}-

Тензор « является аналогом псевдотензора Эйнштейна в ОТО. Из 
уравнения (28) с учетом (30) и (31)-(32) получим уравнение

• Ьо+б/зг^+^Г^'“-

II <35>. -г'г'’֊5Гг^л/-5Гггкг)֊АГли;^л =0, 

эквивалентное уравнению
^=0, (36)
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где тензор 5* входит в уравнения гравитационного поля (9). Как видно, из 
(9) с учетом (36) следует (11). Аналогичный результат следует из уравнений 
(25) и (26). Таким образом, полная система уравнений содержит наряду с 
(9), также (36), либо эквивалентные ему (35) или (11).

Найдем также выражение для гравитационной части тензора . Из 
(21) после вычислений получим:

__ 2 । 1 Аип _ 

блО олСг
(37)

где

•'"* гЬ + Г£ ֊ Л* Г։А - (38)
- г;(г^я/+л")]+/’к^'п/+V-^^т/]}

Подставив (37) и (30) в уравнение (23) и введя аналог псевдотензор 
Ландау-Лифшица в биметрической формулировке

,1т _
‘11 “ 8 (?' 1։ к-ТГ-

8кп
(39)

(£)
где ( / - это выражение (34) при а = Ь = 0, а

цИпр -8_^^п1_ &р1\ _ц11пр >
Г . (40)

получим

8 (/!к 1 ой, _ 1 ттЧкт
+г ) -16^’ <41>

т.е. симметричной тензорной плотностью данной теории является 

1 (л эх' “8^ ՛ (42)

Из уравнения (8) для симметричного тензора следует интегральный закон 
сохранения

*)0 = -{Т₽1'^<’)д/-Г ЛУр (43)

в плоском фоновом пространстве с десятью векторами Киллинга
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о=1,2.....10. Если в правой части поток через поверхность интегрирования
равен нулю, то ковариантное выражение в круглых скобках есть 
сохраняющаяся величина.
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VARIANT OF THE BIMETRIC THEORY OF 
GRAVITATION. II. ENERGY-MOMENTUM TENZOR 

OF THE GRAVITATIONAL FIELD

R.M.AVAGYAN, A.H.YERANYAN

Differential conservation laws in bimetric theory of gravitation with the 
Lagrangian, quadratic with respect to the "intensity" are derived proceeding from 
the invariance of action relative to the transformations of the space-time coordi­
nates. Explicit expressions for canonical and metric energy-momentum tensors of 
the gravitational field as well as those for generalizing the Landau-Lifshits 
pseudotensor in GR are found.
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