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Получены уравнения динамики вращения двухкомпонентной модели нейтронной звезды 
в рамках Общей теории относительности. Показано, что при стационарном вращении 
нормальной компоненты звезды, П.= const, угловая скорость сверхтекучей компоненты П, 
зависит от координат и равняется Пг+<о, где <о - недиагональная компонента метрического 
тензора.

1. Введение. Динамические уравнения, описывающие вращение 
сверхтекучей жидкости в плоском пространстве, были получены в работе 
[1]. Эти уравнения были применены для исследования скачков и после- 
скачковой релаксации угловой скорости пульсаров [2]. Несмотря на 
хорошее согласие теории с наблюдениями скачков угловой скорости 
пульсара Vela, для построения окончательной теории необходим учет 
эффектов Общей теории относительности (ОТО). Следовательно перво­
очередной задачей является обобщение полученных в работе [1] уравнений 
динамики вращения сверхтекучей жидкости в случае искривленного 
гравитацией пространства.

Недавно такое рассмотрение было проведено в работах [3,4] с 

предположением, что угловая скорость Г2<£\р, где £\р - критическая 

скорость образования сверхтекучих вихрей во вращающейся звезде. Однако 
реальные угловые скорости вращения пульсаров О » £\р, что говорит 
о наличии довольно плотной вихревой решетки в нейтронной звезде.

Целью данной статьи является получение уравнения динамики 
вращения двухкомпонентной модели нейтронной звезды (звезды, сос­
тоящей из смеси сверхтекучей и нормальной жидкостей) в рамках ОТО.

Для получения уравнений динамики мы ограничимся простой моделью 
нейтронной звезды, состоящей из нормальной коры и сверхтекучего 
ядра, которое в основном состоит из нейтронов. В ядре также имеется 
незначительное количество (5%) сверхпроводящих протонов и нормальных 
электронов. Трение между сверхтекучей нейтронной жидкостью и 
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нормальными электронами осуществляется взаимодействием электронов 
с магнитным полем нейтронных вихрей [5]. В нейтронных звездах 
значительные изменения коэффициента трения происходят на макроско­
пических расстояниях, которые гораздо больше межвихревых расстояний, 
что позволяет описать поведение вихрей гидродинамическим прибли­
жением. Мы также предполагаем, что нормальные электроны вращаются 
как твердое тело. Это условие удовлетворяется благодаря наличию внутри 
звезды сверхсильных магнитных полей ~1012Гаусс, что связывает нормаль­
ную компоненту (электроны) в сверхтекучем ядре с твердой корой звезды 
[2,5]. Также предположим, что во время движения вихри остаются 
параллельными оси вращения. Исследование проводится в предположе­
нии наличия цилиндрической симметрии.

2. Интервал и четырехмерные скорости двухкомпонентной 
вращающейся жидкости. Рассмотрим метрику гравитационного поля, 
создаваемого вращением распределения масс. Введем обозначения х*=/, 
х 3=<р, а х1 и х2 выберем как R и 0 или г и г при использовании 
сферических или цилиндрических координат соответственно. Здесь ис­
пользуется система единиц к = с= 1, где к - гравитационная постоянная, 
а с - скорость света. Очевидно, что распределение масс, а также грави­
тационное поле будут аксиально - симметричными, то есть:

и = £Л(х\х2Д1е). (1)

В общем случае угловая скорость нормальной компоненты звезды может 
зависеть от х1, х2 и имеет.вид:

„ Ф

Произведем преобразование координат хг = х’,х2 = х2 и

ф'= -Ф. Тогда угловая скорость О.с не меняется, следовательно и gik не 
меняется. Из требования инвариантности интервала непосредственно 
следует:

£01 = £13 = £гз = £02 =

Таким образом, в наиболее общем случае четырехмерный интервал 
можно записать в виде:

- Л2 = -^оо <Н2+ £и(л։)2 + £22 (^2)2 +

2 12 (3)
+ g3■3 dq> +2g03d<pdt+2g■a с!х <1х .

Дальнейшего упрощения в этом выражении можно добиться подходя­
щим преобразованием координат х1 и х1. Так, потребуем, чтобы в новых 
координатах имело место:
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^12 =0 и 8зз = ^2г/(х2), (4)

где /(х2) - произвольная функция, и выбирается в случае сферических 
координат 5ш20, а в случае цилиндрических - г2. Для удобства введем 
обозначения:

£ц = 822 = е*՛ 8зз = ® /(*2)> £оо = “2 *м/(*2) - е”. (5)

В новых обозначениях чстырехмерный интервал можно переписать в виде 

с!з2 = ецДх2^Л2-еи^йЕх2^ +/(х2)^ф2) -

- 2т /{х2^с1чсН- ел(с1х1^2,

где X, р, со и V - функции от х1, х2 и П^х^х2).. Так как метрика 

должна быть инвариантна относительно преобразования г -> - г, а угловая 
скорость нормальной жидкости при этом преобразовании меняет знак, 
то очевидно, что все компоненты метрического тензора, кроме со, будут 
четными функциями от Пс. Что касается функции со, то она должна 
быть нечетной функцией от Пе.

Если ограничить наше рассмотрение твердотельным вращением 
нормальной компоненты звезды, то Лс будет функцией только времени. 
В нестационарных проявлениях вращения пульсаров изменение угловой 
скорости О. во времени мало по сравнению с угловой скоростью пульсара. 
Так, даже при больших скачках угловой скорости пульсаров 

ДО с/ Пс ~ 10՜6, а "шумы" угловой скоости между скачками еще меньше: 

АП с/ П с= 10 9. Угловые скорости пульсаров имеют также малые вековые 

изменения: Г2С /О. с~ Ю՜13 -НО՜15с՜1. Из сказанного вытекает, что в 

реальных задачах астрофизики быстровращающиеся небесные тела 
вращаются в основном с постоянной угловой скоростью. Сделанное 
замечание позволяет нам, при рассмотрении нестационарных явлений 
пульсаров, считать гравитационное поле и распределение масс в звезде 
не зависящими от времени, однако необходимо учитывать зависимость 
от времени гидродинамических скоростей сверхтекучей и нормальной 
жидкостей.

Обозначим контравариантные компоненты четырехмерных гидродина­
мических скоростей нормальной и сверхтекучей жидкостей следующим 
образом: и'(с) и и'(г). В случае вращения отличны от нуля только 
компоненты с 1=0 и 1=3. Следовательно, мы имеем две пары неизвестных 
компонент четырехмерной скорости двухкомпонентной жидкости, кото­
рые являются функциями х1, х2 и / и определяются из уравнений 
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динамики вращения звезды. Две из неизвестных функций выберем, 
н®(с) и и*(5), а вместо функций и^с) и иДл) введем другие неизвестные 
функции, Яе и следующим образом:

«3(С) = Ц«°(С),

и3(5) = -^2-и0(5) + ОгИ°(4 (7)
8зз

Такой выбор новых неизвестных функций связан с тем, что при 
стационарном вращении они имеют простой физический смысл. 
Действительно, как показано в работе [6], при стационарном вращении 
звезды, состоящей из нормального вещества, минимум энергии 
соответствует состоянию, в котором «’(с) и и°(с) связаны соотношением 

(7), где Яс - постоянно и представляет собой угловую скорость 

твердотельного вращения звезды. Аналогично, если назвать угловой 
скоростью сверхтекучей компоненты жидкости, то она должна быть 
пропорциональна плотности квантовых вихрей вращающейся сверхтекучей 
жидкости. Первое слагаемое во второй формуле (7) добавлено в связи 

с тем, что при отсутствии квантовых вихрей, т.е. при < ЦсР, как 
показано в работе [4], иДл) имеет вид:

и3(у)= и°(з).
?33

Используя известное соотношение для четырехмерных скоростей: 
и'(5)м/(5)= м/(с)и,(с) = 1, можно выразить и®(с) и и°(5) через компоненты 

метрического тензора gli и угловых скоростей и П,. Простой расчет 
дает:

«°(с) = [*оо + 2«с £оз+&С Лз]’Хл

«°(*) = [&ю+ 2(Я, ֊ <в)£оз+ (Л, - ш)2 £зз] (8)

При необходимости можно найти ковариантные компоненты 
четырехмерных скоростей из требования и1 = gikuk. В частности, для 
ковариантных компонент с 3 имеем:

из(с) = (ас+<о)^з3и0(с),

Из(5)=П^33И0(5). (9)

В конце отметим, что в случае твердотельного вращения коры звезды 

естественно предположить, что есть функция только от времени, 
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тогда как будет зависеть от координат и времени.

3. Уравнение динамики вращения двухкомпонентной 
жидкости. Как показно в аботе [4], уравнение, описывающее волновую 
функцию сверхтекучего конденсата: Т = ф е15, является уравнением 
Клейна-Гордона для скалярной функции:

00)

где /л(ф2) - переменная эффективной массы. Решение этого уравнения 

для плотности тока сверхтекучей жидкости дает следующее выражение:

л = й“-(5) = Ф2т7^ (И)ОХ
где и/(^) - ковариантная компонента четырехмерной гидродинамической 
скорости сверхтекучей жидкости, п - концентрация сверхтекучих частиц. 
Известно также [7]:

/и(ф2)и,(5) = (12)

где р, - четырехмерный импульс сверхтекучих частиц, а

„(ф*) " =
' ' ф2 п п

Здесь = р5 + Ф, есть тепловая функция сверхтекучей жидкости. 
Как видно из уравнений (11) и (12), в случае отсутствия вихрей 
потенциальной функцией является:

аз)
где ха являются только пространственные координаты: т.е. а=1,2,3.

Условие града ентности выражения ^(ф2)“а в декартовых координатах 

можно написать в следующем виде:

(14)

где еа₽у - антисимметричный единичный тензор. В случае наличия 
вихревой решетки условие квантования дает обобщение уравнения (14) 
в следующем виде:

еаЭТ^т(ф2)^՜ =2^еа^-^> (15)

где еа - компонента единичного вектора по направлению вихря, г - 
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координаты точки в плоскости, перпендикулярной вектору ё, а г, - 
точка пересечения вихря с этой плоскостью. Если считать, что 
расстояния между вихрями малы по сравнению с макроскопическими 
расстояниями звезды, то можно ввести плотность вихрей [8]:

й = Е^гв('։-^ (16)

где у - определитель трехмерного метрического тензора, определяющий 
геометрические свойства пространства с постоянным гравитационным 
полем, и связан с определителем метрики известным соотношением 
-ё~ёмУ- Тогда уравнение (15) примет вид:

(17)

Если учесть, что при нерелятивистском пределе переходит в 
массу куперовской пары нейтронов, равной 2тя, то, при отсутствии 
гравитационного поля, уравнение (17) переходит в известное условие 
квантования в плоском пространстве [1]:

гогу, = ул(г,/),
_ _ 71Й _

где у'-~^Ге и V, - скорость сверхтекучей жидкости. 
тп

Движение вихревой решетки в искривленном пространстве опи­
сывается четырехмерным током вихрей:

(18)

оЗдесь —- 
аг

- скорость движения вихревой решетки. Тогда уравнение 

непрерывности, при отсутствии пиннинга вихрей, имеет вид:

= (19)
V о I

Подставляя в (19) выражение Д из (18), получим:

(20>
п -Для определения скорости движения вихревои решетки мы 

должны знать силы, действующие на нейтронный вихрь. Если скорость 
сверхтекучей жидкости отличается от скорости вихря, то на него действует 
сила Магнусса. Под действием этой силы вихрь ускоряется. При 
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движении вихря появляется сила трения, направленная против движения 
вихря. При равенстве этих двух сил вихрь будет двигаться равномерно

со скоростью —Следовательно, —— можно наити из требования 
Л а/

равенства силы Магнусса и трения.
Выражение для силы Магнусса можно найти из закона Бернулли, 

который имеет вид [4]:

/п(ф2)^р5- = СОГШ,

где Г - Лоренц - фактор в искривленном пространстве. После несложных 
операций найдем ковариантную компоненту силы Магнусса:

(21)

Здесь V“ - пространственная компонента четырехмерной скорости 

сверхтекучей жидкости в системе покоя вихря, *оа₽у - единичный 
четырехмерный антисимметрический тензор. В случае плоского про­
странства в нерелятивистском пределе: /л(ф2) = 2^л> *»($) = р, и = 1 ։ 

(21) переходит в известную формулу для силы Магнусса:

Предположим, что имеет место линейная связь между силой трения 
и пространственными компонентами четырехмерной'скорости нормальной 
жидкости в системе покоя вихря и напишем:

Л = -^в(с), (22)

где уо(с) - скорость нормальной жидкости в системе покоя вихря.

Если ввести цилиндрические координаты (х1 = 2, х2 = г), то, 

используя (21) и (22) и соответствующие выражения для контрвариантных 
компонент сил, получим:

^=У3(5) = -У2(с),

Хл/7^2^) = У3(с),
(23)

где введно обозначение:
2лй м'(^)

Х /т^ф2) П Если учесть также, что

радиальная скорость сверхтекучей и нормальной компонент в системе
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покоящегося наблюдателя равняется нулю, то 

у2 (с) _ у2 (л) _ 
У°(с) " У°(5) " Л ’

и уравнения (23) можно переписать в следующем виде:

4*1 _ у3(с)
Л ■х.4-ё՝,0(5) ’

X2 уз(*)у0(*) ~ уз(с)у°(с) <24>
1 + Х2 у°(с)

Подставляя второе выражение из этих уравнений в первое, получим 
выражение для радиальной скорости вихря:

<*1 = X Уз(*)у°(*)-Уз(Ф°(<0
Л 1 + Х2 ( 5)

Из (25) видно, что радиальные скорости вихрей малы, когда скорости 
вращения сверхтекучей и нормальной жидкостей близки друг другу. В 
астрофизических задачах вращения пульсаров это условие хорошо

Лс?
выполняется, следовательно —-г-«1. Это означает, что для покоя- а!
щегося наблюдателя вихрь в основном совершает вращательное движение. 
Следовательно, для покоящегося наблюдателя система покоя вихря - это 
система, совершающая вращейие с угловой скоростью Г2£(г,/). Из 
второго уравнения (24) видно, что при сильных трениях, т.е. х->0> 
вихрь вращается вместе с нормальной жидкостью (֊> Г2С), а при 
отсутствии трения, т.е., X ->00, вихрь вращается со сверхтекучей 
жидкостью (-> ).

Считая вихрь параллельным оси вращения звезды, напишем уравнение 
(17) в цилиндрических координатах:

з7(^из(^)) = 7гл(л0. (26)

3 2тЛ
где ц = Отсюда, в частности, следует:

^«з(*) = ^п(г'.

Напишем также уравнение (20) в цилиндрических координатах и, 
интегрируя его по г' от 0 до г, получим:
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-^1Гоп(г'^^г'=֊п(г,^^. (27)

Из (26) и (27) окончательно имеем:

= (28)

СЙС/
где —определяется из уравнения (25). 

ш
Чтобы замкнуть систему динамических уравнений, описывающих 

вращение звезды, мы должны добавить уравнение релятивистского 
момента вращения звезды в следующем виде:

{Цс)«3(с)«°(с) + п(з)и3- = Мм, (29)

где МеЛ - внешний тормозящий момент сил. Уравнения (24), (26), (28) 
и (29)составляют замкнутую систему динамических уравнений, описы­
вающих нестационарное вращение нейтронной звезды - пульсара. 
Конечно, к этим уравнениям необходимо добавить и уравнение ОТО 
Эйнштейна для определения компонентов метрического тензора 
которые входят в вышеуказанные уравнения.

В заключение отметим, что при отсутствии тормозящих сил, т.е. 
при МеМ=0, вращение звезды становится стационарным. Тогда из

Лс?
уравнения (28) следует, что —— = 0. Это условие, согласно формуле 

а1
(25), дает:

У3(с)у0(с) = У3(ф°(4 (30)

В этом случае вихри совершают только вращательное движение с 
угловой скоростью следовательно, согласно (8) и (9), имеем:

(31)

v30 = 8зз{р-з ֊ «z)v°(4 v3(c) = g33(Qe - nL + cd)v°(c), 

= #00+ 2#0з(О։ - Пх - Gj) + g33(Qj - nL - cd)

v°(c) = &oo+ 2&оз(^с “ fiz) + 8зз(рс “ nz) j •

Подставляя найденные выражения для v3 и v° в условие (30), получим:

_______________ Qs - <>z__________ _
&0О+ 2&0з(О։ - <0 - П£) + g33(Qr ֊ CD - П£)
=+CD (32)

Soo + 2 8оз (nc “ nz)+ #33 (nc ~ nz)2
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Легко увидеть, что решением этого уравнения является:
П, =Пс+со. (33)

Это условие для плоского прострнства, т.е. при m -> 0 , переходит 
в известное условие Q, = Пе.

Автор благодарит участников семинара кафедры теоретической физики 
ЕГУ за обсуждение результатов.

Ереванский государственный 
университет, Армения.

ROTATION OF THE TWO-COMPONENT MODEL OF 
NEUTRON STAR IN FRAME OF GRT

D.M.SEDRAKIAN

Dynamical equations of rotation of two-component model of neutron star 
have been derived in frame of General Relativity theory. It has been shown, 
that in stationary rotation of the normal component on the star = const, 
the angular velocity of superfluid component depends on coordinates and 
is equal to £lt + co where co - is the nondiagonal component of the metric 
tensor.
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