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Исследованы многомерные анизотропные космологические модели с Риччи-плоскими 
подпространствами в рамках ь лкоэнергетической теории струи. На основе качественной 
теории динамических систем выявлены основные свойства этих моделей, в частности, их 
поведение в ранние и поздние стадии эволюции. Найдены условия динамической 
компактификации дополнительных измерений. В качестве иллюстрации рассмотрена 
конкретная модель с полем Калба-Рамона в роли источника.

1. Введение. Теоремы Хокинга-Пенроуза [1] указывают на наличие 
сингулярностей в широком классе решений общей теории относи­
тельности (ОТО) при достаточно общих предположениях о тензоре 
энергии-импульса негравитационной материи. Хорошо известными 
примерами являются черные дыры и начальная сингулярность в теории 
Большого Взрыва. В окрестности этих сингулярностей необходима новая 
физическая теория, по всей вероятности, квантовая по своей природе. В 
настоящее время единственным самосогласованным кандидатом квантовой 
гравитации является теория струн [2, 3]. Элементарными составляющими 
материи в этой теории являются струны - одномерно протяженные 
объекты с характерными масштабами длины и энергии возбуждения 
порядка планковских. В связи с тем, что возможности современной 
ускорительной техники намного далеки от этих масштабов, важное 
значение приобретает исследование тех областей гравитационных явлений, 
в которых характерные величины имеют порядок планковских изначальна 
Это прежде всего относится *. ранним стадиям эволюции вселенной. 
Исследование струнных эффекте» в окрестности Большого Взрыва и их 
возможных проявлений в настоящую эпоху важно, как с точки зрения 
наблюдательной проверки теории струн, так и для разрешения ряда
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проблем современной космологии. Сформировалось новое направление 
исследований - струнная космология.

Теория струн отличается от ОТО уже на классическом уровне. В 
качестве бозонного гравитационного сектора здесь, помимо метрики, 
фигурируют также скалярное поле дилатона и антисимметричное поле 
Калба-Рамона (называемое также Я-полем), являющиеся безмассовыми 
возбуждениями струны. При исследовании космологических моделей 
обычно исходят из низкоэнергетического струнного действия в ведущем 
порядке, по натяжению струны. Простейшее решение такого типа с 
плоской метрикой и нулевым Я-полем, соответствующее некритическим 
струнам, впервые рассматривалось в [4] и использовано для построения 
космологических моделей в работах [5-8]. В дальнейшем оно было 
обобщено на фридмановские модели с плоскими подпространствами [9, 
10]. Роль антисимметричного поля Калба-Рамона в струнной космологии 
исследовалась в работах [11-18]. В [19-22] рассматриваются свойства 
моделей с газом невзаимодействующих струн в качестве источника. 
Многомерным решениям в низкоэнергетической теории струн посвящены 
[14, 21-25] (см. также [26]). В некоторых работах (см., например, [27]) 
учитываются также квадратичные по кривизне члены в струнном 
эффективном действии. Более фундаментальным является подход, 
основанный на двумерной о-модели (см. [28, 29] и приведенные там 
ссылки).

В данной работе многомерные анизотропные космологические модели 
низкоэнергетической теории струн исследованы методами качественной 
теории динамических систем. В разделе 2 эффективное струнное действие 
записано в общем конформном представлении, где оно эквивалентно 
обобщенной скалярно-тензорной теории с зависящим от гравитационного 
скаляра негравитационным лагранжианом. Обсуждаются частные случаи 
эйнштейновского и йордановского представлений. Соответствующие 
космологические уравнения рассмотрены в разделе 3. Далее обсуждаются 
вакуумные решения (решения с полем дилатона и метрикой) (раздел 4), 
являющиеся асимптотами общего решения в ранние/поздние стадии 
эволюции Вселенной. В общем случае качественный анализ соответст­
вующей динамической системы проведен в разделе 5. Характерная фазовая 
картина изображена на рис.1. В разделе 6 исследованы модели с 
динамической компактификацией пополнительных измерений. Выявлены 
условия реализации этих моделей. В качестве иллюстрации общих



СТРУННАЯ КОСМОЛОГИЯ 281

закономерностей рассмотрен случай поля Калба-Рамона в роли источника 
в десятимерном пространстве-времени с двумя подпространствами. 
Установлена важность многопетлевых поправок струнных диаграмм в 
ранние стадии эволюции.

2. Низкоэнергетическое эффективное действие. Эффективное 
действие низкоэнергетической теории струн можно получить разными 
методами: из условия вейлевской инвариантности соответствующей 
двумерной о-модели [30, 31]; на основе подхода интегралов по траекториям 
[32, 33]; из выражений соответствующих струнных амплитуд [34]. В 
древесном приближение: и в ведущем порядке по натяжению струны оно 
имеет вид

(2?+ 4Э*<рдм <р -

(1)

где 2) - размерность пространственно-временного многообразия, на фоне 
которого распространяется струна, Со - /Кмерная гравитационная 

постоянная, В - скаляр Риччи метрики ф-поле дилатона, 

Нмлр ~ напряженность антисимметричного поля Калба-

Рамона Вт, Т.т - лагранжиан, обусловленный вкладом других полей у. 
Здесь и ниже символом ~ над буквой обозначаются величины в струнном 
конформном представлении (о - представление).

Ниже мы рассмотрим общее конформное представление, связанное 
со струнным представлением преобразованием В - мерной метрики

вмн = (2)

с произвольной постоянной с. При
de.Dc/2-c-2# 0 (3)

действие (1) можно представить в виде [35]

5 = [ (-ФЯ+ е>0ыФдм 0/ф) + Ь
(4)
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Ь = Ф*-2"* НМЫРНиыР 1^2кСв+ ДДФ.^.Ч'), 
Д,=ф։^Д,(фс/46^,у) (5)

с новым скалярным полем
Ф= е' (6)

и параметром
ф = -1-(1-4Л2)/(Р֊2).

При с=4/(Л-2) (£=0) реализуется эйнштейновское представление:
(7)

где теперь

[- Л+ {О- 2)дмФдм Ф/4Ф2] + £ г (8)

\,ь = ф~гнию>нМ1,р

5

Ф

1 ______  
16я<Рд

(9)

Основным моментом, отличающим (4) от обычных скалярно тензорных 
теорий, является зависимость лагранжиана £ от гравитационного скаляра 
Ф. В частности, это приводит к тому, что ковариантная дивергенция 
тензора энергии-импульса

5(7^ £) 
5(7™ (10)

не равна нулю:

(И)

В общем случае зависимость £=£(Ф)не устраняется выбором конформного 
параметра с, т.е. для действия (4) представление Йордана, вообще говоря, 
не существует. Однако для конкретных лагранжианов такое представление 
может оказаться реализуемым. Примером является лагранжиан с 
конформным весом р, для которого

(12) 
Выбор конформного представления согласно

с = 4/(Р+2р) (13) 
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исключает поле дилатона из негравитационной части лагранжиана. 
Заметим, что при 0=-1 представления Йордана и Эйнштейна совпадают. 
Для электромагнитного поля и Н -поля р=-2 и ₽=-3, соответственно.

3. Космологические уравнения. Рассмотрим /)-мерную 
космологическую модель со структурой R ® АР ® ... ® АР, где Л - 
соответствует временной координате, АР, /=/, ..., л - максимально 
симметричное пространство размерности л,, Ел, =.0-1. Метрика может 
быть представлена в виде

бмн = <йав(1,., (14)

где R, - масштабный фактор подпространства АР с метрикой , индексы

I, , т, принимают значения, соответствующие этому подпространству. 
Тензор Риччи подпространства АР равен 7?^ = Л,(л,-1)^Д, к1 = 0,±1. 

Заметим, что космологическое время ։ и масштабные факторы К։ зависят 
от конформного представления и связаны с соответствующими вели­
чинами в струнном представлении соотношениями

а = е^'2<^, = . (15)
Из уравнений поля следует, что для метрики (14) соответствующий 

тензор энергии-импульса (10) диагоналей и может быть представлен в 
виде

Ты = (Па^е,... ,-5^,(16) 

Введя обозначение

Ф I)

г4-в 5Ф (17)

мы приходим к следующим, основанным на действии (4), космологи­
ческим уравнениям

«+։

Л+ У/ Ху/ + ("/֊ 1)/Д2 = V (18)
/=1

«+։ я+1
/ = 16х (7Д е/Ф = £ ав у,у, + ^к1п1(пГ\}1 R}.

М=1 ы
(19).

Здесь введены следующие обозначения
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= ^։ = 0; (20а)

о, = 1-б£/л/, / = /=1.......Л+1; = -о ; (206)

Ь, = {в,+ А։[(®+ 1)л-а]/4} л,/2, / = л; (20в)

Я
= [*+«(£-2)1 Ь2/г, а -1 ֊2>,а„ а, = р,/е . (20г)

>1

Махно показать, что к системе (18), (19) сводятся также космологические 
уравнения в эйнштейновском представлении, где теперь

А/=[лЛл(1)-2)]л,/2, ^։ = 2а/(2>֊2), (21)
определение коэффициентов ал отличается от (206) тем, что в эйнштей­
новском представлении 0^=0, /=1 л, а суммирование по / в уравнении 
(18) проводится до значения 1=п включительно. Заметим, что для 
лагранжианов с конформным весом р величина а из (17) определяется 
выражением [35]

а = -л[1 + (1 + ₽)С/д]/(2₽ + Л) . (22)

Уравнение непрерывности запишется в виде

®/« + £(1 + О/) У{+а У„1 = 0 . (23)
ы

Пусть масштабный фактор Я, сначала возрастает, достигает максималь­
ного значения и далее монотонно убывает. В точке максимума

= 0, Д < 0 и из уравнения (18) имеем

Д/Д + АгДл,- 1)/Д2 = 16ж (УдА, е/Ф .

Отсюда следует, что при к, <. 0 и для решений с положительной плот­
ностью энергии: Ь1 < 0, т.е. для подпространств с динамической компак­
тификацией значения коэффициентов (20 в) или (21) отрицательны 
Отметим, что в приведенных выше выражениях величины а[ и а, вообще 
говоря, могут быть функциями от времени.

4. Вакуумные решения. В случае Риччи-плоских подпростраств 
М(к=О) снскиа космологических уравнений (18), (19) примет вид

У,+ У.Ху,= Ы, I = 1,... ,л+1,
I

16х(7дЕ/Ф- С24)
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Здесь и ниже, если у знаков сумм не выписаны пределы, то подразуме­
вается суммирование по всем значением 1 п+\. Пусть сначала все
коэффициенты Ь։ равны нулю. Нужно различать два случая: (i) когда

Ел = 0 (25)

и (ii) зга сумма отлична от нуля. В первом случае зависимость масштабных 
факторов и скалярного поля от времени имеет вид

~ i= 1,= 0, (26)

где Яя, Н, - постоянн՜ ie интегрирования, определяемые начальными 
условиями, причем соотношение между Н։ является следствием (25). Из

Л
этого равенства следует, что KT>=const, где И = П К/4 - объем много­

мерного пространства. Плотность энергии определяется из второго 
уравнения (24) и равна

16л Gd е = ФЕ а^П' ffjHi = const • (27)

В частности, отсюда следует, что полная энергия негравитационной 
материи в сопутствующем объеме V постоянна: Ffc-HJ>=const. Это 
непосредственно следует также из уравнения (23) с учетом того, что при 
Ь=0, /=1,...п+1 и М, как это следует из (206) и (20г), 

а=1, <х=1. (28)
В эйнштейновском представлении в (25) суммировние проводится до 
значения t=n и по этому получаем H=const. Отсюда следует, что если 
некоторые размеренности расширяются, то другие должны сжиматься.

Примером физической системы, удовлетворяющей условиям (28), 
является свободное безмассовое скалярное поле у с лагранжианом

4 = (29)
для которого р=-1 и с учетом (22) а=1, в согласии с (28).

Обратимся теперь к случаю (ii). Интегрирование суммы уравнений 
(24) теперь привадит к следующему результату:

Syz = l/(/֊A>), ИФ= const(30) 

с постоянной интегрирования /0, определяющей начало отсчета времени. 
Подставляя (30) в уравнение (24) с А,=0 получим

У/ = Ло/(*“ ^о)» Я = ЛоР՜ 4»| Z0/<*»1 = L—>л+1;2yz0 = 1. (31)



286 А.А.СААРЯН

Последнее соотношение между постоянными интегрирования удивляется 
следствием первого равенства (30). Плотность энергии теперь равна

6х<7Ле = Хв,у/0Яоф/(/_/о) • (32)
У

а пптгняя энергия в сопутствующем объеме V: с-Г- 1/|>-4

Решение (31) содержит 2(л+1) произвольных постоянных и поэтому 
представляет собой общее решение системы (24) при А/=0, /=1,...,л+1. 
Заметим, что зги же функции являются общими вакуумными (е=0) 
решениями системы (24) независимо от значений Ьг В этом случае на 
постоянные у0 наложено еще одно дополнительное условие (условие 
е=0, см. второе уравнение (24) или (32))

=0
У

(в случае решения (26) аналогочное ограничение на Н, получается из 
(27)). С учетом соотношений (206) отсюда находим следующую связь 
между постоянными интегрирования

(33)

В струнном представлении (т=-1)мы приходим к решению, ранее най­
денному в [9,10].

5. Общий анализ. Рассмотрим теперь систему космологических 
уравнений (24) в предположении, что величины ар а постоянны и хотя 
бы один из коэффициентов bt отличен от нуля. Прежде всего заметим, 
что эта система допускает первый интеграл:

V ^,ук - bky,) = const (34)

для заданных / и к из набора {1, ..., п+1]. Отсюда, в частности, следует, 
что существует класс решений

(35) 
определяемый уравнением

Л = s^y i/= fo~Sfy, /о = (36)

и с плотностью.энергии

16я(?де/Ф=я70/#. * (37)
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Здесь нужно различать два случая. При /’М) решение имеет вид

Я, = I = 1,...,л+1, (38)
где Ro и Яо произвольные постоянные интегрирования, число которых 
равно п+2. Так как общее решение системы уравнений (24) должно 
содержать 2(л+1) произвольных постоянных, то решение (38) является 
лишь частным решением системы (24).

При решение уравнений (36) имеет вид
У, = 1 / (с0- ?о) V b,), R, = Я,о|/- /0Г*/’'1(0), t0 = с0 b,/ sw (39) 

являющееся частным решением (24). Заметим, что решение (38) можно 
получить отсюда в пределе ^->0. Нетрудно показать, что (38) и (39) 
совпадают с решениями, ранее расмотренными в [24].

Вернемся снова к системе (24). Из первого интеграла (34) следует, 
что отношение

fe-V/)/(^.֊M<)-4> 4 = °, 4=1 (4°)
остается постоянным в ходе эволюции и поэтому все функции yt являются 
линейными комбинациями двух из них, в качестве которых мы выберем 
у, и уя, предполагая, что Ь^О:

Ук = &*(Ь-Ь,£)/Ь, к = 1,...,п+1. (41)

(35) является частным случаем этого соотношения, соответствующим 
выбору c*ta=0, к*т. Для масштабных факторов получим

Rk = const • Rin‘c^/"t. (42)

при фиксированных i и т.
Таким образом, при исследовании многомерных космологических 

моделей с Риччи-плоскими подпространствами достаточно рассмотреть 
два уравнения системы (24), в качестве которых мы выберем уравнения 
с номерами i и т. Подстановка (41) в эти уравнения приводит к системе 

Л+ y*(wz+ = ^Лу,>уЛ к = *>т> (43)
где функция / имеет вид

= 4’4+ 24»Л>'-+ 44 (44>
и введены следующие обозначения

4 =^44^» 4 = ^44в^» <*. = £4- (45)
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В параметрическом виде общее решение системы (43) было найдено 
в работе [24]. Здесь мы исследуем эту систему методами качественной 
теории динамических систем. Этб позволит наглядно представить 
поведение решений в различных предельных случаях в зависимости от 
параметров модели, а также выявить свойства устойчивости решений и 
условия, при которых реализуются модели динамической компакти­
фикации.

Система (43) представляет собой автономную динамическую систему 
второго порядка. Для выявления качественной структуры ее фазовой 
картины основным является нахождение особых точек, являющееся 
решениями алгебраических уравнений

= к = ։,т. (46)
Одно очевидное решение - это начало координат в фазовой плоскости 
(УрУж)- В конечной части фазовой плоскости другие особые точки 
существуют в следующих вырожденных случаях:

(а) При

с* = с* = 0 =* 'ХА = в] (47)

особыми являются все точки прямых

= = / = 1Д (48)
где нА -возможные решения уравнения

ЛЬ’%)=0. (49)
которые можно представить в виде

=Ья/ Ь,+(- 4,± 74- /X ) / А4- (50)

Здесь введено следующее обозначение

= Ь,> (51)

связанное с коэффициентами (45) соотношениями
Лв = (Л>- *«4) /А, 4" = (/о- 2АХ+ 4С) / А2- (52)

(6) При /М) (см. (36)) особыми являются все точки прямей 

*-=’4=*«/А- (53)
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(в) И, наконец, в случае ч
(54) 

особой является прямая
Уш=-Сш1У1/С1ш- (55)

Рассмотрим систему (43) для значений параметров, отличных от (а), 
(6), (в) (в связи с ограничением на объем статьи, эти особые случаи 
будут рассмотрены в другой работе). Единственной особой точкой в 
конечной части фазовой плоскости (управляется начало координат. Эта 
особая точка является вырожденной. Согласно стандартной схеме 
исследования таких особых точек (см., например, [36]) преобразуем 
систему (43) в полярные координаты (г,0):

у=гсоб0, уж=гыпв (56)

и произведем замену времени <к=пЬ. Система примет вид
Л/А=гД0), Л/<Й=АГ(0), (57)

где правые части определяются выражениями
2(0)=(6/соб0+6ж8ш0) Лсо80,5т0)-сж(роб0-с4։8т0, 

Л(0)=(Лжсов9-6/8т0)Хсоб0,бш0).

Отсюда непосредственно следует, что система (57) имеет частные решения 

0=0/, /=0,1,2, (59)
6жсоб9о-6^п0в=О, Лсобб1^т01)=0, /=1,2.

Функция г = г (/) находится простым интегрированием первого уравнения 
(57). Соответствующие решения для у։ и уя имеют вид (26) и (31) при 
1=1,2 и (38), (39) в случае /=0. Постоянные ук в формуле (31) можно 
выразить через коэффициенты с* . Действительно, для этих решений у*/ 

УГ^, И ПОЭТОМУ И3 (31) У^Н^Ую, 8 ГО УСЛОВИЯ XУ*о = 1 получим
*

Ую ~ . Таким образом,
к

У-о = »С/1Укг (60)

Нетрудно показать, что при таком выборе условие (33) выполняется 
тождественно, вследствие того, что нА являются решениями уравнения 

(49).
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Особые решения (31) и (39) можно записать общей формулой

= Л = ОДЛ (61)
>

где при т=/ нужно положить и^=1.
В конечной части фазовой плоскости особыми для динамической 

системы (57) являются следующие точки окружности 5*={г =0, О^0^2я):
Л,(г =0,0=0,), р=0-5, (62)

е-аплеи^, 0я.з=0/+я, /=о,1,2,

собственные числа которых определяются из соотношений

и, согласно (58), равны

М”=«('7»,)/։+«)’. =֊‘Л,/<71+«)։-'=°ДЛ
«=1Д- /=од,2. (63)

Здесь введены следующие обозначения

(64)

где верхние индексы являются различными перестановками набора 
(0, 1, 2). Заметим, что при /=0 второе соотношение (63) можно представить 
в виде

^°'=-Л/(>,71 + 4’/»Л (65)

причем, как это следует из (37), знак /й совпадает со знаком плотности 
энергии для частного решения 0=0О (решение (39)). Поскольку все 
собственные числа действительны, то особые точки являются или узлами 
или седловыми точками в зависимости от знаков этих чисел. Для системы 
(57) собственные векторы па, соответствующие собственным числам Хв, 
в полярных координатах имеют компоненты

/^ = (1,0), «2= (од), (66)

т.е. совпадают с ортами координатной системы (г,0). В окрестности узлов 
все траектории, кроме исключительных, касаются собственного вектора 
«1’“РИ М <Ы и А Пр« М <М-

Для исследования поведения траекторий на бесконечности восполь­
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зуемся координатами (р,0), р=1/г. При таком отображении бесконечно 
удаленные точки переходят в точки окружности № = {р = 0, 0 £ 0 2я}. 

Система (57) примет вид

ф/А=-рД0), Л/А=М6) (67)
с особыми точками

2?/р=0,0=0,), /=0-5 (68)
и собственными числами

X™ =֊^(0/), '4,) = ЛГ(0/), (69)

отличающимися от собственных чисел точек А, знаком перед Х^. Как и 
выше, собственные векторы точек В, совпадают с осями полярной сис­
темы координат. Таким образом, динамическая система (43) имеет 
двенадцать особых точе՜: АРВР 1=0-5 с действительными собственными 
числами №а, соответственно, определяемые (63) и соотношениями 

х</)=-М/), <70>

Характерная картина фазовых траекторий изображена на рис. 1, где 
предварительно проведено отображение фазовой плоскости (УрУ*) на коль­
цеобразную область между окружностями 51 и 5*. Прямые А^, 

соответствуют особым решениям уя= я'^У/ (решения (61)), причем точкам 

В, соответствует конечное значение космической времени /, в то время 
как для точек А,: /=±оо. Индексы (р, д, г) у особых точек являются 
различными перестановками набора (0, 1, 2) в зависимости от 

относительного расположения величин На рисунке иЛ > > я^
и изображен случай Х(0։<0, /=0,1,2, Л*\<0. Предположено, что
|Х|/)| < |х<% когда в окрестности узлов все траектории, кроме исключи­

тельных, касаются собственного вектора пг Плотность энергии опреде­
ляется выражением

16Ж?де /Ф=4(^-^)(м/я/-и-У, (71)

и, поэтому, при А?я>0 положительной энергией обладают траектории в 
областях А1В1В5А^ и А2В2В4А4 (в предположении, что > я^), а при 

Л'м<0 - траектории в областях А^В^м А^В^. Решения из области 
АрВ'ВДявляются моделями расширения для обоих подпространств АР и 
М". Они начинают свою эволюции в некоторый конечный момент



292 А.А.СААРЯН

Рис. 1. Фазовые траектории динамической системы (43). Фазовая плоскость (ур у^ 
(горизонтальная ось - у) отображена на кольцеобразную область между окружностями Л, ... 
Л, (образ £1) и В„ (образ 5'). Отрезки ЛД соответствуют особым решениям (61). 
Изображен случай Хм,<0. М), 1,2, Х<^3<0 и |х*0| < (Д'1).

времени в точке (неустойчивый узел) и при /->+<ю входят в устойчивый 
узел А^, касаясь особого решения В^Ар, которое в данном случае является 
аттрактором для общего решения в поздние этапы расширения. Для 
решений из области В4А^А։Вг оба подпространства № и М" вначале 
расширяются, начиная свою эволюцию в точке Вд. В дальнейшем М 
продолжает расширяться, в то время как для подпространства АР" в 
некоторый момент времени (точка пересечения траектории с осью у) 
расширение сменяется на сжатие. Модели заканчивают свою эволюцию 
в точке Аг в состоянии расширения для АГО^О) и сжатия для М" (уж<0), 
асимптотически приближаясь к особому решению ЯД, Решения из 
области АВВ^.^^ начинают свою эволюцию при ( =-ао в точке А^, 
когда подпространство М‘ сжимается, а М" расширяется. В дальнейшем, 
в точке пересечений траекторий с осью уш сжатие М1 сменяется на 
расширение и модели заканчивают свою эволюцию в точке А, при 
1 =+<ю в состоянии расширения для обоих подпространств. Модели этого 
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класса являются несингулярными. Другие области фазовой плоскости 
можно рассматривать аналогично. Соответствующие траектории отли­
чаются от рассмотренных выше изменением направления стрелок, что 
является следствием инвариантности системы (43) относительно преоб­
разования

(УрУ.,*^>(-Ур-Уя,-Ь (72)
Другие возможные варианты знаков собственных чисел и их относи­

тельной величины можно исследовать аналогичным образам. Из (63) 
видно, что при значениях параметров космологической модели, для 
которых У'М), происходит смена качественной структуры фазовой кар­
тины динамической системы, т.е. эти значения являются точками би­
фуркации в пространстве параметров модели.

6. Модели с динамической компактификацией дополни­
тельных измерений. В настоящее время наблюдаемое пространство- 
время является четырехмерным вплоть до расстояний 1(У1։см. Отсюда 
следует, что если дополнительные измерения существуют, то их размеры 
должны быть малы по сравнению с этим масштабом. Более того, эти 
измерения в настоящую эпоху должны быть почти статическими, так как 
какие-либо изменения размеров дополнительных измерений приводят к 
вариациям физических констант (гравитационной постоянной, постоянной 
тонкой структуры и т.д.). Одним из главных проблем многомерных теорий 
является объяснение громадного различия размеров внутренних и внешних 
(>КЯ*см) измерений, называемое проблемой компактификации. На этом 
пути наиболее привлекательными являются модели динамической 
компактификации дополнительных измерений [37-39], где это различие 
достигается в ходе космологической эволюции. Здесь после начальной 
стадии изотропного расширения многомерного пространства внутренние 
измерения сжимаются до размеров, ненаблюдаемых в настоящее время. 
Это сжатие останавливается или замедляется вследствие некоторых 
эффектов (возможно квантовых) в поздних стадиях эволюции, так как 
быстрые изменения противоречат данным о вариациях физических 
констант.

В этом разделе мы рассмотрим условия, при которых в низкоэнерге­
тической эффективной теории струн реализуются космологические модели 
с динамической компактификацией дополнительных измерений. Наш 
анализ будет основан на результатах предыдущего раздела. Пусть сначала 
оба подпространства М и М* являются внутренними. В начальной стадии
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все подпространства расширяются, поэтому соответствующие траектории 
должны начинаться в первом квадранте фазовой плоскости (УрУ„). В 
дальнейшем в некоторый момент времени (разный для подпространств 
Afu Af") расширение прекращается и сменяется на сжатие. В конечной 
стяггим эволюции внутренние подпространства в состоянии сжатия, по­
этому соответствующие траектории должны заканчиваться в третьем квад­
ранте плоскости (УрУя)- Из сказанного следует, что если особые решения 
расположены в порядке и/, < то полуоси у^>0, уж<0 (у,<0^ж>0)
должны находиться в области A^B^jA^ (4,В^ВНЗА^3 ) , причем в Af* 
компактификация начинается раньше (позднее), чем в Af. Иначе можно 
сказать, что если Af и Af внутренние подпространства, то все три осо­
бые решения Afi, должны находиться в первом и третьем квадрантах, т.е.

^>0, /=0,1,2. (73)
В частности, отсюда следует, что Следующим условием является 
требование неотрицательной плотности энергии для соответствующих 
моделей, что эквивалентно условию

(74) 
В частности, это условие должно выполняться при у=0 и уж=0, откуда 
получаем

<>0, Л-^0. (75)
Отсюда, совместно с (73), следует, что ^<0. Далее, так как сжатие 
происходит после начального расширения, то траектории должны пересе­
кать оси у, и уя в направлениях от положительных значений yt, k=i,m к 
отрицательным. В частности, отсюда следует, что

4Л) > 0, > 0. (76)

Так как одно из этих условий является следствием другого, рассмотрим, 
например, первое. Учитывая (63), а также, что о*’ж։>0 отсюда получаем 
bt<Q, и поэтому Ья<0. Таким образом, если в некотором подпространстве 
реализуется динамическая компактификация, то соответствующее зна­
чение коэффициента bt отрицательно. Этот результат уже нами был по­
лучен на основе непосредственного анализа космологических уравнений.

Пусть теперь Af внешнее подпространство, которое в ходе эволюции 
постоянно расширяется. Фазовые траектории, описывающие пинями- 
ческую компактификацию подпространства Af, должны начинаться в 
первом квадранте фазовой плоскости (у^), пересекать положительную 
ось yt и заканчиваться во втором квадранте. Таким образом, эта траектории
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лежат в области АВгВг13Аг*3, причем

и£>0, у/и<0. (77)

Из условия положительности плотности энергии при у=0 получаем Л^Х). 
Таким образом, если М внутреннее подпространство, то ^„>0 независимо 
от характера подпространства ЛР*. С учетам определения (50) отсюда 
получаем следующие варианты относительного расположения особых 
решений (предполагается, что > н£)

(р,9,г)=(1,0,2), при Д<0; (78а)

(р,9,/)=(1,2,0), /=1,2 при /о>о> 4>°; (786)

(р,9,г)=(0,1,2), /=1,2 при /О>о; 4<0- (78в)

Возможные классы пешений, описывающих динамическую компакти­
фикацию подпространства М и расширение подпространства АГ изобра­
жены на рис. 2. Из вида особых решений (61) следует, что при 

точкам Л, соответствует Яя = да, а точкам В, - Ля = 0. При Ьр 
наоборот, точкам Л, соответствует Вя = 0, а точкам В! значение 

R* = да. Исходя из этого нетрудно показать, что рис. 2а соответствуют 
модели, в которых эволюция начинается в определенный конечный мо­
мент времени со значений R, = R* = 0 (точка В^ и кончается в другой 
конечный момент времени в точке Внз, которой соответствуют значения 
R, = 0, Я4 = да масштабных факторов. Таким образом, время жизни этих 
моделей конечна Для моделей, описываемых траекториями рис. 2Ь, начало 
эволюции по-прежнему соответствует конечному моменту времени с R, 
= Вк = 0. Однако теперь для конечного состояния (точка А^ ։ = +да и 
R, = 0, R* = 0, т.е. время жизни этих моделей ограничено снизу и 
неограничено сверху. Для решений рис. 2с подпространства М и № 
начинает свою эволюцию в бесконечном прошлом (/ = - да) со значений 
R, = = 0 (точка Яр и заканчивают ее в определенный конечный
момент времени со значениями R, = 0, R* = <ю (точка В^, ^>0). И, 
наконец, для моделей основанных на рис. 2г эволюция начинается в 
бесконечном прошлом со значений R, = R* = 0 (точка А} и заканчивается 
в бесконечном будущем с Я, = 0, = да. Модели этого класса являются
несингулярными. Дополнительно отметим, что начальное расширение в 
моделях рис. 2а и 26 является инфляционным если

«=*,£ (79)
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Рис. 2. Различные классы фазовых траекторий системы (43), описывающие динамическую 
компактификацию подпространства V. ЛЛ - внешнее подпространство.

С учетам (78) имеем следующие возможные значения индексов на 
рис. 2

(Р/НЦ), при /.<0; (80а)

(М=(1,о), при Л>о. 4>°; (806)

(₽л=(0,2), при /в>0, /а<0; (80в)

В частности, в первом случае как в начале, так и в конце эволюции
общее решение стремится к вакуумный решениям. Мы рассмотрели 
фазовые траектории динамической компактификации в плоскости 
(ур ук) с внешним подпространством АЛ Такую хе структуру имеют 
фазовые картины в плоскости (у, у*), описывающие динамическую 
компактификацию подпространств ЛР и Отличие лишь в том, что 
траектория Л^։ В*3 теперь находится в третьем квадранте, причем, как 
это следует из соотношения

(81) 
при относительное расположение обоих решений в фазовых 
плоскостях (ур у^ и (ур у*) одно и то же.
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В качестве иллюстрации установленных закономерностей рассмотрим 
простой пример десятимерного пространства - времени ЛЭЛГвАРс двумя 
подпространствами (л, = 3, л2 = 6) и полем Нммт в качестве единственного 
источника (в (5) £а = 0). Из условия максимальной форминвариантности 
Нмкг в подпространствах М‘, 1= 1,2 следует, что это поле имеет отличные 
от нуля компоненты только в Л/1 и для него а = 1, о, = -1 [25]. Картину 
космологической эволюции будем рассматривать в йордановском 
представлении, когда согласно формулам (13), (3), (7) (с учетом 0 = -3), 
с=1, Ь=2, со=-1. Соответствующие значения коэффициентов (20в), (20г) 
равны

А =3/2, Ь=-3, Ь=2. (82)
На рис. 2 теперь г=2, £=1. Среди постоянных с'и произвольным является 
только с’и. Из определений (206) и (36) получим/^=-2 и поэтому, согласно 
(80а) на рис.2 р=1, г=2, г.е. в начальной и конечной стадиях эволюции 
асимптотами общего решения являются вакуумные решения У1=*/иУ։, 
/=1,2. Из условия существования вакуумных решений имеем

&֊ А < = 4 / 9>(4+ 4 / 3) / 4 > 0. (83)

Соответствующие решения обладают положительной плотностью энергии 
при

• 4=4=(с23։+1)2-1/3>0. (84)

Условия (77) можно записать в виде *'12-*212=Л12/Л21<0 или с учетом (84)

Л1 = [*(4)2 + ։ 2 4֊ 2] / 36 < 0. (85)

Решение системы неравенств (83) - (85) имеет вид
-1 + 1/73 <4 <-2/3 + ^73- (86)

(случай с321=0 ранее был рассмотрен в работе [25]). Нетрудно показать, 
что для этих значений с’п имеем /”>0, ^’<0 и, поэтому согласно (63)

Х՞’,«), Х®<0. (87)
Соответствующая фазовая картина имеет вид рис. 2Ь с р=1, г =2.

Для исследования поведения поля дилатона, соответствующего моде­
лям динамической компактификации рис. 2Ь, рассмотрим фазовые 
траектории в плоскости (у2, у,). Соответствующие особые решения имеют 
вид

Уз = */32У2, 4 = АУ*2 = -2/3» 4 = 44+4» <88>



298 А.А.СААРЯН

Рис. 3. фазовые траектории в плоскости (уг у0 (горизонтальная ось - у), соогаенлвующие 
монелям динамической компактификации рис. 2Ъ с полем Калба-Рамона в качестве источника. 
Изображены качественно различные случаи значений параметра с’21> принадлежащие областям 
(а) - (-1+1 /Л,-1/3). (Ъ) - (-1/3,0), (с) - (о,-2/3+ Д/З).

причем *'и>(<)*։и при с’2]>(<)0. Из выражений (50), (83), (84) следует, 
что

"V0- при <^֊1/3,
>/и<0, £=1,2, при ^>0.

Соответствующие фазовые картины изображены на рис. 3 для качественно 
различных значений параметра с3^:

-1 + 1/73<с2э։ <֊1/3 (90а)

֊1/3 <^<0, (906)

0 < с^։ <-2/3 + у/2/3, (90в)

соответственно.
Как уже отмечалось выше действие (1) соответствует древесному 

приближению струнных диаграмм. В теории струн параметром петлевого 

разложения является «’•(см., например, [40]). При ф>-1 становятся 

важными петлевые поправки и описание, основанное на (1), требует 
обобщения. В частности, в этой области значений дилатона (область 
сильной связи) могут быть важными эффекты дилатонного потенциала, 
обусловленные нарушением суперсимметрии теории [41-45]. Исследуем 
поведение функции е*=Ф^»в рассмотренных выше моделях динами­
ческой компактификации. В ранние и поздние стадии .эволюции эта
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функция стремится к особым решениям (61) с 1=1, 2, для которых 

е2* = const • |/֊ . (91)

В начальном этапе расширения (/-Ц+0) общее решение стремится к 
особому решению (91) с 1=1. С учетом неравенств (89) и л^Х), /”<0 
отсюда получаем, что ег’-х» при /-Ц+0. В конечной стадии эволюции 
(/->+ ао)общее решение стремится к особому решению с I = 2 и 
для значений (90а) постоянной с?п и е^-и» при (906) и (90в). Таким 
образом, в начальной сталии расширения (окрестность сингулярной точки 
В՝) параметр петлевого разложения принимает большие значения, петлевые 
поправки становятся важным и описание основанное на эффективном 
действии (1) перестает быть верным. Для значений (90а) (рис. За) в ходе 
дальнейшей эволюции поле дилатона монотонно убывает уходя в глубь 
области слабой связи е*«!, где (1) хорошо описывает ситуацию. В 
случаях (906) и (90в) поле ф после начального убывания в некоторый 
момент времени (точка пересечения траектории с осью на рис. ЗЬ и 
с) начинает возрастать, стремясь к бесконечности в точке Таким 
образом, для этих значений параметра с3^ рассмотренное выше описание 
требует обобщения как в начальной, так и в конечной стадиях эволюции. 
Для особого значения ^=֊1/3 имеем ^=0 и при /->+ оо стремится 
к конечному значению, определяемому начальными условиями (см. (91)), 
а ф->0.

Рассмотрим теперь поведение поля соответствующее моделям 
динамической компактификации рис. 3. Как уже отмечалось выше это 
поле имеет отличные от нуля компоненты только в подпространстве Л/1. 
Можно показать, что эти компоненты являются постоянными и 
пропорциональны полностью антисимметричному трехмерному тензору 
Леви-Чивита. Соответствующая плотность энергии стремится к 
бесконечности в начальной точке расширения Bv Это не противоречит 
тому, что в этом пределе общее решение стремится к вакуумному решению 
(61) с 1=1. Для этого как видно из (24), необходимо лишь, чтобы е/Ф->0, 

которое в данном случае выполняется, так как ф^6 ~ 8<0, при

7. Заключение. Мы рассмотрели многомерные однородные анизо­
тропные космологические модели в рамках низкоэнергетической теории 
струн. Описание проводилось в общем конформном представлении, 
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определяемом формулой (2) с параметром с. Соответствующая система 
космологических уравнений имеет вид (24). Решения с морикой и полем 
дилатона рассматривались в разделе 4. В зависимости от значений 
параметров модели они имеют вид степенных или экспоненциальных 
функций от времени. Показано, что в случае Риччи-плоских подпрост­
ранств систему космологических уравнений можно свести к двумерной 
автономной динамической системе с квадратными правыми частями. 
Свойства решений этой системы исследованы методами качественной 
теории динамических систем. Найдены особые точки и установлен их 
характер в зависимости от параметров модели.

Характерная фазовая картина на плоскости (ур уя) изображена на 
рис. 1, где видно, что вакуумные решения и особое решение (39) (которые 
можно записать обшей формулуй (61)) являются асимптотами общего 
решения в ранние/поздние этапы эволюции вселенной. Условия, при 
которых происходит динамическая компактификация дополнительных 
измерений, выявлены в разделе 6. Соответствующие варианты фазовых 
картин изображены на рис.2, где АГ - внутреннее подпространство, ЛР 
- внешнее подпространство. Возможные значения набора индексов 
(р, д, г) в зависимости от значений параметров даются соотношениями 
(80). Рассмотрен простой пример десятимерного пространства-времени с 
двумя максимально симметричными подпространствами и полем Калба- 
Рамона в качестве источника. Картина космологической эволюции 
обсуждается в представлении Йордана (физические аргументы в пользу 
того, что именно в этом представлении следует наложить условия 
расширения/сжатия см. [8, 20, 23, 46, 47]). Модели динамической 
компактификации реализуются для значений (86) постоянной с’21. 
Соответствующая фазовая картина в плоскости (у2, у։) имеет вид рис. 2с. 
Исследовано поведение поля дилатона в этих моделях. Функция е3*, 
определяющая вклад струнных петлевых диаграмм, становится большой 
в ранние стадии эволюции и, поэтому, соответствующее рассмотрение 
требует обобщения эффективного действия (1). В частности, могут быть 
важными эффекты наличия у дилатона потенциала, играющие важную 
роль в схемах нарушения суперсимметрии. Для значений (906) и (90в) 
это относится также к поздним стадиям эволюции.

Ереванский государственный
университет, Армения
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STRING COSMOLOGY AND DYNAMICAL 
COMPACTIFICATION

A.A.SAHARIAN

Multidimensional anisotropic Ricci-flat cosmological models arising from 
the lowest order string effective action and containing the graviton, the dilaton 
and Kalb-Ramond field are investigated. The generic features of such models 
are discovered by qualitative methods. For the eariy and late evolution stages 
it is found that the general solurions tends toward the power-law solutions. The 
dynamical compactification conditions for extra dimensions are discovered. 
The simple model having Kalb-Ramond field as a source is considered in 
detail.
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