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Конкретизирована общая схема MLIR [1] восстановления изображений для слу­
чая. когда имеется априорная информация о пуассоновском распределении накоплен­
ных за время зоеспозвпии событий. Алгоритм восстановления при атом заметно упро­
щается, однако фактический выигрыш от сообщения указанной информации значим 
лишь для объектов очень малой яркости.

1. Введение. Последующее обсуждение базируется на общей схеме 
формирования и восстановления изображений, которая была предложена 
в [1]. Формулы этой статьи цитируются ниже с добавлением римской 
цифры I.

Нетрудно видеть, что хотя в упомянутой схеме говорится о «событи­
ях», составляющих «изображение», в действительности информация о 
свойствах порождающего «события» потока излучения сводится лишь к 
констатации неотрицательности оригинала. Поэтому рассматриваемая в 
[1] схема по существу имеет дело с общей постановкой линейной обрат­

ной задачи для случая неотрицательного решения. Для оптических изо­
бражений принятый в [1] способ рассмотрения отвечает физической при­
роде задачи; в более общем случае произвольной обратной задачи метод 
максимально правдоподобного восстановления изображений (MLIR) 
можно использовать, если только иметь в виду, что «события» здесь— 
просто удобная вспомогательная модель. То обстоятельство, что в обоих 
контекстах—и для фотонных изображений, и при решении произвольных 
обратных задач—«события» подчиняются классической статистике, обус­
ловлено рассмотрением лишь возможных и действительных их положений, 
т. е. пространственной различимостью «событий».

Конкретизируем теперь задачу, ограничиваясь обсуждением действи­
тельно фотонных изображений. Как отмечено выше, при отсутствии ка­
ких-либо дополнительных сведений применять общую методику MLIR (см. 
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[1—4]), предполагающую лишь неотрицательность искомой оценки ори­
гинала (объекта). Однако часто в распоряжении исследователя имеются 
дополнительные сведения о свойствах источника излучения. Например, 
может быть известно, что объект испускает полностью некогерентный по 
времени поток (как это имеет место для тепловых источников), либо, на­
против, его излучение близко к чисто когерентному (как у лазеров). Ес­
тественно, что дополнительная априорная информация о том, как форми­
ровалось изображение, должна учитываться при построении оператора вос­
становления R (см. [1]), ив принципе она позволяет обеспечить более 
глубокое восстановление, т. е. найти более точную оценку объекта.

В данном сообщении мы обсудим конкретизацию общей схемы для 
часто встречающегося в приложениях случая, когда поступающий поток 
излучения некогерентен для различных моментов времени в фиксирован­
ной точке наблюдения. При этом, как будет показано, формальная сторо­
на процесса восстановления упрощается, однако фактический выигрыш от 
сообщения априорной информации такого рода значим лишь для объектов 
очень малой яркости.

2. Функционал правдоподобия для пуассоновских объектов. Как по- 
луклассическое приближение, так и строгая квантовая теория временного 
распределения фотоотсчетов показывают, что при полностью некогерент- 
ком по времени освещении поток порожденных фотонами событий пред­
ставляет собой дважды стохастический пуассоновский процесс, или про­
цесс Кокса-Мандела [5—10]. Этот процесс получается из обычного про­
цесса Пуассона, если считать, что ого интенсивность в свою очередь яв­
ляется стационарным случайным процессом. Общие свойства процесса 
Кокса-Мандела с трудом поддаются аналитическому изучению, однако, к 
счастью, для весьма широкого круга явлений этот процесс аппроксимиру­
ется простым пуассоновским потоком; для этого достаточно, чтобы время 
экспозиции значительно превосходило время когерентности света. Имен­
но это условие типично для огромного большинства астрономических и 
физических экспериментов, так что в дальнейшем мы считаем процесс об­
разования событий при регистрации некогерентното потока пуассоновским 
процессом с постоянной интенсивностью.

Напомним, что в рассматривавшейся в [ 1 ] схеме формирования изобра­
жения объект задавался набором п. неотрицательных чисел (֊$1, •$։,... Зп), 
соответствующих заполнению пикселов событиями при идеальной систе­
ме формирования изображения. Для удобства вместо указанного набора 

•։

вводилась полная яркость объекта №*=  У, 3֊ и относительное распреде- 
I

ление яркости {Зи^5к/№ }, однако во всяком случае нужно найти п-ыер- 

ную оценку объекта, скажем, {Зк}, на основании зарегистрированной со-
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вокупиости , » списывающей размытое и зашумленное изображение
объекта. Способ получения максимально правдоподобной оценки и обсуж­
дался в [1].

Допустим теперь, что имеется инофрмация, согласно которой про­
цесс регистрации фотонов является пуассоновским, так что накопленные 
за время экспозиции количества событий в пикселах объекта 5|,...,5П— 
взаимно независимые пуассоновские случайные величины с некоторыми 
неизвестными средними значениями Сь...,Сп. Этот факт позволяет кем 
продвинуться в постановке решаемой задачи и конкретизировать приве­
денное в [1] общее выражение для функционала правдоподобия в соот­
ветствия с поступившей информацией- Именно теперь вместо поиска 
оценки реализации {£)<} можно искать оценку средних чисел заполнения 
{Ск}. Другими словами, мы можем теперь рассматривать {Зк} в качестзе 

типичной реализации П-мерксй пуассоновской случайной величины и, по­
грузив эту реализацию в воображаемый ансамбль всех возможных реали­
заций, искать оценку среднего {Ск}.

Согласно принятой схеме формирования изображения каждое из по­
ступивших в пиксел к объекта событий с некоторой заданной вероятно­
стью Лдк независимо от других событий перераспределяется в /-ый пик­
сел изображения. При этом, конечно, выполняется условие нормировки 
(1.3). Ясно, что линейное перераспределение световых событий из объ­
екта в изображение приводит для пуассоновских входных потоков к пу­
ассоновскому же распределению количества световых событий Ну’7=1 
в пикселах изображения (Приложение А), причем вектор средних зна­
чений равен

Ё с^с> О) 
/ = 1 к—1

где С—среднее количество световых событий, накопленных за время экс­
позиции в пределах всего изображения.

Поскольку в [1] совокупность {тц} считалась подчиняющейся поли- 
нормальному распределению (1.22), может возникнуть подозрение в про 
тиворечивости высказанных утверждений, но следует иметь в виду, что 
общая схема предполагала фиксированное (хотя и неизвестное) количество 
световых событий М а рассматриваемая здесь пуассоновская схема вклю­
чает ансамбль возможных значений Ы* в соответствии с реализациями 
потоков в отдельных пикселах. Говоря формально, пуассоновская рандо­
мизация суммарного количества событий в полиномиальной схеме приво­
дит к многомерному распределению Пуассона, и наоборот, условное рас­
пределение совокупности независимых пуассоновских случайных величин 
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при заданном значении их суммы совпадает с полиномиальным распреде­
лением (Приложение В).

Наконец, заметим, что принятый закон распределения аддитивного 
шума {£]}—многомерный закон Пуассона с вектором средних значений 
{М- Поскольку при суммировании в (1.21) независимых пуассоновских 
величин это распределение сохраняет свой вид (с естественным суммиро­
ванием средних), мы приходим к выводу, что итоговое содержимое пик­
селов изображения есть многомерная пуассоновская случайная
величина с плотностью распределения

£> = РгС, =л/„.> =

exp[-(gy + +
(2>

Это и есть функционал правдоподобия в случае пуассоновских входных 
потоков. Ввиду (1) отсюда находим следующее выражение для той части 
InD, которая включает искомые величины {C/J:

In D - const Ь £ In £ hJk + bj — С. (3)

Согласно принципу максимального правдоподобия, оценка {Си} неизвест­
ной совокупности средних разыскивается путем максимизации функцио­
нала (3) при естественных ограничениях

С*  >0, к = 1,2,..., л. (4)

Как легко видеть, выражение (3) для функционала правдоподобия 
при пуассоновском потоке следует из выражений (1.32), (1.34) для функ­
ционала в общей схеме, если принять в последних Л=1 (см. также пред­
ставление '(1.17)). В [1] уже отмечалось, что при большой яркости объ­
екта, т. е. при \ »1, параметр Л стремится к 1. Это соответствует воз­
можности пуассоновской аппроксимации основного функционала для боль­
ших яркостей. Если же изначально входные потоки пуассоновские, то 
пуассоновость распределения световых событий в изображении является 
не только асимптотическим, но и строгим свойством при любых значениях 
яркости объекта. Таким образом, возможность положить Л= 1 и при 
анализе слабых объектов есть формальное следствие, определяемое до­
полнительной априорной информацией о .пуассоновском распределении 
входных потоков. В полной мере обусловленной этой информацией вы­
игрыш станет ясен при сравнении максимально правдоподобных оценок 
объекта, найденных по общей схеме и для чисто пуассоновского функцио­
нала (3).
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Заметим, что отсутствие в (1.18) имеющегося в (3) слагае­
мого, отвечающего полной яркости оригинала, обусловлено не­
принципиальными причинами, а только выбранным в [1] спо­
собом максимизации основного функционала '(1.32), (1.34). Пара­
метр Л/ содержится в экспоненте выражения (1-32), но при последова­
тельном оценивании сначала полной яркости объекта и затем относитель­
ного распределения яркости в функционале (1.18) оценка для М пред­
полагается уже найденной согласно 1(1.16) и включена в постоянное сла­
гаемое.

3. Сопоставление с методом максимума энтропии в случае пуассонов­
ских потоков. В недавней работе [11] было показано, что восстановле­
ние изображений с помощью метода максимума энтропии (МЕМ) бази­
руется на произвольном предположении, а именно, предполагается, что 
самое подходящее решение является наиболее вероятным с точки зрения 
равномерного распределения событий. В случае пуассоновских потоков 
некоторые детали аргументации меняются, и мы обсудим здесь эти из­
менения.

Напомним сначала кратко ход рассуждений для общей схемы. Пусть 
! —совокупность чисел заполнения для оригинала (объекта),

—наблюдаемое размытое и зашумленное изображение. Для ли­
нейной системы формирования изображения и ярких объектов стандарт 
ная обратная задача ставится следующим образом. Из уравнений

*—1
(5)-

нужно получить оценку исходного объекта, являющуюся в опре­
деленном смысле близкой к истинному набору {Ук}.

Подход МЕМ заключается в том, чтобы из множества решений си­
стемы (5) выбрать такое решение |у^}, которое имеет максимальный 
статистический вес, т. е. может быть реализовано наибольшим числом 
способов. Последняя величина равна

где —полное количество световых событий в оригинале. При.
Ук5>1 максимизация № эквивалентна условию

5= - X (* 4/ЛГж) 1п (уд / шах, (7),
• -Х

где 5—энтропия согласно Шеннону [12].
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Основная аргументация [11] сводится к следующему. Вероятность
п

получить реализацию {ул} при исходном объекте {з*},  £ $ -■ 1 равна 
1

Рг (V...... Ля) = —֊֊- , (8)

и максимум этой функции, вообще говоря, не достигается при '»й = ,

когда максимальна №. Другими словами, максимально вырожденное ре­
шение системы (5) не обязательно является наиболее вероятным реше­
нием. Оно будет таковым при

5а = 1/л, к = 1,...., п (9)

т. е. при равномерном заполнении пикселов объекта. Но сравнительная 
оценка возможных решений должна производиться не на основе произ­
вольно выбранного исследователем распределения вероятностей, пред­
ставляющегося ему оптимальным, а на основе истинного (неизвестного) 
распределения {•$/<}• Поэтому требование <(7), вообще говоря, противо­
речит имеющейся информации об оригинале. Например, лучше было бы 
принять что приводит к требованию максимума функционала
Берга [13, 14]:

— £ 1П (^/^♦) = тах- (Ю)
*-х

Возможны и другие формы максимизируемого функционала в зависимо­
сти от выбора исходного способа оценки оригинала, предоставленного на 
усмотрение исследователя.

При пуассоновских входных потоках вместо (8) для вероятности по­
лучения набора {Ук} имеет место представление:

где С = J] С*.  Вновь нужно констатировать, что максимум этой веро- 

ятности не обязательно достигается при v* = vv Строго говоря, и при 
равномерном объекте, когда С^=С1п, вероятность (11) достигает макси­
мума при условии

֊ £ (\/С) In (vJC) - In n % (v4/C) = шах. (12)
*—I *—1

не совпадающем с (7), однако фактическая разница уже при умеренно 
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больших потоках невелика. Это означает, что при пуассоновских потоках 
требование (7) равносильно максимальной вероятности решения с точки 
зрения некоторого распределения, близкого к равномерному. Ввиду того, 
что ни равномерное, ни близкое к нему распределения не обязательно 
близки к истинному объеку {эк}, указанное требование по-прежнему 

остается произвольным и почти всегда противоречит имеющимся данным.
Таким образом, МЕМ неизбежно базируется на логически противо­

речивых посылках, и это обстоятельство непредсказуемым образом может 
сказаться на результатах восстановления в конкретных условиях.

4. Численные эксперименты. Поскольку выполнить расчеты с точным 
функционалом правдоподобия (1.25) не представляется возможным при 
сколь-нибудь значительной яркости объекта, приведенные в [1] сооб­
ражения в пользу быстрой «пуассонйзации» схемы формирования 
событий носили качественный характер. Они опирались на тот 
факт, что при количестве испытаний и возможных исходов порядка не­
скольких десятков полиномиальное распределение мало отличается от мно­
гомерного распределения Пуассона. Ввиду этого следует ожидать, что ре­
зультаты восстановления при помощи максимизации общего функциона­
ла (1.17), (1.18), с одной стороны, и функционала (3) для пуассонов­
ских входных потоков, с другой,. будут близки уже при М 10—100.

Для проверки были выполнены два численных эксперимента. В пер­
вом из них принимались следующие значения основных параметров: 
т = п — 2; 1\1*  = 15; Ан = Лаз2/3; Л13 = А31 •= 1/3; Ьх = Ь2 = 3. Во вто­
ром эксперименте считалось, что т — п = 17; /V*  =122; {Л,} = {0.1, 
0.2, 0.4, 0.2, 0.11; 6у==1. В обоих случаях результаты восстановления 
при помощи общего и пуассоновского функционалов совпали с точ­
ностью до малых долей процента.

Полученные данные можно интерпретировать с различных точек зре­
ния. Прежде всего следует заключить, что введение дополнительной ин­
формации о пуассоновском характере входных потоков вносит лишь фор­
мальное упрощение в выражение для максимизируемого функционала, но 
практически не дает выигрыша в качестве восстановления, т. е. «пуассо- 
новость»—незначительная информация. Вместе с тем это говорит о том, 
что сравнительно простой функционал (3) может рассматриваться как 
хорошее приближение к общему функционалу (1.17), (1.18), так что чис­
ленная реализация МЫК во многих случаях может быть значительно 
упрощена. Этим обстоятельством мы неоднократно будем пользоваться в 
дальнейшем.

С целью предварительной проверки надежности восстановления при 
помощи функционала (3) мы повторили вычисления для второго из ука­
занных выше примеров при /У»= 12200, 6 = 100. Семь оценок оригинала, 
7—370
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полученных из различных реализаций его случайно размытого и зашум­
ленного изображения, представлены на рис. 1. В данных условиях отно­
сительная точность восстановления (отношение стандартного откло­
нения оценок потоков в пикселах к действительным значениям 
потоков) составляет около 20% при статистически не значи­
мой зависимости от яркости. Конечно, важный вопрос о соотноше­
нии между точностью восстановления и заданными условиями наблюде­
ния (прежде всего—априорной информацией, а затем отношением сигна­
ла к шуму и видам ФРТ) нуждается г. обстоятельном изучении как с тео­
ретической точки зрения, так и на основе численных экспериментов. Та­
кое исследование будет представлено в одной из последующих публи­
каций.

Рис. 1. Оценки (•) оригинального объекта (сплошная линия) на основании семи 
случайных реализаций его размытого и зашумленного изображения при отношении 
сигнала к шуму =25. Вторая сплошная линия—оценка объекта по усреднонаой реа­
лизации изображения.

5. Заключительные замечания. Выше было показано, каким обра­
зом следует включить в общую схему инофрмацию о пуассоновском ха­
рактере входных потоков событий. Очевидно, аналогично проводится рас­
смотрение и других сходных ситуаций, скажем, схемы восстановления ко­
герентного по времени потока.

С другой стороны, нетрудно учесть и отсутствие части априорной ин­
формации, которая полагалась заданной. Например, в [1] отмечалось, что 
в функции рассеяния точки {Л]к} можно оставить неопределенными неко­
торые параметры и включить в задачу максимизации уже найденного 
функционала правдоподобия поиск оптимальных значений этих парамет­
ров. В другом контексте можно оставить свободной часть или даже всю 
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совокупность значений ФРТ, хотя, конечно, качество восстановленной 
картины при этом сильно снижается. Однако при всяких обстоятельствах, 
оно соответствует имеющейся априорной информации, величине отноше­
ния сигнала к шуму и характеру размывания изображения.

Крымская лаборатория государственного

астрономического института им П. К Штернберга
Приложение А

Деление пуассоновского потока. Приведем вывод известного свой 
ства пуассоновского потока образовывать взаимно независимые пуассо 
новские же потоки при случайном разбиении его на компоненты.

Предположим, что на вход некоторого «делителя» поступает пуассо­
новский поток с постоянной интенсивностью / соб/с, так что вероятность 
получить k событий в течение интервала времени длиной t равна

= * = 0,1,2,..., (А1>
к1

где а=/Л Пусть далее делитель направляет каждое из поступающих со­
бытий независимо от других событий в один из двух каналов соответ 
ственно с вероятностями р и 1-р. Нас интересует совместная плотность֊ 
распределения зарегистрированных в каналах за время t количеств собы­
тий Р (t).

Очевидно, искомая вероятность есть произведение вероятности по­
лучить на входе в точности ni-j-fh событий за время /, т. е., 
(А1), величины

^7П| + Л- 
е՜“------------ - ,

(n,4-n։)!

на биномиальную вероятность

получить заданное разделение событий по каналам. Производя 
преобразования, находим:

Р«,. п, (0 = ехр (—ар) • exp [— а (1 — р)] J——,

П|, п։ 0,

т. е. потоки в каналах являются взаимно независимыми пуассоновскими 
потоками с интенсивностями /ри /(1—р) соответственно. Аналогичное 
свойство справедливо и при произвольном количестве каналов.

согласно

(А2>

(АЗ) 

простые

(А4)
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Приложение В.

• Связь многомерного пуассоновского и полиномиального распределе­
ний. Первое из использованных в тексте утверждений заключается в сле­
дующем.

Пусть   —взаимно независимые пуассоновские случайные вели­
чины со средними значениями <£)>=а], /=1,...,п։. Тогда условная плот­
ность распределения совокупности при фиксированной сумме

Е Ъ = (В1)

есть полиномиальное распределение:
т /VI

Рг (ч = ..... = Л4.| £ су = /V) = Т •• р"՞ • (В2)
1 * ’1 • • • • ‘’т •

где

£Лу = М р} = а)1а, (ВЗ)

.Доказательство следует из формулы

Рг (С, = М,...,ст = /V. | £ С/ = М -■֊ = = ) (В4)
1 Рг(^; = л')

1

<если учесть, что числитель здесь представляет ссбой произведение т пуас­
соновских плотностей с параметрами {^}, а знаменатель—пуассоновскую 
плотность с параметром а.

Второе утверждение в определенном смысле обратно первому. Пусть 
—такая совокупность случайных величин, что их сумма

(В5)

подчиняется пуассоновскому закону со средним <5> = а, и совместная 
плотность при заданном значении 5 есть полиномиальное распределение:

ДП
Рг (л = = 1\'т |5 — /V) = л, !֊ .^֊1 /<->> > (Вб)

где 
т т

= (В7)
1 I

Тогда Т)1,...,Цт—взаимно независимые пуассоновские случайные величины 
со средними значениями а}=ар].
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Для доказательства запишем искомое совместное распределение в. 
виде:

..... м • <“>

С учетом (В7) выражение в первой части (В8) разбивается на произве­
дение пуассоновских плотностей с параметрами ар], что равносильно вы­
сказанному утверждению.

MAXIMUM LIKELIHOOD IMAGE RESTORATION. 
V. UNCOHERENT FLUXES

V. YU. TEREBIZH, О. K. CHERBUNINA, Yu. G. CHERBUNIN, V. V- BIRYUKOV

The general approach of Maximum Likelihood Image Restoration 
[1] is adapted to the case, when a priori information concerning the 
Poisson distribution of stored events is available. The restoring algo­
rithm has a simpler form, but the real gain due to such an. informa­
tion is appreciable only for very faint objects.
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Поправка
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