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Для огразшченной области О С ИЗ." х (0, оо) и А°°-функции /х > 0 с компактным носителем (С О), рассматривается следующая переопре­делённая краевая задача со свободной границей :

^й(|Х7д|р-2Х7д) — = — р(х,I) в О,
< и — 0 и — ди/ди = 1 на 5П А {/. > 0},к д(ж, 0) = /(х),

где 1 < р < оо, / € С°(1Ш‘)> а и — пространственный внешний единичный нормальный вектор к 50. При некоторых геометрических условиях доказывается, что эта задача имеет не более одного решения (и., О).

§1. ВВЕДЕНИЕПостановка задачи. Рассмотрим переопределённую краевую задачу р-пара- болического типа со свободной границей, связанную с прицессом сгорания при нелинейном энергетическом законе. В настоящей статье получены некоторые ре­зультаты, касающиеся единственности решений, вытекающие из геометрических свойств решений данной задачи. Полагая ПЦ.+ 1 = ТЛ’1 х (0,оо), рассмотрим сле­дующую задачу : для заданной ограниченной функции р > 0 и / £ С°(1ЛП) найти и описать свойства области О С ПТ՛.41 и функции
и е (7(0,Т; Г2(ПГ‘)) А 1/(0,Т;

(определения этих пространств см. [4]; стр. 2 и 7), удовлетворяющие следующей 
хРабота А. Акопяна поддержана шведским фондом Горан Густафсон. 



8 А. Акопян, Г. Шахголянпереопределённой краевой задаче
՛ /\ри — .О(и = — р(х, £) в П,

и = 0 на <ЭП П {/ > 0},
< —ди/д1/=1 на <30 П {£ > 0}, (1.1)гфс,О) = /(г),

֊ зиррр, С £2, где
Ари = </г'у(|'7и|р_2Х7д). 1 < р < соявляется р-Лапласианом, а V - пространственный внешний единичный нормаль­ный вектор к д^1 (полагаем, что <9 Л является С1 по пространственному направле­нию). Решение понимается в слабом смысле : для любого Т > 0 и любой функции

V (= Иг1,2(0, Т; Л2(П<’։)) п Лр(0, Т; Р701>р(П1.’1))(вновь см. [4], стр. 2 и 7) требуем(|Х7ц|р-2Х7и- фу -иОси) с1хсИ - /* /у с1х =
•/ Пп{«=0}/ |\7?г|р-2у <7а-(созо-)// р?; с!х сП.

/<5Р.л(1Н" х(о.Т)} .и
Лгде с!а - элемент площади на <ЭПП{1Яп х (О, Г)}, а а - угол, образованный внешней нормалью р(г,<) в точке (ж,«) € <ЭПП{1В" х (0,Т)} и гиперплоскостью ТВ.” х {<}. Вопросы существования, единственности и регулярности решений подобных задач изучались многими авторами. В частности, при р=2, р = 0 и д > 0, существование слабых решений доказано в [3]. Для уравнения△а + а,д1( — и։ = 0

Iв [8] были получены некоторые результаты единственности. Аналогичные ре­зультаты известны в эллиптическом случае : в работах [5] и [9] получены ре­зультаты, касающиеся существования решений, зависящих от р, в случае, когда оператор является оператором Лапласа. Некоторые результаты единственности получены также в [6] и [7] для р-лапласиана (1 < р < оо).Мы используем некоторые методы из вышеупомянутых статей, видоизменённые для целей настоящей статьи : 1) Принцип строгого сравнения и 2) Лемма Хоп- фа о граничной точке. По поводу 1) отметим, что принцип строгого сравне­ния не имеет места для сингулярных/вырожденных операторов, таких как р- параболический (см., например, [2]). Тем не менее, в нашей ситуации, используя 



Единственность решений задачи р-параболического типа ... 9условие на градиент решения в (1.1), получаем, что наше уравнение является не­вырожденным вблизи границы в локальном смысле. Следовательно, выполняется принцип строгого сравнения.Мы не рассматриваем вопросы существования или регулярности решений зада­чи (1.1), а исследуем только вопрос о единственности решений, при условии их существования, налагая геометрические условия, такие как выпуклость и моно­тонность (по времени).
§2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТВведём следующие обозначения. Положим П,-(т) = П,- О {I = г} и всюду предполагаем, что Лз(т) П П2(т) (для т > 0) выпукло, д£1 является С1 в пространственном направлении. Для заданной точки

(а;1,^1) € Я,^1) Л ЭПД<1), ։>У = 1)2>
обозначим через П(х1,41) опорную плоскость к Пз(^г) Л П2(^) в точке (п:1,^1). Предположим также, что П+(х1,^1) - п-мерное полупространство в Ш."4՜1, непе­ресекающее множество П1(/,1) Л П2(/х), граница которой есть П(х1,<1). Каждое П,- предполагается неубывающей по <, т.е. П,-^з) С {1,(<2), при <1 < £2.Для ограниченной области С 1В'‘ обозначим через цилиндрическую область С} х (0,Т), для Т > 0. Параболическую границу области П С 1Ип+1 определим как множество всех точек (х,£) € ЗП таких, что для всех £ > 0 цилиндр В(х,е) х (—е +<,<) не содержит точек из П.Теорема. Пусть р > 0 — ограниченная функция с компактным носите­лем. Предположим, что

иу еС(0,Т;Т2(1Дп)) ЛТр(0,Т;1К1’р(1Вп)), 1 < р < со, у = 1,2
суть решения задачи (1.1), Пу(т) ограничены для всех т > 0, и каждое Пу - неубывающая по I. Тогдаа) если П1(т) выпукла для всех т> 0, то й2 С Пз,Ь) если П1(т) Л П2(т) выпукла для всех т > 0, то Из = П2,с) если и Пз(т) и П2(т) выпуклы для всех г > 0, то Пз = П2 и из = д2.В [4] показано, что из условия (1.1) вытекает, что иу(М) принадлежит Л С°’°(Пу) (ПРИ некотором 0 < а < 1, у = 1,2).



10 А. Акопян, Г. ШахголянЛемма 1. Пусть С}т С Ж^՜4՜1 - цилиндрическая область и
«1,^2 6 С(0,Т;Ь2(^))П 17(0,7; (}т с (&,

причём
< Ар^з — -0(^2 в <2?. (2-1)Тогда имеют место следующие принципы :а) Принцип слабого сравнения. Если > у2 на др(2т, то уг > у2 в (£т.Ь) Принцип сравнения Хопфа. Предположим, что уг > у2 в дт, 

Ъ1(£о,*о) = ^г(то,<о) для некоторой точки (хо,<о) € др'Эт, и |Х7ц2| > 0 в 
С?т. Тогда имеем

77(а:о^о)< а7(г°’/о)’где и — единичный внешний нормальный вектор к д(^т в точке (то^о)- с) Принцип строгого сравнения. Если уг > у2, уг £ у2 на дрС}т и |Х7ц2| > О В С}?, ТО Ух > у2 в <2Т.Доказательство аналогично эллиптическому случаю (см. [10], Лемма 3.2, Пред­ложения 3.3.1, 3.3.2). Принцип слабого сравнения рассматривался в [4], стр. 160, Лемма 3.1, а принципы Хопфа и строгого сравнения - в [1], Леммы 2.1 и 1.1.Замечание. В Ь) и с) условие |^2| > 0 существенно. При использовании этих принципов мы можем рассматривать малую подобласть с (то,<о) на её границе. Так как градиент любого решения задачи (1.1) аппроксимирует его около границы непрерывно, требуемое условие выполняется.Лемм» 2. Пусть (֊,«) являете» решением ,вдач„ (1 д) р<֊с<;мотрим гиперплоскость И, ортогональную к R", „ отсекающую часть Я' из Я такую, что Я' А зирр{р.} = 0, Я' А {£ = 0} = 0. Тогда
зир сНзЫх, Н՝}

•теап'(г) ' < еир и. (2-2)Кроме того, если точка (х° с т-т „ , п п,г очка € н такая, что и(х°,г°) ֊ зирЯп{։<г} и, то
—(т° 1°91 { ՝ (2-3)

где I ед.пршч.кът нормальный вектор к Н, направленный вовнутрь области О'.



Единственность решений задачи р-параболического типа ... 11Доказательство : В силу инвариантности относительно вращений вокруг оси
I и параллельных переносов, мы можем предположить, что Н — {хх = 0}, иГУ = {ж! > 0} Г) Г2(т). Пусть теперь (х,т) £ 5ГУ(т) такова, что 5(т) — сИз1.(г,Н') и заметим, что из граничного условия задачи (1.1) следует, что ——(г, т) = —1. 5x1Тогда определим

/1(х,£) = я(сЦт) - £1), 5 = ■ Ц-

Очевидно, чтоДр/1 - = Дг,д - = 0 в ГУ, д(ж, г) = /1(2, т) = 0. (2.4)Так как /1 = 5ирЯГ|{։<г} и на Н, /1 > 0 и и = 0 на 5П, то имеем
Н > и на ЗГУ П{4<т). (2-5)Теперь используя Лемму 1 а) - с), получаем

дЬ \ ди I \ - 1
т.е. = я > 1, (2.6)о!(т)что доказывает (2.2). Далее, используя (2.4) - (2.6) и и(х°, 4°) = 7г.(щ°, ^°) (здесь
х° — 0, 4° < г), получаем
т.е (2.3).Лемма 3. Пусть и — решение задачи (1.1), продолженное на всё 1Д"+1 приписыванием значения нуль в 1Д”+1 \ ГУ Тогда

△р(« ~ с) — А (и — с) > — р,для любой постоянной с.Доказательство : Выберем малую окрестность Л’ границы 5П такую, что яирр(р) Г^ = 0, и определим
тах(ц, 0) в ДГ п П,
О в ТДп+1 \ П.Тогда-у является р-субкалорической функцией в (см. [4], стр. 18). Следователь­но, V — с является р-субкалорической функцией в /У, что и требовалось доказать.
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Доказательство Теоремы : Доказательства утверждений (а) и (Ь) аналогич­ны, следовательно докажем только утверждение (а), (с) следует из (а) или (Ь). Предположим, что П2 \ Их / 0. Продолжим щ на К՞՜1՜1 \ П,-, приписывая значе­ния нуль (у = 1, 2), и пусть точка (ж0,/0) € <ЭПх такая, что и2(х°^°) = зирЭП1 и2. По принципу слабого максимума, применённого для и2 в П2 \ Г21։ получим и2(х0,«°) > 0. Теперь обозначим гп(х,«) = и2(х,1) - и2(х°,1°) в Йх. Тогда по Лемме 3 имеем — Рего > — р. Следовательно
△рго — Dtw > ДрДх ~ Dtu\ в П1։ го < г<х на Г) {t > 0],

и
w(x°,t0) = ux(t°,Z°) — 0.

По Лемме 1
т.е. /)•? / о >г°)>-1- (2-7)Теперь используя выпуклость, свойство неубывания Г21(<) и что вирр(/г) С Пх П О2, мы можем взять опорную плоскость П(ж°,г°) такую, что

Пх(/о) П f22(io) С П+ (аз0, t°),

т.е. предположения Леммы 2 выполнены (при I < <°) Ни чит (2.3). Доказательство Теоремы завершено. тогда (2.7) противоре-
ABSTRACT. Given, bounded domain S! c K«x(0iOo) and i։«.function 

> 0 w,th compact support (c SI), the ov'erdeterm!ned (free)
boundary value problem is considered : ՝ 7

' div(\\7u\P 2Vu) ֊ Dtu = ֊p(x,t) < w=0and — du/dv = 1 . tz(®, 0) = /(ж), in Q,
on д£1 П {i > 0},

where 1 < p < oo, f £ C (IR ) and v is the spatial outward unit normal vector on 5Q. Under certain geometrical conditions, the above problem has at most one solution.
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