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УДК 517. 948. 32 Н. К. КАРАПЕТЯНЦОПЕРАТОРЫ СВЕРТКИ В ЛИПШИЦЕВЫХ КЛАССАХ В настоящей работе исследуются операторы свертки в кла функции, липшицевых порядка и £ (О, 11 в 1 .НГ1„ , 1 в классахJ р норме, J ППИилшрассматривается как случай локальной на (КЛЯГР д/ п»’ Р ем_ „ А„, ,, ■ 1класс )), такглобальной на Л (класс H,,P(R՞)) липшицевости где /?"

Rn бесконечно удаленной точкой (по поводи пп пополнениенапример, [1] —[2]). Основное внимание уде хяеГ^0™ р (Л>^ см-> п°1 приводится различные свойства рассм^ СЯ СЛуча1° Р < В рассматриваемых пространств(вложение, пополнение H^R") по метрике „ ■ ,p(a ) и др.). В част­ности, компактность вложения Нх>,, (/?") с/у ,/>„место при р = =с, в случае ос’ получается п ’’ ' < !S имеюЩа* “Делением (см. опре­деление 1) некоторого подкласса /у" (/^Л-:А<р (х — Л) стремятся к нулю почти всюд^^’ СДВИГИ котоРь։х ю.асс играет важную роль и в дальнейшем. В X °°' П°4՜таты о плотности С* (R՞) и Са (Рп\ „ ' приводятся резуль-” > в векотопыУ
֊ и 1Г Г ՝ Х подпространствахфункции из Hp,p(R ) И Нх.р (/?‘). В п’З расе-.ности в рассматриваемых классах one *՜’°Грен вопрос о компакт- 

К<?—к *», и получены достаточные для этО°Р°В В'Ма 7՝"® °Условия на к (х) — это обычные условия УСЛовия на а <•*) и к (х). свертки К, а условия на п(х), помимо того*' РаНнчепности оператора ниченность оператора Та. связаны еще и с х 'ТОбы обеспечить огра- на оо. В частности для пространств Н. убывания а(х}/ х л • > Достаточно, чтобыа(оо)~и1 а дЛя пространств ։х֊> со, с каким либо s>0 (ср. с [3]. где р а^= £)гусловие типа убывания а (л՜) на оэ необходим ' П==^։ О™етим, что му 8) среди операторов, инвариантных отип'"0’ ПОсколькУ ^см- лем- ничейных в „ет компя ЛЬ"° сдвига и »''Р»֊ров. Наконец, в п° 4 рассмотрен случай оператор 1уЛеВЬ1Х) °"ерато- оси. Уже в вопросах ограниченности здесь появл ” СВертКИ на полу- ные (по сравнению со случаем оси) условия ВЛЯ1ОТСя Дополнитель- граничной точки (в случае р =֊. oq, См. [3] - [4]^ВВЗаииь։е с наличием же необходимые и достаточные условия ппол/ десь приведены так- 
тт ,nlj ., лжимости Функций из

i>\K֊\.) нулем до функции из HV։ (А*1).



Операторы свёртки 365Используются следующие обозначения : х — точка в 7?՞; х* = = х —инверсия; (֊л?) (х) — ? (х — А) —оператор сдвига на вектор /?"; (Длв)(х) = (тл — /) © = <р(х 4֊ А) — ?(х); р' = р(р - I)՜1; ;-цр — норма в Др(/?"); Ц1>р(|Н;,р) —норма в Н^р{Ип)(з И , (R'1)), у(х, 
~ Ь (х, А), Ь (х, А) = |А| (1 4- |х|) (1 4- |х -г А|); Ьр {R ) = (/: (1 4- |х)-/(*)€ Ар(7?՞ )|, V— вещественное число.1 • Вспомогательные сведения. Пусть Нр-_ Р (R ), 0<^ и•С 1. 1<р оо, обозначает пространство функций ? (х) £ ЬР (R”), лип- шицевых в Лр-норме, для которых р = Мр р< °°> гДе 1Ы£.р~ = зир Ц(ДЛ®) (х) |АГ%. Через Н^։Р^п) обозначаем аналогичный класс |л>о■функций с нормой ||»Е։ р = Мр 4՜ ||?|1(! р, гдеII?,Е = эир ||(Дл<р) (х) п (х, А)||р (1։х֊р |Л)>о•и ^(х, А) = |А|’|'-(1 4֊ |х|)’1 (1 4֊ |х 4-А1)11. При р == °° мы будем для удобства считать, что ®(х)^С(7?") и соответствующие классы Н,_ „ (/?"), Н„„(7?) обозначать просто Заметим, что прос­транство Н^(кп) отличается от /7р. (7?՞) тем, что входящие в него функции глобально гельдеровы. т. е. гельдеровы в любом шаре /(х) и /(•**)• Последнее означает, что |/(х*) /(х !՛ А) )|->.. с |А| или, чтото же, |ДЛ/) (х)| < с |х* - (х 4֊ А)*|. Это условие глобальной гельде- ровости может быть записано [5] с помощью (1), если учесть, что 
при больших |х|, |х 4՜ А|— 6(х, А)< |х* - (х 4- А)*| '^СхЬ(х, А) (2)3 \■(левое неравенство имеет место [5] для всех х, h(^R ).Через Аи.,Р(/?л), Ар.,р(/?") будем обозначать подпространства функ­ций из H^ptR"), H^p(Rn), соответственно, для которыхlira sup ЦДлТ) (х) |АГЧр = 0, lim sup |(M)(x) v (x, A)Jp = 0. (3)

5-0 |ft|<5 s-»0 1Л1<5Ясно, ЧТО Hl. p(Rn), h.։,p(R ) и
h.,,p(Rr‘)^H,.p(Rn)^ Av.p(/e"), o O< и < I, (4)Л.1,р(^")с:Ц,,р(7е")с:Алр(7?), 0<v<։i<lt (5)причем, в отличии от (4), правое вложение в (5) компактно при р=со. При р<оо компактность этого вложения удается получить в несколь­ко более слабой форме.



366 Н. К. Карапетянц I ’ =^== =^========'Определение 1. Через Я°, ₽(£"), Л°, Р(Ё") обозначим под­пространство функций ИЗ /Ур֊ Р (R ), Кр,р(Е ), сдвиги которых сходят­ся к нулю почти всюду :Нт (т.ф) (х) = Нт '? (х — Л) = 0 для п. в. х £ R". (6)л֊.. лНепосредственно из определения 1 выводится, что функции из- Н°,р(7?л) „убывают“ достаточно быстро на бесконечности:Л°. р (Л") <= Я?, р (Лл) с /_$ (/?"), 1 < р < со.Действительно, если ? (х) £ Я՞, р (А?"), то для ф (х) конечна величина М;, Р в (1)- Поскольку и(х, Л) ֊> (1 + |*1Г для любого х, то (Дл <?) (х) V (х, Л) —* (1 4՜ |х()1 ? (х) почти всюду в силу (б) и остается в (1) перейти к пределу по теореме Фату, что дает (1 + |х|)'1 ф (х) £ Лр (/?")• Отметим, что при р = со функции из Н, (R՞) после выделения констан­ты автоматически удовлетворяют условию (6), так что Н, (В")сЕ^ (R").Нам понадобится следующаяЛемма 1. Если 2 = {»} ограниченное множество в Н^,.,р(Ёп), 
то §2 компактно в ^р~‘(Е"), 0<5<р, 1 -< Р осз.Доказательство . Пусть р(х) = (1 4֊ Проверим, чтомножество — с. Р — (/?!> ? С:-А удовлетворяет всем условиям крите­рия Рисса (см., например, [6]) в /.р (/?"): 1) < со; 2) |р<р|р </х-0,/V ֊* оо; 3) :Дл (?<?)!> 0. Л-»0; причем условия 1) —3) выполнены рав­номерно по ? е -2- Первое из этих условий, есть следствие описанно­го перехода по теореме Фату в (1), что дает 9(1 ֊]֊ |х|)'л <р (х)||, ^||ф||; << I и, следовательно, справедливо включая е = 0. Отсюда же следу­ет, что ( I 1р (X) ? (*)|р </х V < —֊֊֊֊ 3( 1 + |х /<р|| < —I-------|х>лг ' (14՜^ р (1+Я)£что дает выполнимость 2). Наконец|Дл (р?)| < |Л|И 1 ф (х)| + (дл?) Д)>Поэтому при |/г|<^о Здл (рт)Ир < 5’’ "Е Мл> р С 7 о՛1՜' _> о при о —» 0. Лемма доказана.Лемма 2. Вложение

Н1Р(Ёп)с:^.р(Вп)% 
компактно, 1 <р<^оо.



Операторы свёртки 367Доказательство . Пусть 2 = (<р) ограничено в /7°, р (R”) • Тогда, согласно лемме 1, 2 компактно в АД/?"). Пусть (<рД £ 2 схо­дится вА р (R'1). Учитывая, что Ь (х, Л) = |/։| '(14՜ |х|)(1 + |х 4֊ Л|) > 1 для ■всех х, /г R", имеем

■и малость первого слагаемого в правой части получается за счет вы­бора о и ограниченности 2, а уже при фиксированном В используется сходимость z>N(x) в Lp(Rn). Лемма доказана.Л е м м а 3. Пустъ\г?\ = 2— ограниченное множество в P(R") (или •В H.hp(R") и ш (х) £ Co°(Rn). Тогда й,.,= (ч>?| — ограниченное множес­
тво в p(/?"l(e H,i,p(Rn}). Если, кроме того, {?) £ Л°, р (R") (или 
hp,p(R")), то оно будет ограниченным и в h,i,p(R )(в А,,., Д/?")), 0<^ < р < 1, 1 P<Z сс՛-Доказательство . Прежде всего заметим, что "л (ш ®) = =ш (х-рА) ? (х4֊А)-*0 при Л—ОО ДЛЯ почти всех х. Далее ||ДЛ («кр):|р < с||Дл тУр 4- Ир suP 1< Д*ш) (*)1 < с> 1АГ» откУ^а следует, что <»<р£/Д', р(/?՞)- Это означает, что можно с самого начала считать, что (?1 —ограни­ченное множество в H°,p(Rn) и 5ирр?<=Шд>, где Шд - шар радиуса 

■R, так что <р (х) —- 0 на его границе. Далее имеемХз||длч>) (х) v (х, Л)11р < У Jj = /=•։/ Г \',р / Г . \'р , / f я \Vp= ( i 'dx) +( | 'dx) г ( I -dxj ■хеш?? хеш;? -<-бШр.r-l-леш,? .r+лбШр х+леш₽ ,,■Очевидно, если х, х4֊Л$Шр, то v (х, А)-< (1 4֊ 7?)2МА,! так что У> 4ЛЯ х + Л'С’Шл имеем v(x, Л) <.2’ (1 ֊ R)''\h'՜ ',если |Л|<1 и и(х, Л) < 2й (1 +/?)\ если |Л'>1. Поэтому ./з <сЦ<?||14р и аналогично оценивается J2.Лемма 4. Замыкание Нч.,р(Ёп) в метрике H,k,p(R ) совпада­
ет с подпространством функции из H^.P(R ), для которых

/ 1' п \1рlim /№ lim sup ( | \h\ (Ал?) (x)| dx j =0, (7),v-~ .v-oo \ J /
|.г|>Лг

Замыкание Hx(Rn) в метрике H.,(Rn) совпа­
дает с подпространством функций из H^(R ), 0 <р < 1, удовлет­
воряющих (7) при р = со.



358 Н. К. Карапстянц =—Доказательство. Нам понадобится следующее вспомога­тельное утверждение. Пусть ш (х) £ Со (R") и а> (х) — 1 при |х| <С 1, о) (х) = О ПРИ !Х1 ?> 3 и О '"С 0) (х) Д 1, ч>) (х) | -■С Пусть далее-0> (х) = и> (хЛ/ ]), так что у>л. (х) = 1 при |х/<^А и ы(х)=0 при |х| > ЗА/ и, кроме того |(дл%у)(х)|-<֊^-|Л| . (8)(на самом деле эту оценку можно уточнить, заметив, что левая часть- в (8) равна нулю, если х, х + А £ Ш.у или х, х 4- Л £ Шзд-. Кроме то­го, справедлива глобальная оценка по М вида|(Дло>л,)(х)| сsup sup --------------  —— •|Л|>0 хе«« |Af ЛГДля доказательства (9) замечаем, чтол l(ûA<֊>J(x)l 2-4։ = sup sup-----—----- — >
|й 1>л< х ■ N'

(9)-

и, с использованием (8), находим
А., = sup sup 

|Л|<Л’ л-

l(^u>jV)(x)| 
|Л“

-< sup
|Л| <NОбъединение оценок для Ах, Д2 дает (9).Переходим к непосредственному доказательству леммы. Пусть- 

„(R՛'), 0<р<1, 1 <р<со, и <рл,(х)=%у(х) ф(х)^^,,р(/?") согласно лемме 3. Ясно, что — <рл,||р ֊> О, /V — со. Поскольку(<Р — ?дг)= шл,(х)(Дл«р)(х) 4֊ <р(х + А)(Дйшу) (х),где %у(х) = 1 — ш,у(х), то, с учетом (9) имеемsupjl |Л|֊> (ф - »д,)||р < М, sup sup +• / р4֊ sup ( ||А| 11 (Дл<р) (х)|р dx ) ֊>0
|Л|>°\ J /при 7V->co. Аналогично рассматривается случай /? = ос. Лемма дока­зана. 2 - Плотные множества в (/?"), Aji, р (/?՞). Пусть К оз­начает оператор свертки А<р = k * ։р. Хорошо известно, что еслито К ограничен в Lp(Rn), 1<р<оо. Учитывая инвариант­ность К относительно сдвига имеем |Ал = 11^дл?'|р < |]4||| рД/,«>!>>, что приводит к следующим утверждениям.Лемма 5. Если 4 (/)(; Л։ (/?"), то оператор К ограничен в 

в А,11Р (/?")), 0< 1, 1«;р<оо.



Операторы свёртки 369Лемма 6. Если к (Г) £ А2'1 (/?"), то оператор К ограничен, в 
Н^,р(Ё'‘){и в Е>.,р{Кп)), 1 < р <х>.Доказательство леммы 6, по сравнению с леммой 5, дополнитель­но использует неравенство ъ(х, /г)(1 + |/|)2л V (х — I, к).Лемма 7. Множество С“ {R") плотно в /г^,р(Кг՝) и в Р(ЕП), О <С I1 "С 1, 1 < р < и.Доказательство основано на известной технике усреднений. Пусть А (/) £ Со (R11), /и (/) = е՜՞ к ^—^ — усредняющее ядро, причем (0<# = = 1, и пусть <р։(х) = (А։* ч>)(х)—усреднение функции <? (х). Имеем

-<sujj ||(A_Z ъ) (х)||р + 2Мр | |А(у)|с(у.
! [у| > ое՜ 1Выбирая здесь вначале 8, с учетом -s £ h,, р (R") добиваемся малости первого слагаемого. Уже при фиксированном 8 второе слагаемое стре­мится к нулю при £ -О в силу суммируемости к (t), что дает ||©։—<р|| ->Qs — 0. Далее нетрудно показать, что

I у । > 6 £ ~՜ ։+ 21|4 sup |АГ им, + 2 1Г и, и р

и на сей раз последсвательно выбираем vj во втором слагаемом и 8 — в третьем, после чего устремляем е к нулю, что и требовалось. До­казательство в случае h„,p(Rn) аналогично, хотя и громоздко.Оказывается, что в hu.,p(R) плотно и множество финитных функ­ций (при р <' 03 )• Чтобы привести соответствующую формулировку •охватывающую и случай пространства h^.p(R"), дадим следующееОпределение 2. Через A.,. p(R՛՛) обозначим подпространство функций из А;,, p(R")> для которых ч> (х) £ Z.2'1 (/?՞), т. е. (1 + |х|)2,1<р (х)
Теорема 1- Множество Со (R') плотно в h\>.,P(Rn) и вАИ1/,(/?"), 0О<1, 1<р<ео.Доказательство . В силу леммы 7 можно считать, что ©£ € С” ((?") П А,,, р (/?") И пусть <0 (х) £ Со (R") - функция ИЗ леммы 3 Положим <pv(x) ■? (х) Юд, (х) =<Р (х) ф (х7V). Ясно, что II© —О, а А __ 1 ' ’ A’llp ■ ՝՝՝ ипри N֊>co. Оценивая J = 7;| ЦДЛ (<р — <рл.)||р> найдем



370 Н. К. КарапетянцУ< sup |Л| ' ||Дл? — ?.у)^ + 5 И SUP Идл (’? — '?Л')11р = ֊/< + Ji՝ и<|Л|<г |А1>оОценка Jпроста : _/2 -С 25 л Ц® — ? vllp —>֊ ^ ~*՜ со> ПРИ фиксированномо. Оценивая же Jit находимУ։ sup А| л |!^a?L -*՜ SUP IK^7'шл') о-.-|л|<г о</։|<готкуда с использованием (8) получаем r1—|1 с о у, < sup 1Л|' ՛■’ IlMlIp +• —Kj— Мр' 0<1Л|<5 'VДалее выбираем вначале о с учетом <р £ hv, р (R"), что дает малость- первого слагаемого и уже при фиксированном 8 переходим к пределу при Л' —* со.Переходя ко второй части теоремы, сразу замечаем, что оценка Ч-р — срд^р не меняется. Далее имеем о / = !!?֊ р << sup ||v (х, Л) △ /, (ср — ср )|| + sup ||v (х, /г) Л/։ (<Р ֊ ®д,)|| = У1 + Ji- |Л|<о ' |Л|>о 'Очевидно, чтоУ. < sup ||v (х, /г) (Длср) (х)|| + sup ||<р (х) v(x, Л) (Дл (х)|| . |Л|<® |Л|<оСчитая 8<1 при |А| 8, найдемAWA W М + М)՛1 d +1^ + < 1/1-, ,[и (х, Л) (Дл (х)| s ֊дг---------------------------------|А| Хл.(х)<+ Ix|)211 ^֊'^(х),где /д, (х) = 1, если /V — 1 < |х| < 37V 4-1 и /N(x) — 0— в остальных случаях. Поэтомуsup ||ср (х) v(x, h) (△/, «>д) (х)||р «I 1|(1 |х!)2р ср (л-)||р ->֊ 0при о —> О. Следовательно, /։— • 0 при 8 —> 0. Зафиксируем теперь 8V Тогда для У2 получиму2 < sup_ (I|v(х. Л) [ср (X + А) - <?„ (х т- А)] ||р +||и (х, А) [<? (х) - <?л, (х)]Ц.Учитывая, что г> (х, А) при |А|>8 допускает оценку v (х, Л) -< (1 +8)՜1 (l+|xi)՜ для второго слагаемого в правой части неравенства для У2 получаем оценкуО 4-8՜ J՛11|(1 4- |Д)2;'- [? (х) ~ (?л,(х)]||/։֊>01 сопри фиксированном 8 и аналогично оценивается первое слагаемое.Заметим, что второе утверждение теоремы 1 верно и при р = о®, а для справедливости первого следует также перейти к классу )> на сей раз выделяемому условием <р(оо)=0.



Операторы свёртки 3713. Полная непрерывность операторов свертки с переменными к о э ф ф и ц и е н т а м и. Оператор свертки К 9 =-= к* tp՛ не может быть вполне непрерывным в пространствах или77,,.,, (А?՞). Эго можно получить из разных соображений. Для прост­ранств H^p(Rn) имеет место следующаяЛемма 8. Пусть К — линейный ограниченный в Hp,p{R'։), <1 1, 1 jC р < оп, оператор инвариантный относительно сдви­
га- 7о да ели К компактен в Hv.,!1(Rn), то необходимо К — 0.Доказательство . Допустим, что ф (л՜) £ /7,. P(R") такова, что (А/p) (х) г 0. Положим 'рл. (х) = ч> ix Nh), где Л—фиксированный век­тор в R". Тогда |9л.(х)| — ограниченное множество в f-R,p(R'՝} и мож­но считать, что ||Л"л,л ? — К '=.iia®IL Р ПРИ ^"՝ М-* со. НоИ '.ил<? ~ Lva'PL. р Тил'՛? ~ 'л’л'?'1Р == 11^-ль л "* 2' Рс учетом теоремы 1 из [7], откуда необходимо Ку — 0. Получили противоречие.Отметим, что при р=^со среди операторов, инвариантных отно­сительно сдвига, возможен ненулевой (одномерный) компактный опе­ратор.Чтобы добиться компактности оператора свертки обычно его умножают на функцию, исчезающую на бесконечности. ПоложимТ^ср = а ( г) А? = а (х) А* ՛?.Теорема 2. Пусть к (/) С (^")> a (х) ֊֊ И. (/?") (а (х) АД/?՞))-5= sup |а (х)1 (1 + |х|)' <| *՝

xQRn

для какого-либо е > 0. Тогда Та вполне непрерывен в

H°,P(Rn), ОО<1, 1 <Р<°° (“ в h",P(R")).Доказательств о. В силу леммы 6, с учетом плотности Со (Rn) в E*(R"), можно считать, что k (f) С Co(R ")• Согласно лемме 1, если 2 ограничено в Н°, Р(К\ то оно компактно в L^c (R") с любым 0<и пусть ||«Л = 11?-?ш1И0’ ГП~>Ж- Т°ГДа обычная те°Рема о свертке дает II7 „ um||p^M» И- WIp<~1Ip u„Ap’где р (х) = (1 + ) • Далее
Дл ( и j =a(x + h) Дл (А* «,„) + (А * «,„) (*) (-^ла) (х) =•=Ф։ (х, А) -|- ф։(х, А), откуда ||о (х, А) (х, Л)||р < Ц1л р ЦАЦ, ||u„,||p < i ||о ит\\р.



372 Н. К. КарапетянуПереходим к оценке наиболее сложного слагаемого J (Л)— = ||v (х, h) 'Ь։ (х, Л)[|р. При |А| \ 1 имеемsup /(Л) < Ä||?uJ| sup Аа|՜։1 I i£ 4- А) ֊ А (И Н1 4 ' dt) <
. ,|/Н<1 |Л|<1 \ J //г"< I 1h ",ДИ--При |А| > 1 будем иметь с помощью неравенства Минковскогоsup /(А) ֊<֊ 7 ||? »Jp, где 7 =7,7։ и 7, = № (,у)(1 + 1^|)'Л՜!՛ а'7։ = sup |а .֊ 1(1 4- |х'|)!1 (1 + \х 4- Л|); (1 4֊|х’)։4- П 4* I* 4՜ А|)'л).

щ>1 |Л|Объединяя оценки для Д/ДТаа^) мы видим, что ||ДЛ ( "л чт) V (х, A)Jp< <7llpujo. гак что \\Та uj^p < 7 Ц? a„,U что приводит к компактности 7’а. Теорема доказана.Заметим, что требование на со на к (х) можно ослабить, увели­чив при этом локальную гладкость ядра. А именно, справедливаТеорема 3. Пусть к(х) £ Н.., ։ (./?"), а (х) fz-H^R՛՝՝) (« (*) € € А,■ (£")) и а (х) = О(\х|՜՜11), х֊>оо. Тогда оператор Та вполне не­

прерывен в пространстве Н°, P(R'‘), 0<^u<:i, 1<р<^со (и в Л°, р (/?”))•В случае пространства HV.,P(R'1) получаем следующий результат.Теорема 4. Пусть /< (х) £ АД/?'1), а (х) £ /7|l+։ (Rn), е > 0, (или 
а(х) £ h^+t (R )) м а(оо)=0. Тогда Та вполне непрерывен в Н^։ P(R )> О О < 1, 1 < р < со (в А°, р (R")).Доказательство основано на следующем утверждении.Лемма 9. Пусть к(х) ^L{(R ) и а (х) Ht,(R’1), причем а(х) = = 0 при |х >/И. Toi да Tj вполне непрерывен в H^,p(Rn), 0< ц<1, 1 < р < ос;.Доказательство леммы. В силу леммы 8 можно считать А (Д £ Си (Rn), и пусть 1 — «>у (х) 4՜ U>N (х), где «>v— функция из лем­мы 4. Тогда Та'? •■= Та ։0д,7- 4- r,u)A.-f. За счет выбора N с учетом того, что шА(х) — 0 при |v<CM а (х) = 0 при |х|>-Л7 и финитности к (х), можно добиться чтобы Та «’.у? — 0՛ Пусть (т>| —ограниченное множест­во в р (R"). Тогда в силу леммы 3 множество |u)/V'p| ограничено и 

p(R") и для оператора Та выполнены условия теоремы 2. Следо­вательно, Та«>^ компактной H>.,p(R') и остается учесть непрерыв­ность вложения H^piR") в H^,p(R ):
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IIП ш мфИ II та10 v?ll ■ п • Л'Т||Н|1֊ р (₽п) 11 Л ,|1Я1Л//)(ЛЛ)Переходим к доказательству теоремы. Имеем Т„ 'о = Та<»м <р + 

+ Т - <?, где а>»у = 0 при |х|^>ЗЛ/ и удовлетворяет условиям леммы՛ " "'л-9. Поэтому Тсы^ вполне непрерывен в Н>., р (R"), 0 < р <. 1 при лю­бом М. Далее |7'„?-Т„Л,,,=|Г- (,,„֊<
°“’Лг

< ( sup |а (х)|) 114 М,,р -։■ И» Ир sup ——г
|грЛ’ 1»1>и |Д|Можно показать, что — 0, /V -»со,sup |л»очто дает компактность Та, как предела последовательности вполне- непрерывных операторов TC„N. Переход к случаю h,.p(R") достаточ­но прост и следует из неравенств|/,5/иЛ '*Дл " Г^т р + >л\иРо “Дл Тагде ||^— 7’афт|1, -> 0, т — со. Теорема доказана.Не останавливаясь здесь на формулировке отметим, что можно рассмотреть более .общий интегральный оператор вида| а(х, () к(х — 0 ?(0 Л,я՞где а (х, t)k.HP (R'՝ X R՞), k (П (R")- В этом сл yvae шеденн: 

а(х, О на бесконечности задается условием sup |п (х, 01 ’ (1 ~т՜ |х|)х, t^R"
(1 + Id)'՜ °° > г^е £ I0- + еЬ4°. Случай полуоси. В этом случае пространства
Hv.,P(R՝+) определяются естественным образом, однако наличие гра­ничной точки х=0 вносит некоторые особенности, котя свойства из п° 1 сохраняются. Пусть -О? (О dt- (10}оЯсно, что в отличие от оператора К, рассматриваемого в /?' . » опера­тор К в R+ не инвариантен относительного сдвида: лдл К<р = К-^Ч>- |о О? (О dt. (11)-



374 Н. К. Карапетянцоткуда видно, что ограниченность первого слагаемого в правой час­ти (11) в 77,. Р (7?+)(или А/.,, р (/?+)) дается условиями лемм 8, 9. Поэ­тому ограниченность К связана с ограниченностью в соответствую­щем классе второго слагаемого. Для него с использованием неравен­ства Гельдера имеемл р

оогде 1
С=Бир Бир -----|Л|>0 Х>0 Ц"

1/р
(12)

Лемма 10. Пусть £ (/) £ 7., (/?։) и ф(х)п=^ Ц- (г/)! бу - Н,.Р- (. о
Тогда оператор К ограничен в Н^р(Е.\)(и в ), 0 < [л < 1,1 < р оо.Лемма 11. Пусть £(/)£ (R') и ф (х) = | |л-(^)| <7^/7,,Р-(/?+),о
то где оператор К ограничен в Н^,Р(Е՝+) („ в ^.Р(Ё'+)), 0О<1, 1 < р ОО.Приведем простое достаточное условие принадлежности ф (х) к + ) (или -(/?֊:)) при р֊р'<^1.Лемма 12. Пусть к{1)^к, (R1) и А+(0 € (или к(()£
<^(/?') и (0 € 7֊^ (/??<.)). где ---- 1__.1 — и р՛
Тогда К ограничен в Н,,,Р(К\) (или в Н., р(к\) , соответственно) 
при 0 < р< 1, 1 < р < со и 0<|* < -к., Если V >____ 1____ , то К ог-

Р 1 — |1 р՛
раничен в /г,к, ₽(/? + ) I и /ъ>., />(#+)> соответственно) 0 и <•" 1 1<р< 1<. со н 0 < р <------

Р՛Используя леммы 10 - 12 можно сформулировать результаты о полной непрерывности операторов Г« = а (х) К<р, аналогичные теоре­мам 2—4, на чем мы не останавливаемся. Заметим, что эти же резуль­таты можно получить, если использовать продолжимость нулем функ­ций из Н,1./)(Е + ) (или Н,к,р(Ё^.)}. Остановимся отдельно на условиях продолжимости нулем и обозначим это продолжение через ф (х).Теорема 5. Для того, чтобы функция ? (х)( £ 7^., д (/?+)) бы­
ла продолжима нулем при х 0 до функции и3 Н^։Р(Е\), 1 <' р <б •< °°, 0<|1<1, необходимо и достаточно, чтобы было выполнено 
условие
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при этом

Л 1 /!•4 = SUP — I л>о Л \v о ։//>
I <

(#()
•*.,/» + 14 Р +

' (Я* )
Р.Р +

(13)
(14)

Теорема 6. Для тою, чтобы функция <р (х) ( (j?L)) бы­

ла продолжима нулем при х<^0 до функции из р (R+), необходимо 
п достаточно, чтобы были выполнены условия: 1) Л<оо; 2) ®(х)£ ^WV).Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеемsup ||и (х, К) (Дл<?) (х)|| —

■Л>0

= sup 
it^o \Jо г Г \I |и(х — h, A)<p(x)|rdx + | |v(x, Л) (Лл<р)(х)|^сГх} <оо о’тогда и только, когда лsup֊— С |(1 + л)*1 (1 + х — КУ ?(х)|р dx < оо. (15)л>о A11 JоДостаточность. Пусть выполнены условия 1) — 2) теоремы. ПриА<1 очевидно (с учетом х<^А), что (1 ֊!֊ х)( 1А — х) < 4 и тогда J < 4'ЛА. При Л > 1 очевидно А՜1 (1 + К — х) < 2 и поэтому /< ?(х)€^р(7?։).

J < со и обозначим Fn (х)~Хл(л)=1, если х < А и
■< 2Л||(1 + х)л ср (-г)11д/? (/?։ ) • Таким образом, Необходимость. Допустим, что== у. М | (1 +. Л_֊ТД. У (1 + ху ? (Х)|Р, ГдеХл (х) = 0 при х > А. Для почти всех хАл (х) — F(x) = (1 + х)” <р(х)Н.По теореме Фату ‘‘ (X)^L‘ (/?+) “

оо
9\ теоремы. После этого остается заметить,т. е. выполнено условиечто А" < ./• используем аналогичное рассуждение, исходяНаконец, примз равенства ~sup Ik* (х’ ^)(^л ~

h<0-5-408
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1Л|= sup Д/ |։(1 + х)!‘(1 1-!1А|-х)М*)1₽+ fW dy)V\
n<o Ar \ J Jо огде учтено, что v (у -|- |A|, A) — v(y, |А|) и мы вновь приходим к (15)- Теорема доказана.В качестве примера заметим, что если ։р. (х) £ Со" + р(^+)՜1 7՜|Լи |» (х)|> В, 0 < х< 1, тоА^-5 sup А . Отсюда видно, что про֊

0<Л<1должение такой функции <f(x) нулем до ф (х) £ 7Հ, Р (R՝) возможно . 1 1лишь при и — и невозможно, если р- > — • 
Р Р

Ростовский государственный
университет Поступила 14. IV. 1986Ն. Կ. ԿԱՐԱՊՆՏՅԱՆՑ. Փաթեթման օպերատորները փպշիցյան դաոերում (ամփոփում)

Հետազոտվում են փաթեթման օպերատորները լի պշի ց յան ц կարգի |л£(0, 1 ] 7նՀ, — տա­
րածություններում։ 1)նգ որում զիտարկվում են ինչպես լոկալ, այնպես էլ գրորւսլ (ներառյալ 
անվերջությունը ) դյո լդհ րովութ յան դեպքերը։

N. K. KARAPETIAN. Convolution operators in Lipshitz classes (summary)

Convolution operators are investigated in the classes of functions wit-h satisfy» 
the Lipschitz condition of the order |a£(0, 1] in £p-spaces. The cases of local and. 

global (including infinity) Lipschitz condition are considered.
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