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§ 1. Введение

Известный результат Валле —Пуссена, в частности, можно сфор­
мулировать в следующем виде (см. [I]).

Теорема 1. (Валле—Пуссен). Если тригонометрический ряд

— + V ап созп х 6П sin п х (1-1)
2 п-1

всюду на [0, 2к], кроме, быть может, счетного множества точек, схо­
дится к всюду конечной, интегрируемой по Лебегу функции /(х), то 
(1.1) является рядом Фурье —Лебега функции /(х).

Результаты типа теоремы 1 были получены и для других орто- 
нормированных систем. А. Хааром [2] была доказана следующая

Теорема 2. (А. Хаар'. Если ряд

(1.2) 
н—1

по системе Хаара всюду на [0, 1] сходится к нулю, то ая=0 при л>1- 
Г. Фабером [3] был приведен пример ряда (1.2), который всюду.

на [0, 1], кроме одной точки, сходится к нулю, но не все коэффици­
енты которого равны нулю.

В работе [4] Ф. Г. Арутюнян и А. А. Талалян выделили естест 
венный класс рядов Хаара, для которых счетное множество является 
множеством единственности. Этот класс определяется следующим об­
разом.

Определение 1.1. Скажем, что ряд (1.2) принадлежит клас­
су А, если для произвольной точки х0. хо^[О, 1], выполняется усло­
вие

lira ]a„J• |ХП4 (хо) ՜’ =- 0, где |п4)£н = (n : Zn (х0) 0|. (1.3)
А--* •*

Отметим, что если ряд (1.2) всюду на [0, 1] сходится к конеч­
ной функции /(х), то этот ряд принадлежит классу А-

В работе [4] была доказана следующая
Теорема 3 (Ф. Г. Арутюнян, А. А. Талалян). Если ряд (1.2) 

принадлежит классу А и некоторая подпоследовательность его час­
тичных сумм {S„A (х)|?~1 всюду на [0,1], кроме, быть может, счетного
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множества՜ точек сходится к конечной функции / (х), то
(1.2) является рядом Фурье —Лебега функции f (х).

В этой же работе результат типа теоремы Валле Пуссена был 
получен для системы У олша (см. также (5]).

В работе [6] подобные вопросы рассмотрены для переставлен 
ной системы Хаара.

Если а — (с (п)|£=;—произвольная перестановка натурального ря­
да (то есть взаимнооднозначное отображение последовательности {nlJJLj 

на себя), то через (с) V обозначим переставленный ряд у “<,(„>■ 
п«1 »=1

Имеют место следующие теоремы (см. [6]՜).
Теорема 4. Пусть переставленный ряд

(°) У О'1/.п(-г)= X а° (я) («Л՜*(Е4/՛ 
« = 1 .4=1

по системе Хаара принадлежит классу А. Если некоторая подпосле­
довательность (5,ч(х, а))д„5 его частичных сумм всюду на [0, 1], кро­
ме, быть может, счетного множества точек, сходится к конечной функ­
ции /(х), f (х) (; L.it то (1-4) является рядом Фурье —Лебега функции 
/(*)•

Теорема 5. Существует переставленный ряд (1.4) и опреде­
ленная на [0, 1] всюду конечная функция /(х), удовлетворяющие ус­
ловиям:

1. —0(n-i/2)։ f(x)£Lp для любого р, р£ [1, 2);
2. ряд (1.4) всюду на [0, 1] сходится к /(х);
3- (1.4) не является рядом Фурье-Лебега функции /(х).
Отметим, что для любой фиксированной’перестановки о, как сле­

дует из теоремы 4, ряд по системе Хаара, который после этой пе­
рестановки может всюду сходиться к данной функции / (х), единствен­
ный и в том случае, когда j6(x) Следовательно, коэффициенты 
такого ряда должны восстанавливаться с помощью функции /(х). Не­
смотря на это, теорема 5 показывает, что интеграл Лебега не всегда- 
восстанавливает коэффициенты такого ряда, даже если /(х)^Ер 
1<р<2.

Ниже через Ф = (х))?=1 обозначена любая наследующих сис­
тем: система Хаара, система Уолша, произвольный ортонормирован- 
ный базис пространства С[0, 1], тригонометрическая система, опре­
деленная на [0, 1], то есть система {1, 1 2 cos 2՜ п х, р 2 sin 2-- пх п=1.

В настоящей работе результат типа теоремы 5 устанавливается 
для этих систем, а именно справедлива следующая

Теорема А. Существуют переставленннъш ряд

I a,(n)?a(n)U) 

n = l
(1.5)

по системе Ф и определенная на [0, 1] всюду конечная функция 
f (х), у довлетворяющие условиям-.
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1. lin։ ап = 0, f{x)^Lp для любого р, 1 р 2; .. Л-»-о»
2. ряд (1.5) всюду на [0, 1] сходится к f (х);
3. (1.5) не является рядолг Фурье—Лебега функции f (х).
В случае, когда.Ф—система Хаара, рассматривается следующий 

вопрос: насколько быстро коэффициенты ряда (1.4) в теореме 5 мо­
гут стремиться к нулю? Ясно( что в этой теореме не может выпол­
няться условие - •

" (1-6)
л=1

Поэтому на скорость стремления к нулю коэффициентов ■ ап, п=1> 2, 
• ••, естественно наложить условия, из которых не следует (1.6).

Теорема В. Для любой монотонно убывающей последователь­
ности положительных чисел h = {Ля}л—ь удовлетворяющих условию 

Ёл« = +оо> ՛■: (1.7)
л-1

существует переставленный ряд

Ё ао(Я)ХоГл)(х) (1.8)
л-1

по системе Хаара и определенная на [0, 1] всюду конечная функ­
ция f (х), обладающие свойствами:

1) |а„| <Лл, n — 1, 2, ■ •
2) / (х) € -р Аля любого р, 1 < р < 2;1
3) ряд (1-8) всюду на [0, 1] сходится к f(x);
4) (1 8) не является рядом Фурье—Лебега функции f(x).

§ 2. Определения и вспомогательные утверждения

Пусть Р(х)£ Li [0. 1J и
1

£ а„ <р„ (х), а„ = ая (Р) = | Р(х) <оц (х) dx 
л=։ д

—ряд Фурье функции Р(х) по системе Ф. Обозначим
N

Фу(х, Р)== X а«<р„(х), Л/=1, 2,-.- ; 
я=1 

л |
Р*(г) = Рф (х) == sup £ а„ <?„ (х). х£[0, 1], 

' ' l<JV< + ~ n-1 I
n|p]_min (п:ал^0|, 7V{Pl = sup!n:an¥=01, (/V[P|<+oo): 

|p] = {n:n[P]<n <JV[P]).

Если о = {a(n)|-։-некоторая перестановка, то 
лг 

(3)Ф;у(х, P)^(^N<X, Р(’))=- S а»М)^(«)(Х)՛
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(о) Р* (х) = />* (х, 0) = Бир
Л'
I а0(„)<Ро(л) (х)

л«1
х£[0, 1],

[(о) />]=(/>(<,)]=[/>).

О п р е д е л е н и е 2.1. Множество полиномов {РДх, с;)1у1.1, 1֊'С7И-<:
— со, по системе ■՛«>„ (х) [“.-1 назовем согласованным с последова­

тельностью натуральных чисел (№|“=ъ если
Л,1<п[/>1], тах|Л\, /\7[/-։д._1]} п [Р*] при к = 1, 2, • • •, М.
Определение 2.2 Если Ф — [<р„(х)}“=1 — система Хаара или Уол­

ша, то Ф-интервалом назовем множество, которое можно предста­
вить в следующем виде: (/•2-г, (2-{-1)-2 г — 1, 2,---; 0 <. I <. 
<2 —1. Если Ф —тригонометрическая система или ортонормальный 
базис пространства С[0, 1], то Ф-интервалом называем множество 
вида [а, 6], (о, 6], |а, Ь), (о, 6).

Определение 2.3. Через О(Ф) обозначим класс множеств, каж­
дое из которых (в случае, когда Ф— система Хаара или Уолша с точ­
ностью до конечного числа точек) можно представить в виде объе­
динения конечного числа попарно не пересекающихся Ф-интервалов.

О п р е д е л е н и е 2.4. Перестановку о последовательности т, т 4֊
+ !>•••, М назовем слабой, если 
= тп, т +!,•••, М, выполняется

для любого набора чисел а,,, п ~ 
неравенство

Бир
1 <Л' < Л( и ('О т

I /V
4 Бир ! У ап .• 

п֊т
Определение 2.5. Пусть А = {А:,}"=1—последовательность мо­

нотонно убывающих чисел Ад—О, при А — со. Скажем, что полином или 
ряд

.И
Р (х) — V а,. <р; (х), т ֊< М -< -г оо, 

։-т
из класса (А), если |а/|-՝СА/,

Если А —измеримое по лебегу множество, то через |Е'| обозначим 
_ о

меру Лебега множества Е, Е—замыкание, а Е—внутренность множе­
ства Е.

Ниже через А« обозначена внутренность замыкания множества 
8иР{Х„(х)).

Пусть Ф= {р,(х))’=։ = |у.„ (х)|“=1— система Хаара, а А = |АЯ}”_։ 
— монотонная последовательность с условием (1.7), тогда справедли­
во следующее

Предложение 1. Для произвольных чисел Ро, Хо, 0<^₽0<^1, 
°<%<1, натурального числа М' и множества Л (-V (Ф)сучеству­
ют множества Л(1), Л1*', и и полином

т՛՛
ЧЧх)= £ «„•/.„ (х),

п=-т
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обладающие свойствами:

1. 77£0(Ф), Ли’€О(Ф), /= 1, 2; ||Л|,)1-։Л|.2-’|<2-1 7/0 при 1 = 

= 1, 2, Л(1)ПЛ!2) = 0; Л(։)п^= 0, г = 1, 2, Л(” II Л'2) I) £/ = Л; |£/| <

<т(0, 1, 2;*
2. ЛЛ</п;

3. |Ч( (х)— (—1)‘+1\<₽0 ПР“ х £ Л/, 1=1, 2; Ч'՜ (х) — 0 при х'д’Л;
4. ЧГ* (х) < 2 при х £ А.; ЧГ* (х) =0 при хТГЛ;
5. |а,1( С А„ при п = т, т 4- 1, ■ ■ ■, т';

6. | Ч’(х)с/х = О. 
л

_ Т1 >>Доказательство. Нетрудно убедиться, что существует мон о- 
тонно убывающая поеледовательность положительных чисел (Ап}7=.1 
такая, что 

> < _ *°
Ап < Ап при п = 1, 2,• • •; Ит А„ V п — 0; У (А,,)2 = 4-00. (2.1)

,,=1

Выберем такое положительное число р', что
<7(о, Р'<Ро. ®'< (|Л| — т/д)֊1 (полагаем 7)0<|Д|). (2.2)

Согласно определению класса 0 (Ф) множество Л с точностью до ко­
нечного числа точек можно представить в виде

Л = П о)/, где «>/, 1 С / < з, Ф — интервал; «н П «>; ֊ 0, 1 I з. 
/= 1

(2.3)
Пусть, далее натуральное число т таково, что

т > тах 1 /V', 2 тах (|а>։|—1)|, АяУл<3' при п > т. (2.4)

Очевидно, что для любого п, п т
либо существует /, 1 </< з такое, что А„со),-, (9.5)

либо Ап Г) II °’«՜ — 0- (2-6)
/=1

Рассмотрим следующие ряды .

7"(х)~ Ул"/-Я(х)> " X е„Х„(х), (2.7)
п I «-т

где е, = Ап, если Д„со>г и е„=0-в противном случае.
Из расходимости ряда в (2.1) и монотонности чисел Л^, соглас­

но результату работы [7] первый ряд в (2.7) расходится почти всю­
ду на [0, 1], откуда следует (см. [8]), что
-------*'з^сь и ВСЮДУ ниже в случаях систем Хаара и Уолша равенство для мно­
жеств имеют место с точностью до конечного множества двоично рационально точек.
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Гил 5.у (х, Г) = оо, Вт 5дг (х, Т) = — со п. в. на [0, 1]. 
IV֊֊- Л' - -

Так как для внутренних точек х множества Л и 1^1 > П1 имеем

5дг (х, Р) = 5л(х, Г) — 5,„_1(х, Г),
то получим, что почти всюду на Л выполняется условие

Нт 5дг(х, Р) = +оо, Нт 5л'(х, Р) ——оо. (2-8)
.V-» лл^-

Составим новый ряд

Л(х)~ £ а„Хл(х), (2.9)
П-Ш

где а =е для тех значений и, п <■ т, при которых

5л՛ (А՜, Р)| 1 при х △„ с Л, Л = т, т 4֊ 1, • • ■, п — 1
и полагаем а^-О для остальных значений п.

Ясно, что о
|5л (х, Р')| <С 1 + Р' при Л т, х£Л, (2.10)

5л՛ (х, Р') — 0 при т, х £ Л. (2.11)
Отсюда следует, что ряд (2.9) сходится почти всюду на [0, 11 к 

некоторой функции Р (х), причем

1 < \Р՛ (х)| < 1 + Р' п. в. на Л; Р (х) = 0 при х £ А, (2.12) 
Исходя из теоремы Егорова можно указать такое натуральное 

число т', что
1{А \|х : (5т (х, Р')| > 1|, > 4՜1 г10. (2.13)

Обозначим
А*1’ = 'х : 5„,-(х, Л(2) |х:5,„'(х, Р')<-1|, (2.14)

и= А\(А(1’и А(’’).

Очевидно, что А(1’, А(2\ (7^0 (Ф). Оценим меру множества Л(1\ 
Исходя из условий (2.5), (2.6), (2.12), (2.13), (2.14) получим

О = 1՜ 5,,,՛ (X, Р՛} (1х (1 + 3') |Л(,)[ - |А(2'| Т 4 - 1 т(0.

Л
Отсюда и из равенства |А'"’| = А| — |Л՝’)|—|б/1 следует, что (2 -|֊ В') X 
Х|Л(1’| - |Л| + 2 1 -,1п >0 и из (2.2)

IЛ| 3' 9. 4՜1 т|а(”| > 2՜1 |л| ֊ 2֊(2՛.; ю - ^/’>2-' |л] ֊ 2՜1

1ем же путем можно установить, что |А(‘|^>2 1 •д| — 2 1
Легко убедиться, что полином

пГ
(*) = £ ап /„ (х) 

п — ги 
удовлетворяет всем условиям предложения 1.
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Ниже, чтобы использовать общую терминологию и случай сис­
темы Хаара не отделять от случаев, когда Ф—одна из вышеуказан­
ных систем, полином вида '1՜ (х), фигурующий в предложении 1, назо­
вем слабо переставленным (формально это не противоречит опреде­
лению слабо переставленного полинома).

Если Ф—одна из вышеуказанных систем, то справедлива следу­
ющая

Лемма 2.1. Пусть ш—Ф-интервал, <»а:[0, 1], а' и /\/,") — 
( Л 7^) I 00— положительные числа, (/V* )х = 1 — после довательность нату раль- 

ных чисел. То?да существуют последовательности слабо пере­
ставленных полиномов ! 4Г/ (х, (о) ]/=), ступенчатых функций 

[^/(х, ш)}£-1 и множеств {П? (ш)]ь=1, обладающие свой-
вами :

1. Л/(ш). Z7/(<о) £ 9 (Ф), г^>1; £//.(«>) Г) Uj (“>)՛= 0 при l-^z<y< 4- оо;.
■бр. (UJ) — U Л;„+1 («)) (J Un (и,), п 1;

Un («>) П (Л2„(ш) и А2я+1 («4) ~ 0, П = 1, 2,--; Л։(։о) = <о;

\ип (ш)| 2 Л„ (ш) с«։;

2. |2'|»|֊ а՛, где 2'(ш) = р (J A„(w)=<u՝x (j Un (U))5t
*=0 n=2k ni).

1 При X £ A2„ («>),
3. «5 6 7 8„(x, «) =

5. почти всюду на множестве 1У выполняются условия

Гпп V (х, ш) = — ос, iim у >F„ (х, о>) = L- со; 
k-֊- n = l

6. последовательность полиномов |՝I-(x, согласована С
последовательностью 1М"՛причем Л/՝" < п [Ф։ ((о)1;

7. “>)—ЧГ«(Х> <0)|<2 1"՜՜"’5' при X (; /Л(‘О), Ч 'п \х, «>) < С

при А' < | ։ р
8. если Ф — система Хаара и г'^ [1Г„ (;о)], то |аг|<А/, где а1~т 

коэффициент функции /^(л) в полиноме Ч'„(.г, ш).
Доказательство. В случаях, когда Ф — тригонометрическая 

система система Уолша или произвольны։ сутснормированный базис 
пространства С[0, 1], доказательство , леммы 2.1 можно- найти в ра­
боте [9] Докажем эту лемму в том случае, когда Ф —система Хаара.

Положив Л = Л1(в։), ^() = 2 4а', ₽с— 2՜3 о', причем можем пред­
полагать что а' <8', М = шах(/У(0), М"’) и применив предложение Г 
определим полином (х) = ՝!'', (х, <«) и множества А(1) = Л2(ш), А(2)=»г

— 1 при x £ A2n+I ('<»),
О при X £ Л2я и A2n+J (ш);

4. рГ„(х, и>)^<?/2՝(Я4՜3’, 1;
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= Л;!(и։), ^=4/։ (»՛>), которые удовлетворяют условиям 1. — б. пред­
ложения 1. Предположим уже определены полиномы

|Чг;(х, и множества (А; | 11}

Положим Л = Ля(ш), 7)0 = а'2-("+3>, ^=8'2-(я+2), /V' = тах (ЛС 
Л'[Ф‘„_1 (ш)]| и применив прддложение 1, определим полином 'К (х) --- 
=’I1',; (х, ч>) и множества Л(1) = Л։г(<»), А’֊) = Л2я+1 («>), £/=£/„(<и), ко­
торые удовлетворяют всём условиям предложения 1.

I Л!՛'֊1

Пусть указанным способом построены полиномы
|՝Г„(х, и множества |Л„(ш))“_։, (£/„ («>))"-!.

Из индукционного построения и из условия 1 предложения 1 
легко следует справедливость условия 1. леммы 2.1. Методом-индук­
ции легко установить, что если 2 -С <Су *֊С 2Л + 1. то Л/('о>)Г|Л/-(ы)=0. 
Нетрудно также убедиться, что

<>Л+1 1 2я—1
д А։ (и)с и АД»»). (2.15)

/ — г"՜1
Обозначим

Тогда, использовав (2.15) и тот факт, что Л։((в)=и>, находим
•х.՛ улЧ'1 1 ■“ / 2 л +֊ 1 । \

= ,п ' и Л/(<»)= и(0>\ и л/(<”)) = 
„_1 2=2« .4 = 1 \ 2=2« /

~ I 2"+1-1 . \
— и'Н и лЯо>)?\ и -М1,։))= и £ЛЬ,։),

„ |Ч 5,2л-| I /=-■" 2-1

откуда
< У} |/Л (<и)| < »•'. 

/1-1

Так как
2;/ — ! >, —1 2Л 1 — 1
V Ч’г (х, <՛■) > 1 — > 2 при и А,•(«>).

- 2 -2"

то ряд

2« 1 "'1 , 'п‘
У у у; а; 7.;(-т), где ՝1‘г (х, ш) = у п . /у (х)', (2-16)
п — 1 ] _ чн — 1 /=

Расходится всюду на 2'. Следовательно, верхний и нижний пределы 
частичных сумм ряда (2.16) соответственно равны 4- о.> и — 30 почти 
всюду на 2'. Но так как из условия 4 предложения 1 и из того, что 
А/(о>) Л А; (о») = 0 при 2Л 1֊</<7<С2 следует

( 2,: - 1 Р
) У *1՛,- (х, < 2 при х^(2',
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то легко убедиться, что почти всюду на 2' выполняется условие

Ит ЧгЛ(х, ш) = 4-оо, lim V ЧГЛ (х, <■>)■= — оо.. (2.17) 
л=։ к-֊֊ л=1

Обозначим

(х, о>) =

1 при x^Ajnfco), 
— 1 при х £Л2л4.։ (со), 
° при х £ А2„(о>) U (<о)..

Из условия 3 предложения 1 имеем

(х, а>) ֊ Чгл (х, <о)| < 2 ("+2) о' при х £ Лг„ (.«>)■ U Л,„+1 (со). (2.18)

Отсюда, учитывая (2-17) и из определения множества 2', легко уста­
новить, что выполняется условие 5 леммы 2.1. Из. условия 4 предло­
жения 1 и из (2.18) имеем

л2„ (">)иЛ2,1+1(о,)

«»);

2— ՝F„ (х, <•>) dx -ь |
ип (՛”) 

+ 2-2-(«+3) а, < 2-(п+1) g/

Условие 7 леммы 2.1 следует из условия 5 предложения 1՛.. Тем 
самым лемма 2-1 доказана.

В условиях леммы 2.1 сделаем следующие замечания.
Замечание 2.1. Если для к и i имеем

П А։-(ш) 0, „-о AÄ (ш)с: А, («), к^>{.
Замечание 2.2. Если для некоторых чисел к, i, k^> ir имеем 

supp (х, IU) — supp’Г;. (Х։ <„) =^0։

лио либо supp ։1*(х, ։-)с supp Ч J*՜ (л-, U1)s ли^о supp Ч\, (1Х, со) с:

с supp 47 (х, <■>), где (х, со) =֊. 2-։{|Ч՜, (х, со)| + Ч՝\. (х>

4j՜՜ (х, <«)= Чг/ (х, со) — ЦТ/ (х> <1։у

Пусть l/z(x))/=i — конечная подсистема системы {4՜,-(х, со)|” 1 , 
построенной в лемме 2.1, и пусть {г\(х)՝}^> = (/;/,(х) о, 7 = 1, 2, 

/п} (если здесь множество справа пусто, то полагаем Д(х)=0, и 
множество слева тоже пусто).

Лемма 2-2- Существует целоэначная функция 7(х), 0 < 
<;/(х)Стп, определенная на с.о и перестановка ° последователь­
ности 1, 2,- -> т такие, что
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sign {/»(«*։*)) (х)} --=
( — 1)А + 1 при k <

(— 1) при к

1 (х),

/(х).
где !п*(х); ։̂г>, пк (а՜) л4+1 (х)— множество всех тех значений п,
14п-^т, для которых 0 (л) (z* (x)}j£-J\

Доказательство этой леммы можно найти в работе [6].
Замечание 2.3. Пусть функции удовлетво­

ряют условиям леммы 2.2, q и о—некоторые -числа, причем q—^r, 
где г — натуральное число, а d такое, что \dft (х), = |S| при х£ 
€supp |/* (x)j. Тогда

sup
1 <A'< т

N
9 + £ о'/о(„)(х) 

11֊ 1
где< Ы + lsl при х Е Е,

Е= \x-.q + £<7/„(х)= (А, 
I п=1 I

а °(п) — перестановка, удовлетворяющая условиям леммы 2.2.
Доказательство. Пусть х £ Е: тогда из набора d /։ (х), • • • 
df„։(x) в точке х количество отличных от нуля функций равно 

& (х). При этом из них (/֊'(х) — г) 2՜1 функций в точке х принимают 
одинаковый с с/ знак, а (к (х) 4- г) 2՜1 функций —противоположный с ц 
знака. Ясно, что 1 (х) — к(х) — г 4- 1 и согласно лемме 2.2 имеем

У °У° (") (х) 
п = 1

С|о, при jV< п/(х) (х).

Из леммы 2.2 следует, что при возрастании /V, п/(н) (х) ^Н-^т суммы

£ df, (,.)(*)

монотонно стремятся к q. Откуда получим

dfa („) (х) < |q! 4 Н пря х £ Е, 1 < Л' < т

Замечание 2.3 доказано.

§ 3. Основная лемма и доказательство теорем

Пусть имеем множество В,„ и полином

Л0(х)= V сДЛх),

где {^(х)}^^—слабо переставленный полином по системе 9. Пред 
положим также, что выполняются условия

[Ф,] ПрЪ| = 0 при т<г</֊<7; ^(х)^ 0 при х^Би, (3.1)
шах (1^1 Чг,՛(х) : х[0, 1]. 13.2).

Тогда справедлжва следующая

4- 156
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Основная лемма. Для произвольных чисел 2, е 2> 0, р, 1 
-С р <1 ‘2, натуральных М и последовательности \Хь}к*л>

существуют множества Р, РР, В, А, полиномы

М*) = 2 сп Ч-,;(х); (Л(х) = £ с„ 4>'„(.г), /=х, т+ 1,. ..., Ъ 
П •' п 1(1-1

где {-.= ՝(', при I = т, т-+-1,---, [, перестановки последа;
вательностей (п|^4'!;+1, / = х, -.֊р. 1, • • ■, 1, удовлетворяющие усло­

виям
1. Г£б(Ф), Я£9(ф), 5£9(Ф), И^О(Ф),

Л и Н = В„, Л п Я = 0, А и В = Г, АпВ < 0, |Д| < е;
2. {Ч՝ц (х))*т_+_! — последовательность слабо переставленных по­

линомов, согласованная с последовательностью {Мь|?=1, причем 
тах ( /V, ЛА[Л0]} < п ['Р՜֊-];

3. 1^0 (х) + Ь (х)| <^е при хбРР, Р*(х)<^& при х0 £ Ь’();
4. А(х)У=0 при х^В, тах (!с/։| Чг* (х): х £ [0, 1], т'< п <-['1 <Л'

5. |£0 (л)-И Их, о)|<г при х^В, где Т(х, а) == £ (а.) ф, (х); 
г=-.

6. Т*(х, а) <4 при х^В- |7’(х, а)|<2 при х~^Р\

• | У ^сп 8 ео ПРП В,

8. | (х) + L (хУ Ь Т(х, о))/’ dx < г.
д

9. В случае, когда Ф — система Хаара, полиномы Л(х) и Т (х о) 
из класса (Л), Л= |Л*|“-|.

Доказательство. Без ограничения общности можем пологать 
s<s(1. Для данного р выберем такие ß и а, чтобы выполнялись усло­
вия 
0<ß<e, 4(F4-a)<£, (5eo8-f-v3o?+2vSo)'’4(ß2’/’-baß֊/') <2֊ie (3 3) 
(здесь и всюду ниже обозначено у = 7 —о 4-1).

Пусть, далее {ö*|“_j — такая последовательность монотонно убыва­
ющих положительных чисел, что

IX4 ’е֊ (3.4)
Л-1 

Существует конечное число Ф-интервалов ։, удовлетворяющих
условиям

в„= и 1'>У” П֊»;.о) = 0 при 1 -</<։< г0; (3.5)
)-:У

Щ(х) - Ln (х')|<4 1 г при X, 1 <У < г0. (3.6)
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Пусть определены полиномы
__ яц гпк
А(х, <оГ’)=2 6^4’Лх, <40)); £(х, 4°})= V 6)*’Ф/(х, 4°), (3.7).

I 1 1= 1

к = 1, 2,- • •, у — 1, у < г0, где Ч'։(х, 40>)> слабо перестав­

ленный полином, а ։Р/(х, 4°')՛ 
ступенчатых функций.

Положим

7=1, 2,•••, тк, последовательность

Л' = тах(Л, Л’ |£«0))] :/< = !, 2,-֊•,;֊!),

Л(о> - Ла*4.л-՛, к = 1, 2,-• •; О) = 4", 8' = 8у, а' —аг՜1 
(3-8)

и применив лемму 2.1, определим последовательности полиномов 
(Чг«(х, «>(;0/)}/=], ступенчатых функций (ЧгДх, 4 )Г?-։ и множеств 
|Л.(и)<°)))Г ь {77,-(а>(;0)))^=։, удовлетворяющих всем условиям՜, леммы 2.1.

Выберем точку Х-, из (3.1) имеем 4 (ху) =^= 0. Натураль­
ное число и положительное число сг определим так, что

(^о))՜1 тахЦ/Дх,), С + 1)<4_Ч а}.= (9<0>Г’ |£0(х,)].- (3.10).

Исходя из ряда

£'(х, 4°’)~£ а/РИх, <О<°>) (3.11).
/=■

составим новый ряд следующим образом. Положим

1'(х, 4”)й(х, (3.12).
< =։

где коэффициенты определены следующим образом:.

с(/> = а>, если 0<|А0(х;)- ֊'»Пх, ^'(‘и(/О)))!<^ео₽՜1 ПР» всех 

х, х^Л,(ю(р)) и дЛЯ любого ГН, т -- 1, 2, •••, ?'—1> 

с(;) = 0 в остальных случаях.

(3.13)

Обоз начим

Л. т = {/ : 4 (ху) -I- 8.„ ( X, Ь (՝■?)) =0 при х £ Л/ (<՝), 7<2 т ! 1>1(3 14) 

К), ,л=(г:|£0(ху)+5т(х. Г(и»уО,))|>^ео6՜1 при х £ Л,- (.„У”) ,Д< 2тп + 1,1

Н^= и Л/(в֊(0>), и ЛИ<), С:? = <оУ!)х.^</’и^^).(3.15)
^7У, т

Легко проверить, что выполняются следующие условия:
а) если с'.п == 0, то = 0 при тех к, к^>!, для которых

д*(«>У)))<=Л/(«)Г);

б) из (3.10)—(3.13) и из условия 3. леммы 2.1 следует, что если
хотя бы для одного л?, тп <^1 выполняется неравенство
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{L0(xj) + 5„, (х, 2/(<'>;0>))| sign iA(, (х/)| С 0 на А,(чу"), то

:Ln (х/) 4- 5/(х, Л'(о»;0։) — 0 при х£А,(оу0)) и всех 1,1 т; 

■ в) если хотя бы для одного т, m<J выполняется условие

|А0 (х/) 4- Sm (х, А' (ш'/‘))| > * при х (; Л/(<»;՛՛), то 

£0(хД4-5/(х. А'(о»/®’)) — £(| (ху) 4֊ (г, А'(<՛>;”)) при X Л/(ш}0)),

1 = т, т 4- 1, ■ • •; 
г) из условий б), в) из (3.14), (3.15) легко следует, что

П tn <■—- Пт -|-11 / tn / rn * 1» ^<Jrn-\-\f

д) из определения множества А՝'/', условия в) и (3.10) легко ус­
тановить, что

(Ао (лу) 4՜ Am (х, L' ('|>у '))| ՝; р 1 е0 4 ' е при х <»/°\ w >1;

е) из условия 3. леммы 2.1 имеем Ч;/(х, иу0)) т--0 при х (; »у”,/=1> 2- — 
Из условий 2. и 5. леммы 2.1 следует, что почти для каждого.

х, х £ 12 («у ) существует число т, удовлетворяющее условию х £ F 
U/7,n. Отсюда и из (3.15), с точностью до множества меры нуль, 
получим

и (£<,{’и = n G(,/?. ’
'« = 1 ,/։=֊• 1

Учитывая также условие г), будем иметь

а՜ > |£/(ш)0,)| > lim ! П Gj/’i =- liin |G1/|. 
- т֊\ j "։--■•

Следовательно, существует целое число ;n;, удовлетворяющее условию 

|Gj/’|<2a' = 2а г֊1. (3.16)

Обозначим 
/4-՛) r.(i> t-r՝ii , C,{i> — Г?(/) /оГ -- I’m., -г? — Г7,„^> о — и т (3.17)

ТП J fft j
L(X, »40))=S сР‘Г,(х, Ш<°>), А(х, «>У”)= V O)(0>b (318)

/ = 1 <1

Оценим меру множества F[J). Для этого заметим, что из б) и ус­
ловий 1. и 3. леммы 2 1 вытекает

(/-»(х/) г А (х, ш'/”)) sign Ао (лу) > 0 при x(;i>y'։). 
Отсюда, воспользовавшись условием 4 леммы 2.1, получим

1 1Л> (х) 4- А (х, dx — sign (L{l (xj) |А0(лу) r 

<40)
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4- £ (х, I </х *֊'. |£0 (х,)1 |։»'”,| +| | £ (х, с/х ■< [£0 (х;)| |<»/0)| 4՜ 8/.

И.<Р>

Учитывая условия (3.14), (3.15), получим 
*

/-о(*/)11Ш?О)1 +8/ > | 1^-0 (х>) 4- (*• <£* >

1 (х) = у у с'," 'Г, (х, «У1) - £ «. ՝?. («) • 
;=1М

где т' = „ц + /п,Н-------4- тг + — 1. ск Ч\ ( г) = с<» (х,

с՝№к (х) = с!;) Ч /(д, как только

к + 5 т՛+1 ~1֊ 

I- 1

Из (3.4), (3.5), (3.16), (3.19) имеем

|^'1< у |£?('՝)| < р у Ц0»! ф е-1 з у 8; <23; 1^1 = РИ + (О < 2« 4- 2р, 
/ = 1 / = 1

(3.21»
Оценим сверху величину |£и(х)4 £(х) при х £ Н. Пусть х—не­

которая фиксированная точка множества Н. Ясно, что существует 
единственное число I, удовлетворяющее условию х^«»)1', 1 С/) < г0 

и следовательно х ( Н\'п\

|£0 (х) 4- £ (х)| < |£„ (х) _ £„ (х/)| 4-1< (х/) 4֊ (*)1 - ^ (*) - ^ (*)!•

Из условия (3.6) имеем, что первое слагаемое в правой части 
неравенства меньше, чем 4՜1 з. Исходя из условия е), из определения 
множества получим

...(О) 
/

> | |£0(х7) + £(х, «>;')! ах > 7еор-1|£-<»|.

г!»
Откуда, исходя из условий |£0 (х/ )| < (т—'=4՜ 1) £<> = и ^>1 получим 

|£(/)| М"’| + ,М^о>-։ ? <₽1“'/0)1 + 8/ р е՜1- (3.19)

Предположим, что указанным способом построены полиномы и 
множества в формулах (3.17) и (3.18) при у-= 1, 2,---,г(1. Обозначим

Г = и £’(,); Я ■= и £/‘Л; С = Й Су; Л== £՜' и С, 
/=1 /•-=։ / >

Га т I Т ’
£(х)=£ £ с\ПЪ(х, «$՝)=։ £ сл^к(х). (3.20)

;=։<=! »—՛
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Рассмотрим последнее слагаемое
֊ р tn j

\L (X) - L (x)| < £ £ |c|n| |Ч\. (x, 0>Г) ֊ ‘F/ (x, 0.^)1.
; = J t 1

Предположим существует такое число /(), что 1 < /0 т, и х Ç i/։(։ujo).
Так как х£ Н'т{, то из (3.14) и’(3.15) следует, что х£-Л/(о։<°>)с 

i^.h,.nr Тогда Л/ (ш'°5) п (ш«»)) 0 и согласно замечанию 2.1
имеем Ai(i (<и(°>) с: Л/(<1><0)). Из свойства а) и (3.15), учитывая, что

Л, т/, получим =0. Поэтому независимо от существования та' 
кого числа t0 из условия 7. леммы 2.1 последует справедливость не՜ 
равенства

сР| |ЧМх, 4°') ֊ ՝F/(x, 2"(' И’ при 1 <./< т., j = 1, 2,. .г.

Отсюда и из (3.4)

\L (х) — Z (х)| <.££;< 4՜1 е. 
1=1

Следовательно

l^o (х) + L (х)| <СЕ 4 4-е 4 '<е при x Ç Н. (3.22)

Пусть теперь х~В„, тогда х £ о'°' при /= 1, 2,-.., Г() и поэтом) 
х £ (ioj0)), / = 1, 2, ••՛. г0, 1=1, 2,• • •, т,. Отсюда, из условий 3 ,’7.
леммы 2.3, из (3.10) —(3.13) и е) получим

Г, "՛}
L*(*) с £ V |сИ’||ЧМх, шр)| + 

1 = 1 1=1
+ sup ||с!;>| т, (х, «/°1) : 1 с j < rll։ 1 < I < znj < 

г т i —
П 1‘И |Ч-/(х, 0>Г) - V-/ (х, ш<°>)| ч- Д < 
;-л 1=1 4

< У 8; 4 1 е < 2՜1 е при х £ 50.

Отсюда и из (3.22) следует справедливость условия 3 основной леммы.
Оценим величину А0(л ) -֊ L (х)| при х F. Пусть х —фиксирован­

ная точка множества С, а /, 1 -»<> I • г0. такое число, что х ш*°>. И? 
условий (3.6), д) И е) имеем

|Z.O (х) 4- L (х)| < (х) - (х/)| 4 |/-о (х/ ) 4- 2 (х)| 4- |£(х) _£ ( v)|

< е 4՜1 4- 4 ₽՜1 ео + Е 4 1 + É X I4՛՜' (х, о>՝О)) — ф, (х (<ою

Если существует такое /0, что х UK (ш<0>), то из условий 3., 7. лем­
мы 2.1 и (З.Ю) следует

|cV’| |'F/V (х, <u</0)) — 'F/Дх, ш/й,)|<^е 4՜ 1 < е 4՜’ f- 8/ 2-(։’o+n_
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Учитывая, что множества ^Л(«>(0։). 1 < 7 го, 1 < г >■ Ж/, попарно не 
пересекаются из (3.8) и из условия 7. леммы 2.1 получим

|ср||^ (х, «.у”) -»Йг(х,о>Г)|<5г2-1^1’ при х£Г, (А /) ^ (/•<>. I). (3.23) 

Следовательно, независимо от. существования такого числа 40, спра­
ведливо неравенство

|£о(х) + Л(х)|< Ч0՜՜1 е0 + 3 е 4՜1 4֊ У; 3/ О?՜1 ео + е при х^В. (3.24) 
... . . /=1 .. ...

Для каждой функции сп '^«(х), т С п < 7, определим полином 
(2(х, а,;) следующим образом. Пусть определены последовательности 
целых чисел множеств {В^1>}'1-֊.-1 и полиномов

4+1 - А+1
$(* ,) = (<,) V с, ЧМх), (2(х, Д,) = (°7) X сЛ’Мх)-, 

I -ГН 1 1 1 н-1

у==т, Т -ь 1,- ■ п — 1; П— 1 <։7,
где Ч\ (х), /։ 4- 1 < /„ — слабо переставленный полином, ЧИДх)—
ступенчатая функция. Кроме того, пусть

£1%0(ф), В{'-" = Г', В^В{‘~" при (3.25)

Существуют такие Ф-интервалы, 7 — 1’ Д՜՛’. г,р что

уЗ<"-՛' — и «Ая>, <•/"’ п4'*,¥=0 при 1<у< Кгп,

(3.26)
С„| Р^Лх) — ՝1’л(х')|<е (4*)՜՛ при х, х'£ «>/"’, 1<7<г„.

Предположим также, что построены полиномы

<2(х, ы<">) = £ ЧгДх, Л՞’), К 7 <5-1, 5<г„. (3.27)
1 = 1

где Ч^(х, (»<"’)_ слабо переставленный полином. Обозначим

к{"} У-|.. 14-£/у; /•Т_1=''О; 7(5, п) = £ Г,-4-3. (3.28)
,=1 ։=т-1

Положим

<в = а'=а(՝^гп) *, 3'= бу<л. „) (С | < 0/(л-, Ч), (3.29)

Л/°։) = /У[(2(о.(А,։)]; (№”)?=. =[Л^+ (3.30)

При 5=1 полагаем =/У[<2 (г.-։]. = 4-1. а если од­
новременно п=т, тв берем Л/(1” == Л([ь]. =">' ~ ~՛ + 1-

Применим лемму 2.1 для величин, приведенных в (3.29) и (3.30), 
определим последовательности слабо переставленных полиномов 
{’Г, (х, о4")))ь=|, ступенчатых функций {11\ (х, о»‘"’ )\Т । и множеств { Л; ■
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Выберем точку х{"', х<п) £ Натуральное число д<"։ и число 
бз՞1 определим так, чтобы выполнялись условия

(g<"’)՜’ max ;|ся Ф„(х('-»)1. C + l|<e(4v) -1> 6*"’ = |с„ Ч'„ (х‘/>) М0)՜1-
(3.31)

В том случае, когда с;։ Чг„ (х^1՝) = 0 полагаем

Q(x, u>y")=O ։F1(.v, ш<Л>), Q(x, ш^>) = 0-Ч~, (х, «>'">)• (3.32)

Пусть сп Ч-,։ (х, ш^">) 0. Рассмотрим следующие ряды:

Q'(x, <о^"’)~ £ 6in,՝rz(x, <о^’), Q"(*> S ’!'/(*> Ч՞’)’ (3-33) 
i = I Z = 1

где коэффициенты ds"\, i 1 определяются следующим образом:

ds‘\ — b("\ если 0 < |сп И'п (х^Л)) + 5/(х, Q' (а։<_я))| < у р՜1 е0
(3.34) 

при х £ Л, (ш<։">), 1 = 1, 2, •••, i—1.

ds"?i — 0 — в остальных случаях.
Из свойств леммы 2.1, (3.31), (З.Зэ) и (3,34) легко убедиться в спра­
ведливости следующих утверждений :

а ) Если dsn)t = O, то <4, \ = 0 для тех k, k^>i, при которых

Лt ((^"։)сЛ| (0>(л))-

б ) Из условия 3 леммы 2.1 нетрудно убедиться, что если хотя 
бы для одного т, т<^։, выполняется неравенство

{сл 4rn(x</’) + Sm (х, 5"(ЧЛ))Н sign |с„ Ч?-„(х, <>/">)! <0 при х £ А/(«Ил>),

то сп Ч'л (х</>) 4- 5/(х, 0"(Чл))) =° ПР» *<: А/((и<л)), Z=x,Tt, zn + l,---.

в) Если хотя бы для одного т, m<^i выполняется условие

С, Ч'п (х<">) 4- 5,„ (х, Q" (<»'">)), < V £„ ₽-՛ при X £ л; (и>(;»л

то с„ + 5z(x, Q" («><">)) = с„ 'F„ (х<«)) + S,n (х, Q" («/«))

при х^А/(ш^">), / = т, Ч1-+-1,--- .

г') Из (3.31) —(3.34), а также из условия 3. леммы 2.1 имеем

о < (с,. Ч'„ (х<;:>) -I- 5m(x, Q"(4"’H slSn (СЛ Чг«(^я))1 О?՜1 s0 -- е(4у)-1 

при х £ «><"), 1 ֊< гп +■ со.

д') ՝F; (х,ы^‘>) —q ПрИ xT01j”>> /=1, 2,-՛- • 

Обозначим

^K.s, i - {i ; ci։ 'Ir„ (x^՝) 4-5/ (x, Q" (։o^n))) ~ 0 при x £ At (<’>^')), i < 2Z -p 1,
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Кп, 5.1 = {Ц\сп Т„ (х(">) + 3,(х, х^ Л/(4«)),
(3.35) 

в^= и л։(4։)), ^4 = и л.-(4°); £<Ч = ^’\(</иД^).
'6 ГП. 5. I

Из условия 5՛ леммы 2. б'), и в') нетрудно установить, что поч­
ти для каждого х, .г (; 2'(°’1">) существует такое натуральное число 
։(х), что

х £ В^/ и О(") при I > I (х). (3.36)

Из а'), б'), в') легко следует, что
+ ь ^/«=^41. £У,'Ь£(Л+1. (3.37)

Изпользуя условие 4. леммы 2.1, а также условие г) и (3.30), полу­

чим
|с„ ։К„(х(">) -И 5/(х, (/'(Ч'0))! =

Ч'

= з1гп }с„ (х<">)| | [с„ '1',, (Ч"։) + 5'(х՝ О." (Ч"’))><*х <
(и) 

“ $ —

<|С/, ՝г„(х'">)!1։У')1 + 8л^ -

Из (3.35) и того, что £>(''} <=4"’. будем иметь

■ I с„ Ч-. (х«)|«<">| + \Г\> ) 1с„ Т» (֊<“’> + А<х. О" <“">1 >

о',՞՝'

Откуда, у,ИТЫВая, что »՛">= и 'с„ V,(х'”>) I< =»• "Обучим

М'"<| < |“£"1 ?>՛1 + ։>(։՛ ՛՛>'•՝"՛ ՝3՛38՝
, Из (3.36) следует, что с точностью до множества меры нуль* 

справедливо включение
а'(4я’) с и (5!/,։>/и М?;/) 

/«1

и следовательно из условия 2. леммы 2.1

и(Ч“’) = ((»У"))з>ч/<’4՝ (^л’)/1' ==;^] 1'

Тогда из (3.30) и (3.37) имеем
1нп |£(;41<|^(^я))> = а("г)՜1- 
/ — со

Выберем целое число /(“’ настолько большим, чтобы

| Е'лм\< 2’ <3-39)
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Обозначим
/(л) /(«)•-

Ъ(х, ш<")) = £ Ф/(х, (?(х, «/">) = £ ФДх, шб’)),
1=1 (=1

(3.40)

Д<Л) __  р(п) Г)(п) г(п) __ Б'(п)... ■“?, /(«)> = 5, 5 ^.5, /<">• . • •

Учитывая условие б') из 3.35 и 3.40 имеем

с„ Ф„ (г<'՛)) + (2 (х, 0,(л)) = о при х е В^. . (3.41)

Отсюда, так как при любом г и х, х^В[п\ 1 <4՜ из (3.31)
(3.34) из условия 3. леммы 2.1 имеем, что либо гА՞1/ = 0, либо а‘з"]= 
= Ьх\ то из замечания 2.3 следует существование такой перестанов­
ки набора чисел 1, 2,---, /У'\ что

< |с„ Ф„ (хОО)| 4 61"’ < е0 + е 4՜1 при х £ В[п\

Пусть х—некоторая фиксированная точка множества Вя‘\ Тогда 
можно указать такое число г0, 1 < 4 <. 2/У0 4 1, что х £ Л/о(а>^л)) <=В1'0.) 
Если существует такое число 7', 1 < /' ֊4 2/(5") 1-1, что х £ 6/г (ш^՞’), то» 
согласно замечанию 2.1 будем иметь Лг (о>б‘)) аЛ/։ (н>00) и из а'), (3.35 
(3.40) получим сТг/г = 0. Следовательно, независимо от существова­
ния такого числа из условия 7. леммы 2.1 и из (3.30)

^НТДх, 4"’)-ч~/(х,4л))/<2-(/+։)8У(,.л) при к/</™ х^в{"\
(3.43)

Из условий (3.2), (3.26). (3.41), (3.42) будем иметь

|с„ (х) + С? (х, ш(л))| < |Сл Ф„ (х) - С,, Ф„ (х("))| +
/(Л)

+ |с„ (х<">) 4֊ 5 (X, О) <«>) I 4 £ |4°г11‘Т, (х, <»<п))
. I I

— Чг/(х, «>^)| < 6 (4>)՜1 4 2/(5, „) при х£В‘"\ (3.44)

1с„ ЧГ„ (х) + (=('։))(?(х, Ц'0)}* < ,с„| Ф;, (х) 4- |с„ Фл (х) - с„ Ф„ (х<՞))! 4
/(л)

4 (х) 4 V |^я)/| |Ф, (х, ф^г>) - Ф, (х, .ш‘">)! 4
/=։

4 яир Ф/ (х, «>5°) < е0 4е (4^) ^(^Т^ ՛)4 $/<•։•, «) 4 е (4м) 1 <;

< 2 (е0 + Ю + 8/ (1. Л) при х С В{"\ (3.45) •
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Так как (Ч՞*) <= 4"’ ПРИ 1 < ։ <4"’- то исходя из (3.30), (3.31)
и условий 1., 3., 7. леммы 2.1 имеем
И'ЧЗЧх, ш<">) <£ + §/(., л); 4я))'<8/и.«) ПР" *ХП)-

х х (3.46)

Оценим величину К2(х,Ч'։,)1 при и Из (3.2), г') будем
иметь

|0 (х, 4"’)\ < |с„ ч>„ (х<«՝)| + |с„ ЧГ„ (Чл)) + <?<*’ Ч'°)1 + •

4֊|(2(х, <4"’)-(2(х. 4"))1<®о + «оГ՝+е +

+ £ !<#*11‘М*» 4”)4"։)|. 
; = ։

Для оценки последней суммы заметим, что так как множества V, («<*).

1< попарно не пересекаются, то для данного х может су-
..„«■дрстно £Л’(‘»?։)Ъ которое содержит эту шествовать только одно множество ‘ ' х '

о ю «а ГЗ 31 и из условий 3., 7. леммы 2.1 получимточку. В этом случае из (.о.о/ и по у
|<Й?,-||Т1 (X, (м. • "’ч < (С +■■)«”<« 4-1 < 4՜ '• +

л 9 ~~ (

При »"#=/', 1 </Х /У” имеем
(н)\։ > 9՜ (Ж)[ЧлИ'Мх, О,("’)֊ЧГ;(Х. )1< 2

Г „ „т существования такого числа из ус-Следовательно, независимо от сущ
ловия е<^е0 легко убедиться, что

|Р (х, о^’)| > «о Г’ + 3 е0 + 3; ") при х € ^"՝ 0 (3.47 )

Предположим указанным способом .построены полиномы и мно- 
,е> л г, . г Обозначимжества в (3.40) при $ = 1, ՝ гп

й'-'-С”вГ, О'”’=иО-
Х=х -1

/ _и V /<п) 4- I (3 48)4”/ ՝рг(х, ш‘">) = с. Ч^(х), если ; - /л + -

-(яри 5 = 1 здесь сумму по к полагаем равной ну )

•։=! <=1 ' •»’

Из (3.38), (3.39), (3.40) имеем
1 (Гп- '1) (3 401

;О«| .< ? >П +П?

' |£‘Я1| 2“ ч՜ 1 X Г" ' *“ '' (З.аО
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Пусть х £ В'п 1), a s' — такое число, что х Ç ш1х"' Из условий (3.44), 
(3.46) следует

гп
cn.4^u) + Q(x, «й)1<|с„‘Гя(х)4-<2(х, + £ |Q(x,

Jf=rl (J / S՛)

< е (4ч)14- £ Ву (J> „) при х^Я"՜1. (3.51)
5=1

При том же значении х из (3.2), (3,45), (3.46) получим

{сЛГИх) + Q(x, оЛ)|*<|с„|Ф;,(х)+ £' ЧЛ))1 -»֊
S = 1 (5 / J')

4- sup {(<><«)) Q* (x, «>(»՛) : 1 < s < rn, s=hs} + {c„ Ф, (x) 4֊

4֊ <^я)) Q(x, «><?’))* < e0 4֊ £ O«) 4֊ sup {5 4֊
s««i ($•, $՛ i ••

H՜ •։) I 4՜ 2 (eo 4՜ e) 4՜ ôj(i‘,n) < 7 e0. (3.52)
Отметим, что из (3.46) при x £ В(Я-1) имеем

|Q(x, g„)|< £ £J (s.n), (3 53)
i=l

rn
Q^{x, °«) -C y, l(3l" ) Q(x, u4">): 4֊ sup (o<">) Q(x, œy։)) < 

n-1 *<s<rn

0 4-2 £ S/(3.54) 
' 5=1

Пусть построены полиномы и множества в (3.48) при п = t, 
т 4՜ 1>'֊֊, t- Обозначим

Т (х, а) = £ Q (х, з„),

(3.55)
В=П В(,,\ D= U D("\ Е= и H = DU£UG. 

п=՜ п-~ п-х
Из (3.21) и (3.49) вспомнив, что v — f — х 4֊ 1, получим

т (П1 г ( i ^п, ч
1^=1 Р |ОП V v-1 4- (V е0)-’ У S,. <

« = t п ֊ т I j-j (1, л) J

< ₽П1 (1 4-Ç'e) < 4 82. (3.56)

Из (3.16), (3.17), (3.20), (3.50), (3.55) следует

|£UG|< у )£(я,|4- у |G(/)|<4s, |4| < 4 (а + ₽2) < е. (3.57) 
П=- /=1

Легко убедиться также, что выполняются следующие условия :
f' = BU Due, f- = F'UG= Лия, (3.58) 
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Оценим величину |7'(х, о)| при x^D[jE. Для каждого х из U Е 
существует число п0, " < п0 < 1 такое, что х £ D{'^ U Е{""} и поэтому 
•*֊€101?)при некотором s0, 1-<s0 OZJ|. Ясно, что х £ )с---сзВ 

= F' и х~В{"\ если только п > nQ, Отсюда, исходя из условий 
(3.2), (3.4), (3,46), (3.47). (3.51), (3.53), получим

\Т(х, a)|c'y’|Q(x,' о«) + с,, Т„(х)| 4՜ У|с„.Чг„(х)| 4֊ £ +
*—”•՛ .j — -г /1 — zi04՜!п=X "

' + у. |(=<."’’) Q(x. чя։))( +K’i;3) Qi*> 
. J=1 (Л f Sv)

ц у Г ‘ •* fl
< £ |e (4*)՜’ 4֊ £ W «) X £ у8/<х.П)+ S <W„)-b 

,7±- ( , j=l ) n~n0+l s=l 6'^1 (S + 5O)

4- (vs,.r1 ֊]֊ 3e0 + 8; )< £ 4՜1 4֊ j• % 8/ U. «) + *so ₽՜’ + 3e0 <
n=- s=l

< V s„ P՜1 + (y 4-4) e0. (3.58')

Заметим, что при x £ G имеем x £В * при л * 1» , 7 и из (3.53)
имеем

I Т (х, а)| < у у О; (5. П) < е < v ео Р՜1 + (v + 4) 60 при х G. (3.59} 
/7^-: j=։

Из (3.24), (3.58 ), (3.59) следует
|До(*) + А(х)/ Т{х, о)| <2 ve„& ’4-(’ + 5)е„ при x(zA.

Отсюда, :из (3.57) и (3.3) будем иметь

j |Л„(х) (- Л(х) 4֊ Г(х, а)|« dx (2^пГ՛ +(^-5) £0)" 4 (а-4 ?2) = 

= 4 (2v е0 4 (’*4՜ 5) е0 $)' (а р ' Н ) \ -•
Тем самым установлено условие 8. основной леммы. 

Из 3.5 следует

X Iе« ч;«(х) 4- Q (х, о,<)| < У 
Н = ” п t= '

Откуда, учитывая также условие (3.52), полу ։им

(S <»„ Ч'д^) + 0<->, ’»>]' S К '•'«М + Q(x- *■ 
) « = -

4- sup [С„ Ч-„ (х) 4- Q(x, 0„)>* < 6 + 7£0<8s<՛ ПР” Х^В- 
т<п < 7

Тем самым установлены условия 5. и 7. основной леммы. Из (3.53) 
(3.54), учитывая, что 5t"’<=A'/ при н = ՜ — 1> ">•••»’I» имеем.

|Г(х, о)!<е при х^Е: Г* (х, а) <

У (Q(x, а„4 4՜ SUP {<?(-. 5n)j*<2£» л՛€Ег 
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чем и доказано условие 6. основной леммы. Условие 4. следует из 
(3.14), (3.15), (3.20) ֊и из того, что Вс.Р'. Условие 9. основной лем­
мы следует из (3.8), (3.29), (3.30) и из леммы 2.1. Тем самым основ­
ная лемма доказана.*

Перейдем к доказательству теорем А. и В. Положим
(х) —</>। <?| (х) = ’К| (х), где если Ф—система Хаара и)I ^.01) 

а։ = 1—в остальных случаях. I
Обозначим М — тах {£։(х): х£[0, 1]|.

&_ |(0. 1),если Ф—система Хаара или Уолша, (3 62)
'яирр Л, (х)—в осталных случаях.

Пусть последовательности чисел {ел}"=։ и удовлетворяют
условиям

1 > Е* > г>+։ > 0 при к 1. 2. • • •; V е‘/2< .
ЙТ| 6М

(3.63)
1 '"֊■ Рк 2. Р„ <С при к = 1. 2, • • •; Пт р к = 2.

Возьмем (х) = £, (х), = В,,
— 2, /\/к- /7=1 при /< = 1, 2,---։ и, 

определим полиномы

е =֊։. р = р։, N = 1, 
применив основную лемму,

А (х) — L.t (х) ֊ У са '1г„ (х); О, (х) — у с„ Чг„ (х), где = £, < 62, 
«='։ л=Г,+ 1

перестановку сц последовательности 4֊ 1,- • •, и множества В\, 
Н ~ Н\, А=А]։ В = В.,, удовлетворяющие всем условиям этой леммы. 

Предположим определены множество Вь, 5^^0(Ф) и полиномы

^(х)== У С„ ՝г„(х), у=2,.--, X,

(3-64)
(J«'> У՝ с։ ’F<(x)= у (а„) Q,։(x), j = l, 

«=’/ «=t/
Причем

А*(х) при x£:Bk, max ['с,( '1г„(х):

:х£[0, 1], zj^n <-fy| <е,_1։ 1 (3.65)
Положив

^0 ( Л՜) ( х), Sg --  -4֊-| , Вц “ В^, 6 = С^, р == Р 1^1
(3.66)

yV= N = ֊*+. = !ч + 1, AÏ ֊ Л’, к = 1, 2, • • ■ ;

'А' Отметим, что в основной лемме в целях, выходящих за рамки настоящей работы, 
на согласованность последовательности {три (*)} наложены более сильные условия, 
чем нужны при доказательствах теорем А, В.
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и применив основную лемму, определим полиномы
1*4-1

£<<։(х) = £(х) = с„Ч;„ (*),
« = ■'* + !■ ■ н ... (3.67)

и множества Г=Гк, Н=Нк, Д=Л», В=Вк + ъ удовлетворяющие всем 
условиям основной’леммы.

Предположим, что этим способом построены следующие полино­
мы и множества:

!А*(л֊)|Г=1. {П(х, о,)|“=ь (/ч, Нк, Вк, Ак}Ъг.
Обозначим

Рк (х, о<<”) = £ |с„ Чг„ (х) + (О„) (}п (л-)}, А 
'‘-'■к ՝

=- I) Ак, Н, = и Нк. Вх = П Вк. (3.68)
Л=1 «■ = > * = ’

Из условий Рк{)Нк=-Вк, Аки Ви+1 = Рк легко убедиться, что
[О, 1] = (|0, 1]\Я!)и (/4,04,0^). (3.69)

Напомним, что в случаях системы Хаара и Уолша все равенства мно­
жеств надо понимать с точностью до конечного числа точек, а пос­
леднее равенство выполняется с точностью до счетного числа двоич­
но рациональных точек.

Рассмотрим ряд

Р(х, о)с- £ Л- (х, о<0)) = V I СН ՝г" {х} + (а,;) ,.^+ ЧГ" (х)| ՛ 

*=* (3.70)
Вспомнив, что У,, (х) — полином ПО системе Ф, подставляя их выра­
жения в (3.70), получим переставленный ряд

Р (х, О, Ф) У՝. ао (Л) («) ■ Л^՜ )
п = 1

Убедимся, что ряд (3.71) всюду на [0, 1] сходится к всюду конечной 
функции /(х). Действительно, пусть х^Н^А«., тогда ~ л„ 
при некотором ?<0 и, следовательно, х Сс 1 и л<- *" + ’
поэтому из условий 3. и 6. основной леммы получим

£ \Рк (х, а<»>)| + 1 Тк {Х՝ °*)11
* = »о + 2 А’“*՝о+2» г

< У 2е* при х^5*„+1. 
&=*о4'2

(3.72)

Гак как из тех же условий имеем
(-»■- 4о)) < Вк (х) + Тк (х, о*) < е‘-' + е* ПРИ х к > + 2> 
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то сходимость ряда (3.71) следует из ограниченности полинома
Р։(л, 4°>) + Л(х, Ло+1(х,

Оценим последний полином при х £ 77*,. Так как х £ 7?< при 1
к0 их£7»։ц, то из условий 3., 5., 6. основной леммы следует

|*Е 1 л U «*’) < E՝ 1^*(*> **’)1 +1£*.U) + М + 

1* = 1 й=1

+ |Гй։+1(х,<)|4-|Л0(х, з;,)|<2£\. (3.74)
* = 1

Из (3.72) И (3.74) следует

1/(х)|< 2 У е, при х£Н.л. (3.75)
*•-=1

При x^Alfit имеем x^F^i и x^Bt, I Поэтому из усло­
вий 3., 5., 6* основной леммы получим

£ Р*(х, ) -< Ё |Р*(х, 40))| + \L.Jx) + , (х) т п„(х, оЦ) +
*-1 К-I

+ IГ*. И (х, з,<>+ ։)| < \Lka (х) + +1 (х) ц. (х> а; )| + 2 ’е*. (3 76)
Л=1

Отсюда и из (3.72)

1/(*)1 <|7*„(х) 4- £*„+1(х)4- 7*.,(х, 4„)| + 2 Ё с֊* при х^Ак։։. (3 77)
<г֊1

Если x6 7?~U([O, 1|'хВ,), то сходимость ряда (3.71) следует из 
условий 3. —7. основной леммы, при этом выполняется условие

;/(х)|<2 у\ч, при х^В„ U ([0, 1]\/?,). (3.78)
/с-1

Теперь в случаях систем Хаара и Уолша установим сходимость ряда 
(3.71) на счетном множестве Z двоично рациональных точек, не принад­

лежащих множеству {[0, 1]\В,] u/T^U ЛдаиЯл. Пусть x0^Z, надо 
установить существование и конечность предела

lim 2 ‘(5z(xo+0, Р(а, ф)) 4- 5/ (хи — 0. Р(з, ф))}. (3.79)

Очевидно, что для любого фиксированного I существуют и конечны пре­
делы 5/(х0 ~ 0, Р (з, ф)) и 5, (Хц — 0, ^(з, ф)), поэтому достаточно 
установить конечность пределов

lim 5z(x„-+-0, Р (i, ф)), lim 5» (х0—0, Р (з, Ф))_ (3.80)
/-►«֊ z --

Установим первое из них. Рассмотрим два случая:
I) существует такое натуральное число ko, что Хо является левым концом 
некоторого интервала (й, cocz/l к (j Pi^ ,
•II) такого числа k0 не существует.
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В случае 1) 
у+1’ при у>1

пусть 1 — такая последовательность, что
при у^>1; ху — х0 при у—«оо. Выберем число

7По так, что

т0 > кп + 1, 2 \
11=т„

(3.81)

Очевидно, что для любого натурального I 
числа г(1) и Ц(1), удовлетворяющие условиям

существуют единственные

5,(х, Р(а, Ф))=Г£^(^. 4°') + Ф?(0(^ (3.82)

где Ф?(/)(х, Рг (/) +1 (-з г (/)4-1)) —частичная сумма согласованного с 
перестановкой переставленного ряда Фурье функции Ргщ <-\/\
X (х> аг(0+-։). Отметим, что когда г (0=0 (</(У) =■= 0), то первое (вто­

рое) слагаемое в (3.82) равно нулю.Ясно, что если 7->оо, то г(/)—»оо. Следовательно, число 70 мож­
но выбрать таким, чтобы г (1)^> т,, как только / > /«• Пусть I 

тогда из условий 3.—7. основной леммы будем иметь
|5/-(хр Р(а, ф))-5/(х/, Р(°, Ф))| С

\Ргщ +1 (ху, з<°(,/)+1) — Ф<7(/Д*՜/' г< 
^(Г)(х., Л(/')+1(^0(,/.И1))1<1^(П -

I Р* ( _<0) \ I Г VI՝ С -X- рг (Г)+1 (•*>-Ь ^г{/)+1 (х, зг(/)+1)-4֊ \ -л > Г1
* = Г(О + 2

2 I £‘ 
к - мл

а(г°()/')+1) <

Прейдя к пределу при /-*°°. получим .
„ . и_п Р(з, Ф))|<? ПРИ /։ ' °՜

|5г(хо4-0, Р(з, Ф))-5/(х0 ՛ ’ в (3.80) дока_
Следовательно в этом случае конечность первого пр

3аНа- „ с- ^шествует монотонно убывающая пос-
Рассмотрим II) случаи. Если УВД 1]\В։ и х;-*хо при у — °о, 

ледовательность {х^ такая, чТ0 ’станавливается тем же пу- 
то конечность первого предела в К • ' полОЖИм, что существует та­
тем, что и в предыдущем случае. Р и Д-и и х/ хо

< 1 00 1 что (X |/*п1 1 ~ _кая последовательность 1Ху)/-ь х с Нк
П) можем полагать, /

при 7-4-00. Исходя из условия • • можем раз-
при у>& (в противном случае П°СЛе*°В^ЛЬПусть и 
ряжать). Следовательно ПРИ

'0 выбраны

так, что
£ ։;- 9՜'., г <')>'"«■ КаК ТОЛ'’К°

^т° . . и/') ֊՛ 1- ТогДа из Условий 5- И 7։ ОС՜
Пусть, далее, ('>/>/., » 7 - & ■>+.<= В, ори / >
новнои леммы, учитывая, 11 ° у ч-

' ' г (О 4՜ 1, получим
’р)|<з*, Р’̂ Х,.. а(0))<8£в_։ при />г(О+1, 1<*<г(Г)4-1.

5—156
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Следовательно, при вделанных предположениях будем иметь
;՜ ■’ Р(°,՜ Ф))~5/(л֊., Ф))|<8г(/.1 + 1 ֊Ь 8ег(/) -

Г W)
. .. + У + 8 ег(Г)+։ < 9 £ еа <£

(в случае, когда — в правой части получится 9 гл</) < s). 
Перейдя к пределу при /—со, получим фундаментальность последо­
вательности | Si (х0 + О, Р (с, ф))}“=1. Следовательно, это. последова­
тельность. имеет конечный предел. Тем же путем можно установить, 
что']S/(^j—О, Р (а, Ф))]՛“ j имеет конечный предел при / •֊♦ со и, тем 
самым, установим сходимость ряда (3.71) в точке х0, x0(^z. И так 
имеем1, чтб рйд (3.71) всюду на [0, 1] сходится к некоторой конечной 
функции f'(x).՛՛՛՛ "

Tferifepb установим, что f(x)^Lp при любом р, р£[1, 2). Пусть 
р — фиксированное число из этой области. Из (3.63) следует сущест­
вование числа р0 такого, что р^р* при к<֊кй. Из. условия (3.77) еле- 

• ■ ՛. ' ՛

дует, что / (х) ограничена на множестве U Ак. Обозначим Е = .S,o U 
и/у^ипо, 1]\Д|.

Из (3.75) и (3.78) следует ограниченность функции ИА') на Из 
■условий (3.69) и (3.77) будем иметь

] 1 ip vp iipI (и <*)i" И < s! f i/(^)ip + s [ С|/(х)|р</х| +
U > *=i I J I I J )0 Ak

I'P . ՛ .
+ j j* ' £■

Первое и последнее слагаемые-конечные числа. Из условии 8. основной 
леммы и из неравенства P<Zph при получим

Убедимся, что ряд (3.71) не является рядом Фурье—Лебега функ­
ции ,е(х). Из условий (3.63). (3.69), (3.75), (3.77),. (3.78)՛, учитывая 
также условие 8. основной леммы, получим

j |/(х)| dx-= j |/(х)\ dx + |। |/(х)\ dx | +

О Е
** 00 i/pr * г— — d'i

+ 2у՝։.<£(е4) +2£|-..<3
Л-J fc=i . » = ։ Р֊1 in
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■Следовательно

Պ ժ ձо
Но из (3.61) имеем, что коэффициент при ф|в ряде (3.77) равен 
числу <3։, =/= 0, откуда вытекает, что ряд (3.71) не является рядом 
’Фурье—Лебега функции / (х). Теоремы А и В доказаны.

Отметим, что в случае системы Хаара почти по той же схеме можно 
получить ֊более ֊сильный результат, чем теорема В. Именно, справедлива 
следующая

Теорема С. Пусть ряд

У ап X, (х) (3.83)
л—I

расходится на некотором множестве Е, Е [0, 1] |£| > 0. если при этом 

Кт апХ„(х)=0 почти всюду на Е, 
П-*֊ •*>

то существуют подряд ряда (3.83), то есть ряд

£сЛХ,(х.), (3.8-1)

где для любого ՝п выполняется одно из следующих условии, либо ՛ „ -'1п 
либо С։>=0; ц перестановка О последовательности I, 2,..., обладаю­
щие Свойствами;
I- ряд

to

п — 1

всюду на [0, I] сходится к всюду конечной функции f(x), f(x)z ЕР для
любого р, р £[1։ 2],
II- ряд (3.84) не является рядом Фурье—Лебега
Институт математики
АН Ар.мяцекой ССР

функции I (х)-
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Z. Մ. 1րՈհՇ|>Ղ-31).Ն. եոանկյանաշափական սիստեմով և Շ[Օ,է]-ի կամայական որբոնորմա, 
բազիսով —ի, 1 s^p<2, ֆունկցիայի ամենուրեք զուգամիտող, սւեղաւիււիւված անգամներով 
շարքի գործակիցների մասին (ամփոփում)

Աշխատանքում ցույց կ տրված, որ գոյություն ունի 
<Շ[Օ,է].ի կամայական օրթոնորւէալ րսւգփլսով {(\)-/'ն' 
լլոսյամիւոող տհղափոխվաէ անդամներով շարք, որը չի

եռանկյունաչաւիական սիստեմով, կամ 
f (x) է Լ ր, 1 < p < 2 ւ ամենուրեք 

հանդիսանում <(*)-ի Ֆուրյեի շարքը,

G. M. MUSHEG1AN. On coefficient of rearranged series by trigonometric system o 
and by arbitrary orthonormal basis of C [0, 1], which converges everywhere t 
a function L 1 >,<<9 ֊1 P<-i (summary)

In this paper we prove that there exists rearranged everywhere convergent to 
j, f^Lp, 1 p<2 series by trigonometric system or by arbitrary orthonormal basis 

•of 6 [0. 1], which differs from the Fourier series of f (x).
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