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1 • РУБДНОВИЧ

НЕЛИНЕЙНЫХ пл^гСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЙ 
НЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

стоЯ1ЛГс\\т6ьГбОЛРра"ИЧеПНаЯ °бЛаСТЬ « & с границей Г£С”. В на-

н°го параболического уХУвЧненияКРае‘,аЯ 3аДа‘'а ” ^Х(°’ Т] АЛЯ ՛

֊֊^<х. о^г(,։ п)։ (0.1)

ди
Оп о, (0.2)

(0.3)
тический М) " непРеРь։вные
тирский оператор: Функции, а(х)^>0 на -эллип-

п I

£”= 2 2֊ диаЧ — 
Ох

причем »•„Для всех х£ С и

28 28 «О (х)

с><>
Ох.

(0.4)

2 , „/> к — сопз! и,

Ф|ииие„ты аиМ(:С.(С); 1,у(х)(:С{С). _ про„заодная по на-

правленикэ пив „ дпО) > П „ мешяеи нормали. Всегда н. « 1՛при 0 <С 1 ДЯ СУдем предполагать, что у V»
Нас ичт/ \ •

°Х(0, Г\ сушеЛ наиоольШее значение То, что в пиликдре
параграфе 2 У/^СТВУет классическое решение задачи (0.1)— (0.3)- В 
ся верхнее и н ՛ ДОЛ1’ названнь1м „метод квазилинеаризации“, сТроят~ 
удается НайТи реШСНИЯ За^аяя (0.1)-(0.3), благодаря чемУ
строенные веп--и таточно гочнь:е оценки сверху и снизу для То- Е1о- 
настолько мало “ Решения во многих случаях отлияаются
§ 1 ПОс°яЩен сг> 1ТО ИХ М°'КПО Считать решением задачи (0 1) —

и о Мнению решений задачи с различными
случае, когда ркУда слсДУе1 еДинственность решения даже я ТОМ 
ЕМ«с„я,отс, ; > “) не УЛоВ,е„оря։т „о „ и,о Л„„шица, В 8 4 
Г. = ». отноен“’"” ’'стойч“Н°”и Решения задачи (0.1)-(0^, когДа 

неРНОНенельза ". ун ’ :°?'<ГВи”Я "Р" "Т“
функция / (/, „) оогнута от„оситель„о „ Эти усд„ВИа

функциями
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оказалис, - — г ;~
(О- ’ в °Кр 111|;|Дающими с условиями разрешимости задачи (0.1) 
т. 3.3 и Сд^СТности (в пространстве С) функций ио(х) и (?> и) (см.
™агоДара ։ Дствие 3.4), которые легко записываются в явном виде

н։зультам § 2. § 3 посвящен случаю, когда ' 
к решелИк>ИэУЧаются условия стабилизации решет

^■Глиптической задачи в С:
при

(0.5)

вогнутой

t

ди 
дпУслови»

сТт<-фуНКЦИи г,3ЧЦлиэ, _
чи (0.1) (и) -р ЦИИ наио°лее хорошо выглядят в случае
И легко (0-3) огда они совпадают с условиями разрешимости зада- 
лизация Про։։ерВ окРести°сти (в пространстве С) функций Г (и) и н0 
опенки Пр°Исхо'<Г1СЯ С ”ОМО1ЙЬ1° результатов § 2. При этом, стаби- 

8 ^°РосЛИТ - показательной скоростью и получены явные 
ПОси и СТа°илизации.
К։1аЭиП֊Це” получению оценок линейных задач, используемых в 

э н< аризации (см. дальше введение).

методе
несса^^^ т
математ։1Г։Лооого п 0 6°'* ВОЗНИКЛа перед автором при изучении про- 
Все ра 1ЧесКое ,-РО<°Я КОНденсаторов. Настоящая статья содержит 
•и питцп ^Ревщ СНОПаиие методов, применявшихся в работах |1, 2]. 
из них О°йаи։։у>о тчм"71РОСЬ1 изучались многими авторами [см. [3, 6] 
дачи (д ]ТАч1։г։ется литеРатУРу). Предлагаемый подход к каждому

В * ' — (О 34 г °1 Применя»шихся ранее и дает, конкретно для за- 
«»> пол?1 АЬ«ейшем у1ойТО"-Ь,е Р^льтать,.
ров кра УГрУпп [71 гл- ИО °Удет п°льзоваться терминологией линей- 

е8°й зяла„„ . чеРез и (/), (^0 полугруппу операто-

(0.6)-֊-^֊‘=0; ։(х՝э;+ '' (0.6) и <о.з»
‘ удовлетооря®’ ко1<ус ПОЛО®11՜<т- е- и«) „„ (х) = „ (х, П. ГД» “ (о^ителен (сохраняет 

|4зиестно, что оператор и (О псъ (0.7)
цельных Функций). Поэтому __к(

/ V м>. е ’цп(П11с== п;са* и( ’
где и (х А есть решение (0.6) с

первое собственноео >֊!• ГДе 1
•,,— любое число из интервала и,՝-- 
число краевой задачи _ д

^•4" ՛։■ “ О, ’ * в формул"?0»՜
И. - постоянная, которая будет «сто фигурироватв^^^^, о трех 
пах результатов .Если “’«“"“„„лучить - (0 Л0>
прямых [8, стр. эо՝)/ нетрул \

3-724
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-шер։,1,сски симмегР*։
В § 5 для £ = Л (оператор Лапласа) для с> 

ных задач в п-мерном шаре 6՛ получено равенств0

М.,— тах| ®, (х< ( '®- 1

Функция Г кХдр7тн^хе"На,7,1У.’'КиНЯ кРаев°й задан» (0.9). ТаК как 

{ °°» То (0.11) ест։ ско ках является пределом е',։ч(х,1) пр”
ко Распространяв ’ "аименьшая константа М,. Формула (0 н) лег- 
«ений можно ппелпп "роизведепия шаров. Из физических сообр^՜ 
Однако, доказать это Твтооч ТаКЗЯ °~енка бУдет “ В обЩеМ слу։'ае- 
найдена („е „ан ЭТо автоРУ не удалось. В случае задачи

I 'е наименьшая) константа М, 
терминах полугрупп решение ипш ' уравнения

Дир»

^ _£«,=/(*, /) 
di

с краевыми условиями (0.2) (0.3)

е—*/

Z-'W (k== const)

примет вид [7, стр- 159];

(0.13)
о

Для нелинейных уравнений мы будем 
известные результаты [3]. Пусть существует 
V (х, /)>0 (верхнее решение), такая, что

использовать следук>Щие

dv 
dt

du 
dn «О

(0.14)

не СТвует число к такое, что Л՜// \ .Убывает по и п™ О <Г „ <" + ,<и "Ри каждом /£[°- ^1

Функций. Р является пределом ие,,н,„„ хЦИи- 'еУоь!вагощей последовательности

v0 (х, /)=-0, V/+1 (х, /) = е֊К1 и и0 (х) -ь 
/

j е֊М/-.) U ({- -с)[/-’(г, Vj (х> х)) kv. (Xj X)J d- 

О (0.16)

1. Сравнение решений
Обо3„ачиы „врез Int G внутренность области С и 

и (х, о И U (х, t) непрерывны г 
ла дают там производными по х 
вторыми производными 110 
неравенствам

пусть cpyHKUHn 
в замкнутом цилиндре 6”><[0, Г] 11 oG~ 

а в цилиндре int (7Х[0, Г] облаДа։°т 
производными по Z и удовлетв°РЯ10т'
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ди
----------Ли
д(

где Ф (х, I, и, ;)

сСтпов։
О в₽е

(1.1)

(1.2)
I,

ои
’ дхп/ ди . 

1՜՜՜ \дХ1

I, V, V«)’

01

н

г. ек՞)՝ 
функция (’-֊

дг’ д_ а

и пУсТЬ

[, о)\г
(1.3)

У и 
дп

+ £ <х’ 1
-I 1 отвечает на вопр°с>

что 
то, '

и (х>

когДа 
0) <

что *ыследующая те^и֊ прИ уСло — 
зать, что и (х, <)^и Iх’ пЛяется линч> 
вым В ней, по-виДИМОМУ’ я на функЦиИ 
нее ограничительное 7С^“шйиа) по «<• у
мость (и даже условие „^ахичнои |
доказательства появлялись

ф и 5- 
Идеи,

“о*"° нГ (*.<»■ н1-
„«ываем ме

ВаК''ф1репииР^е՜ 
^Г^сяове ее

V

многи* п1акая,

Лемма 1.1. Пусть 
что для каждого X П 11

гпву^пг конс^а нгпп
, о^енка

при условии, что
т։п

р2;

: 10, П
Л 14, ՝)

. _1, 2.
(1.4)

Н(1) и ;(2) ;
.(П) - У- (х, t, ՝Ф ’ г 4), а <=■ и 

гп на интеР^але п на >
при аелов։.„, что 1‘ л^“сп։о, пгак^- "^рас^՛”^„ар^ 
иоряют оценке (1-5)- О сТПр°гО в нацаЛ 
данчцчя д (Х, I, е) + '=..\х,՝ укОЗОН«’^ фу«№“«>

<֊’■ 0) ^/,.3 6' глаА^10 М

и еще — оценка:

И (х, 6

де (1-4). Тогда в 
о (х, <), если только и

. „ т в о. ЗалаА»«

такую, что

Через Л1 обозначим число,

дго _

оценива
функции 

։оЦАее , И
, /х-л-1 ’

г՝ пеоеменнои (&.МЧкСделаем замену пер
(кМ \-к *--и>( w (х) Р ^х' ,1ПЧТСЯ

(11) И (1.2) перепив
орпС’ГВЗ. /

Ш) ‘ го

в виДе֊

то 'аЯ-- Тр

__ (Ш + ^4- М) “

ли < I ф (х, 1։’

п дго
2 а(/ дх1

V»)

7€[0. П 
инпгерва-

!^-и — 
11}

(1.6)

(1.7)
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/до г -<*Л+*+НИ и> ( —— £</ > е
\д( /

п

~(кМ +1: + М)г>-2 > 
/.7

Ф (лг, /• »

б/«՛ Уд 
аЧ ------ .ОХ) дХ։

(1.8)

(Ко՛ *0^ 

£։п1Если утверждение леммы неверно, то существует точка 
где /0>0, отрицательного минимума функции д — р. Если хй 
то в точке (х0, /0) будет ֊ (д— р) 0 и ГР = Г<7- Так как в этой *°ч

Если

ке г՛ <7 и, то
Ф(х, I, V. Г-и) — Ф (л՜, /, и, Г«)> к |Г (и—иУ‘ а

Нетрудно видеть, что
I? (о — и)| < («> (х0)) |Гш (*о)| (" - ”)' М ^и~ г')։
1X1 част!>

после чего нетрудно заключить, что в точке (х^, о) Р ,^п)<^0, 
/1 -7\ часть М 8) т е в этой точке ь\Ч(1.7) меньше, чем правая часть ( 1 .о), т. е 
что невозможно в точке минимум«!.

Пусть теперь х0 С Е• Согласно («.6) имеем

а-и> — 4՜ 8 (х 
дп

с*г/ 
а «> •- * дп

_ р)^0, но так как V <^и՛ то 8 ^’х’

>«и, I, „)+^„7полу..ен..ое противоречие> ‘ Су՜
Следствие 1.2. Пусть для каждого ин Р функция

ществует число к = к{а, Ь) такое, что при “а ' [ ’ задачи
Л(/, И)_^ монотонно убывает по ИС[а. 1ОГД Р
(0.1)-(0.3), если существует, то единственно. . уСло-

„ /7 ц(0) = 0 не удовлетвори6
Пример. Задача »

ВИЯМ следствия 1.2. Ее решениями будут их и '

д , 
В точке минимума ——

, и (0) = 0 не

§ 2. Метод квазилинеаризации
1"* Существование ре шения. В конце введения указано> 

что если существует число к, такое, что функция к (/, и)]՜^՜ "1г Не 
доказательства существования решения ДОСТа- 

' ■ хгловлетворяющее условиям 
линейного уравне-

убывает по и, то для доказателен-.«о» "Л’Г удовл« 
точно построить верхнее решение , решение 
(0.14), (0.15). Будем искать V (л, О как ре
ния в б X [0, 7 ]

_ к^ = с (0 V + </(0
(2.1>

д1
/п о) (0.3). Коэффициенты с краевыми условиями (.и-6/’ ՝ ’

раются так, чтобы при каждом

, .4 , /,\ подби-с ({) И д (()
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х:л։н11имадт °-
Тр R области 

₽“«“»1еЛ,Р ° " “ 21 
чтобы й1х Чисел

с (/) Р I <7 (/) .>/г(/, р), (2.2)

значения функции и (х, /) (при каждом фиксиро- 
<7.

^метод квазилинеаризации). Каждой паре неот- 
I и Р сопоставим числа с ({, р) и (?> Р) так,

ЧГп°б* ччг 
на “нтег, ЛО с 
*ого дц/Вале Ю, Г

АиФфеРен

с '4 “та (/, р) при О <С и ֊$֊. Ла Р>
И) Ир) было минимальным. Тогда, если 

] существует ограниченное решение обыкновен-
Иаалъного уравнения

б\1
~77 ~ (с (/, р) — л) р d ([, р). (2.3)

м>.
sup е" ||(/ (/) и0]с, (2.4)

ГО О в
ПсР^Че^, И (Л. РД ? 1°’ существует решение задачи (0.1)—(0.3),
С ’ ,1)> ^ (^ ’--^(^ ,1 Более того, если в (2.1) положить с (I) — 
и1енце и (/, р), то решение ( {\ ограНцЧивает сверху ре-

о Каза 3аДачи (°1)֊ (0.3).
__^ВлеВия (о 1 о\ е Л Ь С Г в °՜ ^евко проверить (с использованием пред- 
■ -2)> (0.3) ) Решения уравнения (0.12)), что решение задачи (2.1),

в виде

в силу (0.7) и (2.4)

0

U (t) и0. (2.5)

(с (z) — V) dz \ d(~) d' +
о

ФУн*Ция

Н- Ио ехр 0 (с (2)_ A) dz\ llf М. [t (Z). 

и z 1
( ) удовлетворяет дифференциальному уравнению

Выбор

</р
^ = (0 (t)~ X) у. (/) 4- d (f), р(0) = Ро.

Г9оч°6есп^в^ С <0 И 11 /казанный в Формулировке теоре- 

выполнено при оТГГ УСЛ~- неравенство
() есть верхнее решение. " (х’ 0 < Л/х р (<), То
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Итак, если существует число Л-, такое, что
ки не уб«- 
,.ия. Тогда

вает по и, то теорема доказана, Пусть /՛ (/, н) произвольна.* ' ** Р* (I и )՞"՞՜*можно построить неубывающую последовательность функции г,‘( > 
— / (> л» „пн 0 С / .< 7' и 0 и М, та.х Ц (/)» таких.

(6 0)

7 ’ <«ни0 [ ~ ՝՝՝՝ *' ՝ ՛ ~ул >влетворяет условию Липшица по и рзвно-
в в Х[0, 77 сУЩе՜

-֊^ (0.1) (0.3) с заменной Р
.... 1 Решением V (х, /), у = 1,2»“'* 

,,,>следопателг>иость и/ не убывает.
..... .. ’• у. /)=Нт в/ (-Г’

мерно по t £ [О, 7 J. Согласно доказанному
ствуют функции tij (х, t), удовлетворяющие
на Fj и ограниченные сверху верхним

Лемма 1.1. показывает, что

есть решение задачи

выше

получаем, что функция
(0.1)֊(0.3). Теорема 2.1 доказана.

Мы построим (0.1)—(0.3) снизу. У2՜'. Нес у шести он а н и е решен и я.
ш (х, /), ограничивающую решение задачи 
функцию будем искать в виде решения уравнения

('J^- — Lw = i (t) и՝ ? (^) 
dt

(2.6)

с краевыми условиями (0.2) (0.3). Коэффициенты и , 
так, чтобы при каждом [0 Г] и при всех значениях 
ш (х, 0 (при фиксированном /) выполнялось неравенство.

ЮТСЯ

функции

/• (Л Р)-

чается, 
чтобы

Теорема 2.2. Каждой тройке чисел I >0; Р > 7 
что }х=оо) сопоставим числа я (Л Р> 7) 11

(2.7) 

(Не«с’։ЛЮ՜ 1

число а (/, р, т) V 4՜ 1՞ (Т “» 7) было наибольшим. յ 
Рнм систему обыкновенных дифференциальных уравнений-и чтобы

|' dt

рассмот-

(2.8)

df {• 
v(O) = vo =

G

"и0 (х) (х) dx; р (0) = Ро = sup е'“ l,U(t) uj<: •
(2-9)

где л։ есть первое 
вая собственная ।

собственное число краевой задачи (0.9),
пер-

функция, нормированная условием: 

f (х) dx = 1,

о

Mt Р. \ ЛЛ, ? (t> is v)»

если 3 (/, а, у) 0 
если (3 (/, р, у) 0

Тогда если на интервале [0, Т] не 
системы (2.8) —(2.9) с ограниченной

сугцествует решения Р ('')' 7^) 
Функцией V (^) {обращение Iх н °°
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ствует ° 'ЧНа,<енчя не имеет), то в цилиндре <7Х[0, 7~] не сугце- 
в (2-6) п\Р°Ни'генного решения задачи (0.1)—(0.3). Более того, если 

' пОла^- — ........ ...  <» -лрешение и> (х, /) задачи к 
ние задачи (0.1) — (0.3). каК

Доказательство- ‘

е! опенки 
и отрицательной, то ДлЯ -

о 1 ОднаьО
рассуждения теоремы Д-1-
решением 71» (

в (2.6) функция Р (/) может быть 
максимума решения го не годятся 
это решение оценивается сверху

задачи:

С КраейыМи 
с°впада.от ( 
я°лагается

~Ьи՝ = а (О «'Я (О (2.10)

Условиями (0.1) — (0.3), 
а и В соответственно, 

։■ (О =0 и а (/) ищется

где при {?(/)> 0 функции а и Р
а для значений /, в которых Р(/)^>0, 
из условия:

/.ч ,, д- В (О, при V) и > ь (/) И > • _ х

что9 1 находим»
Рассуждая как в теореме
есть решение уравнения

шах ш (л֊, /). 
ле о

(2-11)

[1 (/), где р (/)

°"Ре«леНО ,
= а (^) Н •֊ М, ₽ (/) _ )֊1 (1> и (0)= Р0,

~'и1 °(П . 9)՜ Ясно> что условие (2.11) будет удовлетворе-
этойЛеНИе Второг Я И ~1՜ при Р^Х0’ что и объясняет 

СИстемы 10 уравнения в системе (2.8). Первому уравнению 
Удовлетворяет функция

7 (О = ш (х, 0 (х) dx.
^ОЭффи
была на к ТЫ “ И в Условии теоремы подбираются 

н ольшей. Теорема 2.2 доказана. так, чтобы V (/)

§ 3. Стабилизация на бесконечности

ТогАа Аля сиги ЗЛ' Пустпь в (°-3) «0 (х) =0, а в (0.1) Б (I, и) = Б (и). 
^ада՝{ч ЛОЛ) ~ ,^С™аован1< я ограниченного в СХ[0, со) решения и (х, /) 
МеОГГ1Г311Иаггге \ъное Не°^ходил1° 11 достаточно, чтобы существовало 

решение эллиптической краевой задачи в 6՜:

= 0. (3.1)

и сУ1Дествует минимальное решение V (х)>0 задачи (3.1)
? 11л։ал1)иое решение гг_(х, /) задачи (0.1) — (0.3), которое не

ает по I и |։т ц равномерно по х£С.
^оказательство. Пусть существует неотрицательное реше-
(л) задачи (3.1). Тогда функция и (х, /)֊у(х) является реше-
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— (г) Та* как
нием задачи (0.1)—(0.2) с начальным условием и (х- 0) —о ? (О.՝3)> и 
и0 (х) = 0 V (х), то и есть верхнее решение задачи (0- 
п(х, /) строится как в доказательстве теоремы 2Д-

Обратно, пусть в С [0, оо) существует решение о*им вна 
<со задачи (ОД)-(О.З) с и0 = 0 и Л (/, н) = Л’(»)- 1 1р^ убывает при 
чале, что существует число к такое, что 1՛ (п) Р 11 етР°иТС,։ С
0<и<с. Тогда можно считать, что решение и (х. с
мошыо последовательных приближений (0.16). Пред (х 
этой последовательности для некоторого у <> 1 У пределу
убывает по / и равномерно по стремится к свое? у 
при / —» со (это имеет место при у = 0). Докажем, что 
имеет место и для г»у 1 (х, Действительно, таК 
убывает и оператор (О положителен, то при Д/,

ЧТО В 

о не 
П>/(х)

*е саМОв 
7(«)+Аи яе

«/< ։ (х, / + Д/) = J и {-֊ -■) е-՝՝- Р к. 
(I

4՜ к V} (х, - + Д/| </՜ -Ь и (( 4- д/ — е
О

что доказывает неубывание по I. Далее

, ^)]/Д

ЧЖ (х, /) =
О

-) е -*<'֊’> (х

X)] <1֊..
(3.2)

,] /) рав-
Т 7 у/ (х П^с, то функция /'(«У (х, О) '^у), за-
Так как г»,(х, /)<н(х, О Поэтому благодаря оценке ( по
комерно ограничена по х (3.2) равно’ зеТСЯ
ключаем, что первое слаг р,ТОпое слагаемое перепК
хСС стремится к нулю при /֊>«>. Второе 
в виде:

Г2

е
^Дх, /֊֊^)]^

О
и В силу предположения индукции равномерно по

։тся к

е-к' ^ (х)) + кги} (х)]

О не Убь։-
. а мялось. Последовательниц— «՛ 1’ пре-при I ֊> ОО, что и требовал (числом с). Поэтому существу 

вает по у и ограничена св 1 у
дел V (х) = Гип и>) (х). Так как
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НН существова

/ го, I— к~’' • г>ткУДа неТрУА7) УД°вЛеТВ°՜ 
, , огра«ичеИа’ 7 х €С и ” Л и (х, О՜* 

то последовательность равномерно "рка схоДИМ°с 'воЛЬНОЙ
что ш/(х)֊>и(х) при / После этого П1 ВР у;кДе'
ряет краевой задаче '■ _„ляет труДа- добавить г
— н (х) при <— • не пред осуждениям сЛ доказ оМернаЯ
Г (и) к приведенным ’"’“‘^^.^ремы 2*1- Те°7еДУеТ’ ЧТ° ^х)* 
ние конца доказательства 31 сразу 0 < и0 (х)^ оПИСывают-

Замечание. Из ^оР^еТЬ место при ^изации ^ростыо• 
стабилизация к о (х) вОГнута, условия а3ательнон вуеП1

когда / ОН рОИСХОДИт с ддЯ
ся более явно и стабилиз* I (^0 1)^^’ И в ’Теорема 3.3. Пусть «С* и. Пус^ 

производная Г' (и), неУиг’1ва'>п^ региснче ш (х< 
некоторого г 0 сугЛеСГПвР1 '

В случае,

аО11 заДачи е^°и
(З.з)

ди> ___ ^ги П («’) ~
д!

+ «’I
дп

(3.4)

. оЧ == тУо О, г» (X, и)

где ш0 (х) = с= сопэ1>0. Р
Тогда для любого числа с ( 
мня щ (х) <с, ггегченае и (л

ит° ФУ»*'
Х° на \де^°Ряе

/) задачи (°*^
(3-5)

нераеенствг]
֊N[^le

ЕО

_ No՜ (3.1)* 
. заДа' 
(3.3)—

яада1«14 
Р“Тс) ₽«ше“ие, 
(х, {’ с’ задачи < 

֊՝ -₽։вичеи..

С՝,Щ,°°ТП «»л“е’ся

ъное
где 1} (х) есть наим^ньи1ее пТэзначиМ через н

Доказательство* (х, {, 1
чи (0.1)-֊(0.3) с и0 (*) 35 функции
(3.4) с и>0(х) = с. При всех случаях 0Й
сверху числом Д', так как ых рассуйстандарт։ параметру с

Берхним

^:зь^^՝е
решением. При помощи 
эти функции дифференцируем

.х, г СХ = - их(х, Д с) = ^7д-
словиям'-

дс

= с)) -о
д1

(х °՛ с^=== V (X,

(3.6)

дп (3.7)

- Ьг^\.Р' <*’ *’ С дп

I г (х, о, с)=1 ■ (х Д с) не убывает по
ц 1 1 следует, что функция прйГЛеняя к (
Из леммы 1.1 следу „ЛмваеТ п° ,»я УД1
т„ва,. „то е (») -»» Х»ае“ »о »՛ Зна՝" 
1.1, находим, ЧТО г не у необходимо,

/V / с)^^ п₽и 0<С 
равенства т Vх» '

с. У чи-
лемму
1ия не-

дти >

с
о

с и

чтобы 2 дс
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*։* } с)
. С другой стороны, функция и, = е։/и (х> ’

О —С
шение задачи (3.6), удовлетворяет уравнению

(^- — £и< =[/•' (и (х, I, с)) 4՜ ՛
(И

(х, 1Так как и ти, то из леммы 1.1. следует, что ՝
- л/ _•С ------- . Отсюда получаем

о — с

где V есть Р5

с) <, г (х. с)^՝

— (х, /, с)^С------- е
дс о —с

п в с“лУ 
Интегрируя эту оценку по с и учитывая, ч г< „
и(х, I, О)Си(х), получаем верхнюю оценку (З.Э) ^^ 
нюю оценку вначале проверим для и (х, /, 0). За

1 /)։։ «■паев°>։
V (х /)— 1 - (х I 0) является решением кр

° ’ Л(0) д1 

(3.8)

теорем^

х’ п фу0КЦ|,я что Ч’У
/3 6) “ зада֊п> Р*

в силу оценки (3.8)

д1 ( ( 0). ЕсЛИ '/01оказа-
откуда следует нижняя оценка (3.5) для и (х, > 3аверюаеГ 
произвольна, то и (х, Л 0) и '^а ^х՝ с՛’ ‘ 3.3 и
телъство теоремы 3.3. тг°РеЛ1х м х>

Следствие 3.4. Пусть выполнены услов ( /)֊֊-' 1
Дополнительно в СХ[0, оо) существует реи^н
Уравнения

^2-- Г, = /’(^) ֊<֊е1՝. 
д1

условиям (3.4) с ш0 = Ф 
ио (х) (х), где 0 <с

, где ? 
следует

/V, е-։' 1п (1— с^

у довлетворяющее 
Тогда из условия

֊ ■ 33ео поемь1 ■э*’5’
Доказательство не отличается от доказательетва те
Следствие 3.5. Пусть Л(/,п)=Г(н) « { 1)

Пусть прямая г^ку < >֊) пересекает кривуюа, £ 
ХПО) в точках у0 " Уг (1/о<Рг)- Если для некотор
^[0, 1]

то в Сх[0,

к (х)| «г Ргл (« М.-Ч- (I -«) •?, ՛ ‘(х))՜’1 ,

оо) существует решение и (х, /) <Уг заДачи (

_ Мх е«֊х,, сза < в (ж, о-»(х) < ' ь с - »•
X ~

Доказательство. Достаточно в следствии 3.4 поло#



'“'===։г^=________ О времени существования решений  313' - --^==^======^==-==—гг^==^^======================:==^^^^

(х) == ։/։ (а М~ 1 -}- ( 1 — а) (х) (шах (х)) ’)»
а։ЛАя4ока. ' лЧ֊°
учет°М цО։Зг1тельства разрешимости использовать теорему 2.1, где с

Утости функции /• (и) следует положить

и) „ rf(,>|1)=r(0).
М.

^ео ъ Ус’г°йчнвость
ЩеН1% РеМа 4 л
лиц*ь ^,։Кц։111 /.-^ Д~'/На возмУЩени։о и0 (х), а теорема 4.2 — возму-

•ъ Г|еРвом>., А *пРИчем условие вогнутости накладывается 
Q ° П и „ аЛЬ"УЮ ФУНКЦИЮ

..аегп ”*<> .. _ 1 Пусть п (ОЛ) J? существует и не уоы-
duЧКЛ( 

2 и
и. ГУуст

'■'■■л,.,:::, ՛ ՝■' 
Су. Ло^ЧЛ{, 

^Рпевой

заданы функции Фг(х)^>0 11 
решение задачи (0.1) — (0.3) с 

'՝ ■ ос) существуегп

■?2 (х) 0- Обоэна-

где
оцен^

задачи՝.
дчи

dzi>

решение w (х, f) С

(4.1)

(4.2)

а г 0 н о 0 — некоторые
61 £ следует оценка՛.

числа. Тогда из

0

г/2 (х, /)!< JVe-

и пУс. 
и ~ (*,

6° * а з в

ПусТь

">c\o) ’ 
НаХ°4ИМ

—֊ xri vx), ф2 (х))> •? (х) —min (^ (-^’
11 (х, t) есть решение задачи (0-1J՜՜^' __Сф_°/х). Тогда 
есть решение задачи (0.1)—(0.3) с ио (Лу

l«i (х, 0—«г (х, ОК и+ (х, <) — п (х, О-
(х, t, с) есть решение задачи (0.1) (0 с с (0-С

. с) есть решение задачи (4֊1)-(4^^^зательстве' теоремы 3.3, 
гассуждая точно так же как в дока^а

/ __и (х, /, 8Х)— и (х, I, 0)< /V е-։/ 1п (^1 5
Остается заметить, что и~ (х, 0 = 11 (х> t, а ” 
I еорема 4 |

доказана.Теорема 4.1 показывает, что при решен
во относительно возмущения начальной функции, а 
ассимптотически устойчиво.

(х, 0<u(x, t, 8Х).

и (х, 0 устойчи- 
при е ^>0 даже
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Теорема 4.2 Пусть функции /гП, и) ч

Щая по и. Предположим, что а (7х[0, оо) < 
и (х, /) задачи (0.1) —(0.3) с /• (/, и)—/1(1, и) 4 

через и, (х, /) решение - - * - \/)<л/<оо. Обозначим
2. Тогда если

О < и <. И, то
Чг

— /V 1п (1-

/а (Л и) непрерывны; ' 

д на я не убываю-
ди

'Шествует решение
֊, где е^>0ич(х, 
задачи (0.1)—(0.3) с

“ 5 При

Доказательство. Обозначим через и(х, I, с 
чи (0.1)—(0.3) с /• (/, и) = Л (Л «) 4՜ с. Так же как в 

ходим

(4.3)

>

и2 (х, П - их (X, 1)<и(х, {, гД-и (х, °»< 1п е/

щей п° 11
С другой стороны, существует функция /3 (Л ч) с неубываЮ 

производной д/^и, такая, что /3 (I, 0)>0 и
/г({, ЛС'о’ и) СпГш (/гН, ч), /2 С, Ч)) ч

(следует иметь в виду, что по условию (Д—/2)<£)- Р?°3"а,яЯ в «Р“՜ 
из (х, /) решение задачи (0.1) (0.3) с /'(/0> “) 11 ' ' аМ
веденных выше рассуждениях /։ на /3, находим

/.. п—». (х. П <— Л/1п (1—е1/е)-

через

Остается заметить, что из- Теорема 4.2 доказана.
. Условия теорем 4.1 и 4.2 приводятся 

в следствии 3.5.Замечание
виду тем же способом, как это сдел

§ 5. Оценка линейной полугруппы

ИЗ (0.10). Это мы

явному
I*

сделзем в 
с(р^И'1еСК“ 

1 мерах.
тт „пити константу м.Наша задача —наит и Рассмотрение

случае, когда на лемме 5.1 о положительна^« в
симметричного случая о положительных мер можно
Определение пространст ։/гПель-
"""V1- 5 . П„сть на оси-^<1<^ яа^ана

Лемма 5.1. Иус^ и извгстно, что преобрч
ная обобщенная фуНКЦ>а • ,оС^оСГП11
Фурье е7(2) есть 
с полюсами в точках и ^гг,,. каждый полюс

а,тои ^Г~^ноото. 

и 1/? (х) —
ОД(Н из функционал^

ряется столько рая,
2 \ оо,

я ? я д а 1 (с •

<О (г) не имеет нулей«е Т)։11 /։։֊1

цлм ? (О является положительной мерой-

272]
Доказательство . Согласно теореме Вейерштрасса СТР֊
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О времени сущсствовання решении

1 Н (-)

Из Те°ремь։ Адамара [10, стр. 282]
ФУчкпионал ? (/) действителен, то

целое ’ ч*** ОтсюДа следует --а
Начит, а=/а, p=6-f-“zzn, где

^Рье Функции ех

отРицател
Лу֊ О$озцач։.
Ка дикций
зельиц

имеем Н (г) = лг 4֊ {3. Так как 
при действительных х будет 

г -4֊Р = а г+ ? +2 т ~ г> где т — 
а и Ь действительны. Прообраз 

-..... '■»айтся и является не-

Функцией класса (— со, со) при всех деиью..-------
Функции через а>7 (/),/=!,•••• Существует сверт- 
? V. где /У< со. Очевидно, эта свертка неотрица-м эти

и является прообразом Фурье функции
л'

 exp (izP'/h
+ I г

оп.1т ֊- охнсра [11], функция Сл, положительно определена,
Ч(г)Ь *еоРеМу Бохне^' ° ПОЛОя։ительно определен. Применяя 

Су явл Не^а' Заключае՝т» что прообраз Фурье функции
Про°бпа՜ яется положительной мерой. При умножении на е~'*г

Я‘,'”=*ьнь УРЬе <=Д»иг»вте, „а „
“ 1։Ых меи д _ , иа а> а сдвиг не выводит из класса поло-

л1 - Ге<>Рем > чо 5Л сказана.■ р' *< /, д а ( Усгпъ область С есть п-мерный шар (х £ /?п: 
Х а 0. Тогда решение задачи (0.6), (0.8) об-

согласно теореме 
а Значит И

следующилш свойствами- {
1, Фуниция U (X, /) не возрастает
2. При каждом фиксированном 

пР11Нимает максимальное значенл
мачен«« I Фи^И'"'

центре шара.

3. Функция еЛ|* |* (£) не убывает п° 11

ех‘‘ н (0<тах (л) ( <Р։ (р) ( Г
лео ,)

“,.тво 1. Выберем неубываю-
Доказательство. Докажем свои 11Ч„ий <р7 (г), / “ 1> 2>' "

Щую последовательность гладких выпуклых _ । ։^՛ (ф) =0,
невозрастающих по г, таких, что Ит V *>

а о
т°гда последовательность

= 0. (5.2)
"е) /1Г^.р
, /) решений граничных задач (0.6) с

^(х)П1)СМ и'(Х’ °^~Ф>(|х|) не убывает по у и потому стремится к 
П1°И }благодаря условию (5.2), функция «7(х, {)

непрерывна на С и удовлетворяет краевой задаче (0.6) с на

Чальяым условием <•); (х, 0)= А р7 (|х|). Так как А Ь/ (|х|) 0, то
принципу максимума ֊С 0, откуда и следует свойство 1.

по

։



376 С. I . РубйНОЯИЧ

знай ^ОКа/ТСМ свойство 2- В предположении противного существует 
СВИС ~/о та«ое, что функция и (х, !). принимает максимальное 

»ачение в точке х0, где |х0| = г>0. В силу сферической симметрии, 
максимальное значение принимается на сфере |л> = г и значит.

•утри этой сферы существует точка х, локального С°'

гласно свойству 1, Д и (х> ,о) = №/<// 0. <(то в силу 
эллиптического

принципа максимума невозможно в окрестности точки х։-
Докажем свойство 3. Оценка (5.1) была бы доказана, пре

было установлено неубывание е',։ |1 (/). С этой целью прим ^у_
образование Фурье по /, а все функции, определенные при

, г~т / рсть преобрдем считать равными нулю при /<^0. I 1усть и (х, г) гранИЧ-
вание Фурье по / функции и (х, /). Она является решением
ной задачи в С;

— 1 — /2« (х, г) — Д и-, т------г в|| = 0.
Он

Решением этой задачи будет 

п(х, г) = с|х( * (|//2|х|)----------
5՜ 1 /г

(5.3)

(5.4)

где у., — функция Бесселя, а
Г,'1,2-1 /_ п \ -1с —-------------------- =)----------֊——---------- =------, -[•=14(1----- - ) Р

/г (7/л/2-1 (|/ггр)+“К «Ул/2-։ (И «р)) \ 2/
Полагая в (5.4) |х| = 0 и используя разложение (12, стр. 12, форм^՜ 
(2)1 функции ]■, (г) в ряд, находим

1 ( (/■^Р)я'2-1Г-’(/^֊) \ (5.5)

И (г) = — I --------------=------------—--г Л 7- —-- 1 / ,
/г \тУя,'2—I (И /2р)-|՜ а V /г Ул/2-։ (к /г р) /

где р (г) есть преобразование Фурье функции р- (/). Нам нужно по 

казать, что — е’։/ у. (^) 0 при Л^>0. Образом Фурье этой функ1^ии
сП

будет

(ИЯ^Р)^֊’
— /г----------------------------- - - _______ ___ ____ . --------------- -------------- -

(/г т \)('гУл/2-1 (К/г֊Н.1Р)4-я V 1г + ՝>1 ]Щ2-Х р)

/г
/г + >ч

Прообраз Фурье функции обращается в нуль при t ^>0,

вое слагаемое нигде не обращается в нуль (в том числе и в 
г=0, так как в точке г = -^'?х Должен быть полюс функции

(5.6)

а пер- 

точке
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Все полюса 
Точхах О1( 
Цин д յ

черного слагаемого в (5.6) находятся на мнимой оси в
г 7 •. Это следует из известных фактов о нулях функ- 

• (г) [12, сто. 711. а из ассимптотики нулей той же 
^УВКЦии [13|
г՝՝ / г \ И1։Д”о. что также, что функция
И°е 6 (5 б^ВДЯеТСЯ целой функцией порядка 1. Итак, первое слагае- 
'7Т°яцСТПо Удо»летворяет условиям леммы 5.1, откуда и следует по- 
Т°МУ е՝>» ;1 / "ака (е'՛'Н(О)՜. При 1—0 этот знак положительный, и по-

ЗаМе։ ”е Убывает. Теорема 5.2 доказана.
■2’ Г։ОдЬз 1 а 1! 11 е 5.3. Можно было бы попытаться доказать теорему 

(0'9)՛ При разложе»ием и(х, () по собственным функциям задачи 
с 'е4оца։П1е п Н 3 и а = 0 это несложно. В остальных случаях и ° 
ности п°лученного ряда наталкивается на значительные труд

С л е д с
в'<4е /гРя, ГВи е 5-4- Пусть пространство Кп представляется в

. . 'Гог° произведения /?л = Т?". х • • • У ^'>т а область С=С1Х
’ гп п?’ гЛе <՝> ’ шаР пространства R ' с границей Г/, / —

• Обозначим
Г'։1 < С. Г ֊ V . „ ֊ , Р7

О'(ев1

где

из те 
гДе д. 
в О,.

р _  "•Я (д-)| ‘ 1 У<-пгъ В с задана краевая задача (0.6), (0.8),

Я> ==СОП31 >. 0. 7п,° к а 3 ч ла ВЬ1п°лнена оценка 5.1.

е РеМь’ 5.2։ есл. °՜ $Т° утвеР-ждение непосредственно следует
к глл<1>’ ՛ • • • " (х’ /} = ()Х- ■ • Хм. (х<->, о,

г'՜'4 - ֊ ՛ ՝ )> а и! есть решение задачи (0.6), (0.8)

л ' ~ дачи ДирихлиV» Аля более сложных областей лишь в случае за у даете
ся оценить константу МХ։. решением в

СУгпе°Рема 5’5' ПУстпь Функция и(х,0 яоляе п у—объём 
оГ- 0’ °°) граничной задачи (0,6), (0.8) с е(х)-~ ■ -7

асти С, а — первый нуль функции ]Лх)՛ Ооозна

Т = тах(1, ИлГ/2/2а"/2_.), (5.7)

О
ооъем единичного п-мерного шара. Тогда

и(х,П^ ______ ___________ е՜"- <5-8>

/я/2(ал/2֊1)г(^
Доказательство. Будем считать, что при х^С функция 

и ՝х> Н — 0- Выберем произвольную точку х0^(б и обозначим

°гда о (0,

и (г, 1) = ——- | и (х, I) с/х. 
£гп .) 
|х->,1 <.г

О =՜ и (х0, /). Обозначим
(7Г = |х (- С: ֊ х0| < г), Гг = (хб Г: |х - х0՝ < г),
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Տր = | х • С : |х — ХО| = г ■

Имеет место равенство 
дю
Օէ

ձսԺ.Հ
1 Г ™ ժտ.

Զր" յ
Տ,Ա1 ր

С другой стороны, нетрудно вычислить
ди 
ди

ժտ-

Так как
ди

О, то -—• 
дп

Поэтому

дю
д1

Из разложения

1 0 х~г 
г дг

и(х, {) по

д ~ю 
дг"

: 1 дю 
дг

собственным функциям заД‘

1֊ Ке
> -Л

(5.9)

(0.9) 'леДуеТ

(5.Ю)

д
о г

О 1

О и и

д
О г

+ и

1

(5.В)
И наконец

Правая часть (5.9) является 
лапласианом. Поэтому, Лля

(5.11) с неравенствами, 
Р = '֊1 ' ՜Имеем: е
граничной задачи: 

дгиг__ д2шг .
д[ дг2

п 4-1
дг

лчным 
имМеТ,ечств° 

нер (5.9)-
т- 2-мерным сферически < 

выполнено 
. решение задачи " Выберемлюбого р Ս 1 

где го (г, /) есть
заменёнными на где «>։ есть Р'

, о1==°-■(\ = ииг (г, 0)

Из теоремы 3.1 заключаем, что «ղ не убывает 
аг

-у՝! — 1ր է) 4- 7 ■■=

по է- Значит

п
с

где
ծ4լ 
дг2

п +1^ + \к = о, А-(р) = Ь 
г дг

Отсюда и следует оценка (5.8). щ 1982
Ереванский политехнический институт Поступила 23'

им. К. Маркса ,,пЧЧи|Г*
I ր.„ւմներ1ւ լուծումնև>՝|։ է *

. |ք սռսրարուակսւն Г|Ш|(ши։иг։։Ա. Գ. ՌՈԻ0ԱՆՈՎ1'2. (և “1' Г 1
ՅամաէակաՏատՎածլ. մասիք« (ш։Г '1'"""" /,„„/»/<>«-յ/’Ь պարարոլ"''^ ՝Հ՜_

. , ՀՈ1)-(՜ՕՅ) հղւսսւին խ^՚մ՚ւ՚ււ քԼ։Ա4>"ք Հ Ղ „մ„,նի ։ւն
Հոդվաէոսէ դիտարկվում ձք ն դ„,ութ յան մամ տնակի հ““ ա>' Г Л"1 ք)լԱում-

վասարման համար, Ստացվու» ‘ ՚ 1"‘ ներքին լուծման կաոուցմտն մի եղանակ- 
հատականները և ըՈլյ!յ է տրվ՚Հ և նրա կայոլնոլթյան հարցերը- Ստացված կ1։Աա_
նաոիրված են լուծման ո,ոարիլի-1 0 . հավասարման հե- կապված ղծայ/
ղնտհատականներ ջե րմ ահսմ ղո ՐՂ*11 {и' 
խմբերի համար է
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е existence time of solutions of some nonlinear 
parabolic equations (summary)

•abolic 'ti 'S. Pnper the boundary value problem for the quasi incar 
• Pp is considered. The two side 

and some upper and low՛ 
stal։i 1 iration of solutions for the sr..:____

s ab Ine<i * ability
Oitainetl

and

of pa-
estimatcs for the existence time of solutions

r solutions are constructed. The questions of 
are discussed. Also some new estimates are

equation.

1- c- Л p (tfT
2 C /O- C.

ДсцсJ"‘aHo°U4. /О г ։1>ормы, «Электричество», №
3 . С. />. «Электоич՜ /атьтл"- ° "Р-текании во времени 

о • Ass еК7”.ЧССТПо“- № 6. 1979. 66-68.
and^'inear Nonexiste'^ of Global

И. /\0Л1 65, 1978 616— 63՜^ Pro'J'ems of parabolic tipe, J. of ֊ math, analysis
“Hhv V1‘"'u. O. 4 n

Cj-ii, *՛ '->-։e։<HUK. Об nrrii..,.-
Ряд.. ; Ul‘c' Bonin.,., асснмптотических свойствах и неооходимых уело-

I. Ц ■ ‘VlûTeM, co. l" ••‘■'Инейных эллнптнческнх уравнений второго по
да>; о \1978: 572֊-6°о-

Ö. П /֊, ՝п ^Равнений пап - ""b,X спо1,ствах решений квазилинейных смешанных за- 
'<Ых ^'1,т,о«оо. к ТСорн„в՝НЧССКОГО Ти"а- Матем. сб„ 104 (146). 1977. 486—510. 
^2б "" rv, P‘'-4H<ii,i„.„ UcPXIIHX 11 нижних решений и разрешимости квазилиней

С. Л А- „ И>'Р1"Ь'»а-՝ькых уравнений. Матем. сб.. Ю7 (149). 1978, 218- 

W- Ани •*
1 1967 !“։՛'РС||Цпалы1ые уравнения в банаховом пространстве, М.,

С R °Г>Л՛ Дж. Т Що
Ук<1։> '°’1'll"ilPou. Обоб ■Лпнеиные операторы. Общая теория, ПИЛ, 1962.

^1. Pj ^26. ~ l,llbIe функции в математической физике, М., изд. «На-

1 ■ &ей~^Р՛ ■^е*՝,Ции об и/тег а"ал*2'1։чсскнх функций, т. 2, М., изд. «Наука», 1968.
«ИИ ХСН> Э^‘. Выс֊Х Т УРЬе' физ—֊ 1962-

' РаболцчеКого пих тРа"сцендентные функции. Функции Бесселя, Функ- 
Afoore Т]. f ։։1Дра, ортогональные многочлены, М., изд. «Наука», 1966.

Amer- Ma<h. Soc., 32, 1930. 408-416.

^(21՝ыняи, Рзсс напряжения теплового пробел силовых
I. 1978. 

теплового пробоя кон-

Solutions for a class

7.

8.
9.

10.
11.
12.

13. С. Дг
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