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Предложена теория с переменной гравитационной постоянной и двумя метриками. 
Она согласована с ньютоновским и пост-аьютоновскнм приближениями теории тяготе
ния, когда безразмерный параметр |£] 4-.10~в. В ее рамках полное действие ста
тического сферичесхи-симметрнческого небесного тела 5^ + 5т = —Мхе2; М—масса 
звезды, х — цремя в удаленной системе отсчета, относительно которой звезда покоится. 
В теории Иордана—Бранса—Дакке [£| 1, а + —Мхе2. Найдено реше
ние уравнений поля вне распределения месс. Формула Толмена для массы звезды 
эйнштейновской теории справедлива также в рамках обобщенной биметрячеокой теории 
гравитации.

1. Введение. В обобщенной теории гравитации Иордана—'Бранса— 
Дикке [1—6] действие тяготеющих масс определяется выражением

5 = У (- хЛ» + *81к -֊֊У- 8 + ֊ УА^У- 8 (1)

где ■х = с4/8кС — независимая полевая переменная, хг=дх/дх£, Лт — 
плотность функции Лагранжа материи, а Е — безразмерный постоян
ный параметр. В этой теории Ас отождествляется со скалярной кри
визной R пространства—времени. При этом для конечных $ и слабого 
поля тяготения х не переходит в соответствующую ньютоновскую 
постоянную х0 = с*/8'пС0 (см. (22)). Другая особенность теории (об
суждаемая ниже) связана с экстремумом функционала действия.

В специальной теории относительности при отсутствии полей действие
частицы равно

(1а)

9—490
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где т — ее инертная масса, а и — скорость. Рассмотрим статическое сфе- 
рически-симметрическое распределение гравитирующих масс. В удаленной 
инерциальной системе отсчета небесное тело вместе с собственным гра
витационным полем обладает определенной инертной массой М;, и по ана
логии с (1а) естественно потребовать, чтобы

5, + 5т= — М/сУс2 — ъЧ,

Где и—скорость небесного тела, а I — соответствующее время. С другой 
стороны, принцип эквивалентности позволяет отождествить Л/( с тяготею
щей массой М, поэтому полное действие

5 = 5, + 5т = -ЛГтс։, (2)

т — время в удаленной инерциальной системе отсчета, относительно 
которой звезда покоится. Нетрудно показать, что для и х, удовлетво
ряющих уравнениям теории Иордана—Бранса—Дикке

“ Р/к 2$ 4-3

Т х" = ------- >
25 + 3

полное действие (1) гравитационного поля и материи определяется выра
жением

5։ = ֊Т Пре’֊—-(рс’-ЗР) (4).
3 1՜

где
= (рса + р) “* - рг,к (5)

— тензор энергии-импульса звездного вещества, рс2 и Р — его плотность 
энергии и давление,

Ат=—рс’ (6)

— плотность функции Лагранжа изоэнтропического макроскопического ве
щества [7—9] в релятивистской теории, а хп = £п'х,. Формула

ЛГ։ = (*ГР + ЗР—+ /^7^2 (7)И с2(5 + 2)Г

для тяготеющей массы получается из уравнения (За) при £=£ = 0 и (22). 
Как видим, (4) и (7) не удовлетворяют равенству (2). Ойо не удовлетво
ряется также в теории Эйнштейна если Ав = R (см. [10—12]), поскольку 
общей теории относительности соответствует предел £-»-оо [4]. Используя 
известный произвол в выборе действия, можно удовлетворить равенству 
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(2) добавлением к плотности функции Лагранжа дивергенции произволь
ной функции, не нарушая инвариантности 5 относительно преобразований 
координат. Этого можно добиться [12] в рамках биметрической формули
ровки общей теории относительности [13—17], когда

Л, = ^(Г'ПГ^֊Г^Г^). (8У

Г[к = Г'и — Г]4 — тензор аффинной деформации, равный разности меж
ду символами Кристоффеля искривленного пространства — времени с 
квадратом интервала Л2 = $1к <1х'<1хк и соответствующего плоского 
пространства — времени с квадратом интервала </35 = Ч1к (1х*с1хк. В свя
зи с этим, естественно, возникает необходимость рассмотреть биметри
ческую теорию гравитации с переменной С. Разумеется, при х = х0 
она будет совпадать с общей теорией относительности, поскольку R 
и (8) отличаются друг от друга дивергенцией некоторой величины 
(см. (9)). Но в сильном поле тяготения, когда х ■/= х0> ее результаты 
будут отличаться от выводов как общей теории относительности, так 
и теории Йордана-Бранса-Дикке.

2. У равнения поля. Рассмотрим теорию с действием (1) и плотностью 
функции Лагранжа — ■кЛ.йИ, задаваемой (8). Варьируя 5 по й’л, х и вос
пользовавшись формулами [9, 13, 1'5—18],

R = *<к (й„ г2, -Т\к Г«„) + р = *'»Г'В - Я“Г^, 

____ (9) 
= (8ПД, ֊ (П).т,к = -Д= -5(/~Мт) >

V — 8 *8
после преобразований находим уравнения поля

"Ь *Л *(Г ^«)п ’ ~ = ^11։ 2՜ (10а)

(2гх‘-хй')։1= г . (Юб)

(ср. с (3)). Взятые в круглые скобки индексы I, /г означают симметризацию 
соответствующего выражения. Из инвариантности

относительно бесконечно малых преобразований координат х‘ —>х,Ц- 
Н-е'(х) вытекает [18] уравнение гидродинамики

П* = о. (11)
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Оно не содержится в системе уравнений (10) и поэтому (10) необходимо 
дополнить уравнением (11). В биметрической теории Розена [19] та же 
ситуация и связано это с наличием двух метрик. В теории Йордана—Бран
са—Дикке одна метрика и как следствие (11) вытекает из уравнений по
ля (3). Та же ситуация в общей теории относительности, поскольку пло
ская метрика не фигурирует [13—’17] в уравнениях Эйнштейна, хотя и со
держится в (8).

Ниже мы рассмотрим задачу о статическом сферически-симметричс- 
ском распределении гравитирующих масс в системе координат, в которой

= с։<Л։ — </г։ — г’ (</8։ + з1п։ 8 сйр’). (12)

Из симметрии задачи понятно, что соответствующий интервал искривлен
ного пространства—времени

с/з’ = е’с’</*։ — еХ</г։ — еиг։ (</8։ + з։п։ 8 </<р։), (13)

где V, Л, ц — некоторые функции радиальной координаты г. В этом случае 
(10), '(11) сводятся к пяти уравнениям, которые позволяют найти V, Х,ц, 
Р и х. Для сверхплотных небесных тел р определяется давлением Р [4, 20], 
а для звезды типа Солнца (10), (14) нужно дополнить уравнением лучи
стого равновесия [21], из которого определяется температура -вещества.

Используя (12), (13) из (10), (11) можно вывести уравнение 

х'(Х'-ц') = (1-е^) (14)

справедливое как вне, так и внутри распределения масс (штрих—произ
водная по г). После интегрирования получаем

х'г։ (1 — еи՜՛’) еь+>֊։ 2 = const. (15)

Постоянная должна равняться нулю, поскольку мы полагаем х'(0)=^<х>, 
■что вполне естественно, х'^0 и поэтому для всех г

Н(г) = ).(г). (16)

Оставшиеся в (10), (11) уравнения принимают вид

— (xv'r’e*)' — (pcJ + ЗР) е3։՜'» (17а)
г։

2- Z՛ 4- 2'։ = — У’ + — —Y + — Ре"՜՝, (176)
г 4 2 \ х / х

Р,= - —(рс։4-Р)/, (17в)
2
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— [(г/ + 2«') г’е']' = ЗРе2*՜’, (17г)
г’

где « = (•» + л)/2.

3. Слабое гравитационное поле. Для звезды со слабым полем тяготе
ния [4, 18]

֊ * ~ ֊ 4 * РоС’г"-------« 1 > (18)
с’ [хо рос։

где ф — ньютоновский потенциал, Ро и ро — давление и плотность веще
ства в центре конфигурации, а Г1 — ее радиус. Учитывая это обстоятель
ство, из (17б) и (17г) находим

6х — отклонение х от своего значения в отсутствие поля тяготения. Тре
буя, чтобы (17а) и |(17в) переходили в уравнения ньютоновской теории

4 (Ф'г1)' = 4к6оР, Р' = - рф', (20)

получаем
G^G0, (21)

с погрешностью много меньшей, чем — ф/са, если |;| Р01р0с*. Уравне
ния (3) теории Йордана-Бранса-Дикке также переходят в (20), одна
ко [5]

G^GO(1 + ^-') 2‘ + 3 • (22)
°\ $ + 2/ 2Е + 4 V '

Только в случае |£| 2> 1 следует G — const с той же, что и в (21), точ
ностью.

Вычисляя (8) для метрик, определяемых из (12), (13), находим

Л, = —(•/-}- V) (е֊н — е-х) — р' (v' + р'^ е“х. (23)

С учетом этого обстоятельства, а также (16), (18), (19) и (21), сумма дей
ствий гравитационного поля и материи

Sm, (24)
8itG0 J

где dV — элемент трехмерного объема, а . >
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5ж^-т(М0с24- РИИ՝ ^0= Р«^' (25)

(см. [12]). Таким образом, имеется полное соответствие с ньютоновской 
теорией тяготения.

Теперь рассмотрим небесное тело с произвольным (необязательно сла
бым) полем тяготения. Интегрируя '(17а), (17г) с учетом известных гра
ничных условий на бесконечности и (21), вне распределения масс получим 
■следующие уравнения:

9 1 1 /х' V+ = /’ + -±-Е (— .
г 4 2 \ х )

(«-։•)/£X --  ХдС ,

(26а)

(266)

(26в)

где гх, г։— координатный радиус небесного тела, г^ — 2СаМ/с3, 

М = [(Р + ЗР/с’)|/:г7^2 (27)

I 
— тяготеющая масса, а

а = -А-[р]ЛТ7^а<1. (28)
• Ате’ и
Как видим, формула (27), выведенная Толменом [18] в рамках общей 
теории относительности, справедлива также в биметрической теории с пе
ременной гравитационной постоянной. На больших расстояниях от небес
ного тела можно выписать разложения

хга — х + а3х3, + Ьцх3, 1п (х/х0)гес1х+ с3х3, (29)

дс - г /г 1. Подставив их в (26), находим постоянные

•откуда
е’~ 1 — х + — (1---- —х’, ех~ 1 4֊ х + — /з -|- 4-------2 —^х’,

2 \ Е ) 8 \ Е Е /

— ֊—х+^-/1+2—V. (30)
хо Е 8Е V Е )

Напомним, что в (13) ц = Л. Как видим, (30) согласуется с данными на
блюдений о пост-ньютоновских эффектах в окрестности солнечной системы 
£6], если
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<31> 
ро

Р®, —давление>и.плотность вещества в центре Солнца [21]. В тео
рии Йордана-Браиса-Дикке ; ограничено более жестким условием 
| ;| 1. Оно вытекает из разложения

е*~1-|_1х1х> х<£1 
£ +2

справедливого в рамках этой теории [5, 6] для Солнца.

4. Полное действие. Представляет интерес также полное действие гра
витационного поля и материи для gik и х, удовлетворяющих уравнениям 
поля. Из (8)—'(10) вытекает уравнение

£х хЛ __
«Л,----- i- -= — (zwn).n - Т, (32)

жоторое вместе с (5), (6) и формулой Толмена (27) приводит к равенству

■S = Т Ря - ± Мхе< (33)Д-> J Л»

Для выбранной нами сферической системы координат

wn]-^7 = 8?r։ sin 9 v' + 2ц' + — (1 - еК—|1) J e^’՜^ (34)

и в силу (16), (21) и (30) интеграл

jd (XWd^~X) <?Q = lim xra (/ + 2л') e<’+M/2 = - Mc\ (35) 

Подставив (35) в v(33) убеждаемся, что масса М и сумма действий грави
тационного поля и материи S связаны соотношением (2).

5. Внешнее решение. При £ = 2 уравнения поля вне распределения 
масс (26) легко интегрируются:

(36)



366 Л. Щ ГРИГОРЯН. А. А. СААРЯН

Рассмотрим случай произвольного д. Из (26а) имеем

(т-1)г = 7 + т+т;’ / = ± = (37)
\ ? / I ч . к х гг

где точка означает производную по /. Подставив (37) и (26в) в (26б), по
лучим нелинейное уравнение

в котором

Преобразованием

(38)

(39)

(40)

оно сводится к линейному дифференциальному уравнению, которое элемен
тарно интегрируется:

/(")= С(41>

Совершая обратное преобразование, получаем-

с[«+(//2с֊а/е)»]’ (42)

а из условия V « —1/7 на больших расстояниях (см. (29)) находим С =■ 
= 1/4. После еще одного интегрирования

Функция Л (= ц) определяется из (26а). и (.42)::

Г 1 /о X ехр 1 __ 1 2 агс1? 21 — ^ \11/- п) > а>+0
1 у а \ У а /

е* =
|2( —а/Е-У —а

>•
(43) 

а-С — 0..1 21 - а/Ъ + Г- а

2ЕД2-Е)
ехр

а + (2/— а/«)’
Г Е + 2(*-1)
I 2-е

(44).

а переменная х — из (26в):

X

*0

4/1-
а + (2/ - а/Е)’-

2Д5-2). а./(Е+2) 
е (45).
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(в случае £->2 (43)—(45) переходят в (36)). Внешнее решение регуляр
но в области I > 0, если

(46).
и

О < Е + 2а’ < 2

(47>

в остальных случаях. /е = 1/4 в пределе Б-»-«», как и должно быть в общей; 
теории относительности (изотропная система координат).

Параметры конфигурации определяются путем решения дифференци
альных уравнений (17) внутри небесного тела и последующей сшивки 
V, X и х с (43)—'(45) на поверхности звезды. Результаты расчетов будут՜ 
опубликованы в следующей работе.

Институт прикладных проблем 
физики АН Арм.ССР

GENERALIZED BIMETRIC THEORY OF GRAVITATION

L. SH. GRIGORIAN, A. A. SAHARIAN

A theory with the variable gravitation constant and two metrics- 
has been suggested. It is in agreement with Newtonian and post-Newto- 
nian approximations of the theory of gravitation if the dimensionless 
parameter |E|^>4-10՜6. In its framework the total action of the static 
spherical-symmetric celestial body is = —Aftc։; Afis the star-
mass, t is the time in the remote reference system relative to which 
the star is at rest. In the Jordan-Brans-Dicke theory and Sg -f-
+ Sm=f= — Mtc1. The solution of the field equations is found outside the 
mass distribution. The Tolman formula for the star mass in Einstein, 
theory is also valid in the framework of generalized bimetric theory of 
gravitation.
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