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Аннотация. Исследуется многомерное интегральное уравнение типа сверт-
ки с вогнутой нелинейностью. Указанное уравнение возникает в математиче-
ской теории географического распространения эпидемии. Сочетание извест-
ных методов многомерных операторов и методов построения инвариантных
конусных отрезков для таких операторов с методами теории интегральных
операторов типа свертки и предельных теорем теории функций позволяют
доказать существование положительных ограниченных решений для таких
уравнений. Также изучается асимптотическое поведение построенных реше-
ний. В конкретно выбранном конусном отрезке доказывается также един-
ственность решения. Приводятся конкретные прикладные примеры указан-
ных уравнений.
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1. Введение

Рассмотрим следующий класс многомерных нелинейных интегральных урав-

нений на множестве (−∞, T ]× Rn :

(1.1) u(t, x) =

t∫
−∞

∫
Rn

A(t− τ, x, y)g(u(τ, y))dydτ, t ∈ (−∞, T ], x ∈ Rn

относительно искомой функции u(t, x).

Уравнение (1.1) имеет непосредственное применение в математической теории

географического распространения эпидемии, где

(1.2) S(t, x) = S0e
−u(t,x), S0 = const

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект No. 19-11-
00223)
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представляет собой плотность восприимчивых лиц в момент времени t в точке

x := (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn (см. [1]-[4]) .

Функция A(τ, x, y) имеет вероятностный смысл: A(τ, x, y)dτdy представляет

собой вероятность того, что восприимчивый человек в точке x ∈ Rn приобрета-

ет инфекцию от инфицированных лиц, находящихся в параллелепипеде (y, y +

dy), y ∈ Rn и зараженных в момент времени из интервала (τ − dτ, τ).

Соответствующее одномерное уравнение исследовалось в работах [1]-[3] в слу-

чае, когда функция A допускает следующее представление:

(1.3) A(τ, x, y) = H(τ)v(x− y), x, y ∈ R,

где

(1.4) H(τ) ≥ 0, τ ∈ [0,+∞),

∞∫
0

H(τ)dτ = 1,

∞∫
0

τH(τ)dτ < +∞,

(1.5) v(−x) = v(x) ≥ 0, x ∈ [0,+∞),

∞∫
−∞

v(x)dx = 1

и функция v имеет конечный момент определенного порядка.

В частности, в работе [1] при дополнительных ограничениях на H, v и g по-

строены волновые фронты для следующего одномерного (по координате) нели-

нейного интегрального уравнения:

(1.6) u(t, x) =

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
R

v(x− y)g(u(τ, y))dydτ, (t, x) ∈ (−∞, T ]× R.

В работе [3] построены знакопеременные монотонные (и по времени, и по коор-

динате) и ограниченные решения для уравнения (1.6). В работах [1]-[2] особое

внимание уделено случаю, когда функция g(u) допускает следующее представ-

ление:

(1.7) g(u) = γ(1− e−u), u ≥ 0, γ > 1,

где γ — числовой параметр. Условие γ > 1 называется пороговым условием.

Последнее означает, что при γ ≤ 1 невозможно остановить инфекцию (см. [1]-

[2]).

В многомерном (n-мерном ) случае когда, функция A(τ, x, y) представляется

в следующем виде:

(1.8) A(τ, x, y) = H(τ)V (x− y)λ0(x, y),
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где

I)

(1.9) V (z) ≥ 0, z := (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn,
∫
Rn

V (z)dz = 1,

II) V (z) — четная функция по каждому аргументу, т.е. V (z) = V (|z1|, |z2|,
. . . , |zn|),

III) V ∈ CM (Rn) и сходятся интегралы:
∞∫
0

uTj(u)du < +∞, j = 1, 2, 3, . . . , n,

где

(1.10)

T1(u) :=

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

V (u, z2, . . . , zn)dz2 . . . dzn,

T2(u) :=

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

V (z1, u, z3, . . . , zn)dz1dz3 . . . dzn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Tn(u) :=

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

V (z1, . . . , zn−1, u)dz1 . . . dzn−1,

а CM (Rn) — пространство непрерывных и ограниченных функций на Rn,
IV) V ↓ [0,+∞) по zj на j = 1, 2, . . . , n,

A) 1 ≥ λ0(x, y) ≥ max{µ1(|y1|), µ2(|y2|), . . . , µn(|yn|)}, x, y ∈ Rn,
0 < δj ≤ µj(u) ≤ 1, u ∈ [0,+∞), µj(u) ↑ [0,+∞) по u ,

lim
u→+∞

µj(u) = 1, 1− µj ∈ L1(0,+∞), j = 1, 2, . . . , n,

B) λ0 ∈ C(R2n), λ0(x, y) 6≡ 1, x, y ∈ Rn,

уравнение (1.1) изучалось в недавней работе А.Г. Сергеева и автора (см. [4]).

Заметим, что в том случае, когда λ0(x, y) ≡ 1 (консервативный случай) и

функция g(u) допускает представление (1.7), уравнение (1.1) с ядром (1.8) обла-

дает двумя тривиальными (вакуумными) решениями:

u1 ≡ 0, u2 ≡ η,

где число η является положительным корнем уравнения

γ(1− e−u) = u.

Как известно, вопрос о построении нетривиальных и ограниченных решений

между вакуумами u1 ≡ 0 и u2 ≡ η в n-мерном случае (n > 1), когда в пред-

ставлении (1.8) функция λ0 ≡ 1 до сих пор оставался открытым (см. [1]-[3]).
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Рис. 1

Настоящая работа посвящена исследованию нелинейного n-мерного интеграль-

ного уравнения (1.1) в случае, когда

(1.11) A(τ, x, y) = H(τ)V (x− y) x ∈ Rn, y ∈ Rn,

где функции H и V удовлетворяют соответственно условиям (1.4) и I) − III).

Предполагается, что g(u) — вогнутая на некотором отрезке [0, η] функция, удо-

влетворяющая следующим условиям (см. рис. 1):

a) существует производная 1 < g′(0) < +∞ такая, что

g(u) ≤ g′(0)u, u ∈ [0, η],

b) g(u) ↑ по u на [0, η], g(0) = 0, g(η) = η,

c) существуют числа ε > 0 и c > 0 такие, что

g(u) ≥ g′(0)u− cu1+ε, u ∈ [0, η].

В настоящей работе мы займемся построением ограниченного и нетривиаль-

ного решения между вакуумами 0 и η для уравнения (1.1) с ядром (1.11), а также

исследованием некоторых качественных свойств построенного решения. В кон-

кретно выбранном конусном отрезке докажем также единственность решения. В

конце приведем конкретные прикладные примеры уравнения (1.1), для которых

выполняются все условия сформулированных теорем. Следует отметить, что из
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доказанных результатов, как частный случай, получается теорема О. Дикмана

(см. [1], теорема 6.1) о волновых фронтах для одномерного уравнения (1.6).

2. Обозначения и вспомогательные факты

2.1. Функция Дикмана. Рассмотрим следующие функции Дикмана (см. [1]):

(2.1) Lj(λ) := g′(0)

∞∫
−∞

T̃j(x)e−λxdx, λ ∈ [0,+∞), j = 1, 2, . . . , n,

где

(2.2) T̃j(x) :=

∞∫
0

H(p)Tj(x− θjp)dp, x ∈ R, j = 1, 2, . . . , n.

Здесь θj > 0, j = 1, 2, . . . , n — числовые параметры (играют роль волновых ско-

ростей (см. [1])), а функции {Tj}nj=1 задаются согласно формулам (1.10).

Ниже перечислим некоторые основные свойства ядерных функций {Tj(x)}nj=1,

{T̃j}nj=1:

(2.3) Tj(−x) = Tj(x), x ∈ [0,+∞), Tj(u) ≥ 0, u ∈ R,
∞∫
−∞

Tj(u)du = 1,

(2.4) T̃j(u) ≥ 0, u ∈ R,
∞∫
−∞

T̃j(u)du = 1, j = 1, 2, . . . , n.

Эти свойства сразу следуют из представлений (1.10) и (2.2) с учетом условий I)

и II). Из (2.3) и условия III) следует также, что

(2.5)
∞∫
−∞

uTj(u)du = 0, j = 1, 2, . . . , n.

Заметим, что в силу (2.4), (2.5) и условий a), I), III), (1.4) имеют место следую-

щие соотношения:

Lj(0) = g′(0)

∞∫
−∞

T̃j(x)dx >

∞∫
−∞

T̃j(x)dx = 1,

dLj(0)

dλ
= −g′(0)

∞∫
−∞

T̃j(x)xdx < 0,

ибо
∞∫
−∞

T̃j(x)xdx =

∞∫
−∞

x

∞∫
0

H(p)Tj(x− θjp)dpdx =
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=

∞∫
0

H(p)

∞∫
−∞

(θjp+ τ)Tj(τ)dτdp = θj

∞∫
0

pH(p)dp > 0, j = 1, 2, . . . , n.

Очевидно также, что

d2Lj(λ)

dλ2
= g′(0)

∞∫
−∞

x2T̃j(x)e−λxdx > 0, (может быть и +∞), j = 1, 2, . . . , n.

Из этих соображений немедленно следует, что

• Lj(λ) ↓ по λ в некоторых окрестностях нуля [0, rj ], j = 1, 2, . . . , n соот-

ветственно,

• функции {Lj(λ)}nj=1 выпуклы (вниз) на [0,+∞) (см. рис. 2).

Рис. 2

В дальнейшем, если не будет оговорено противное, будем считать, что

(2.6) Lj(rj) < 1, j = 1, 2, . . . , n.

Тогда согласно теореме Больцано-Коши, существуют числа σj ∈ (0, rj) такие,

что

(2.7) Lj(σj) = 1, j = 1, 2, . . . , n.
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Из монотонности функций {Lj(λ)}nj=1 следует, что числа {σj(λ)}nj=1 определя-

ются единственным образом.

Учитывая монотонность функций {Lj(λ)}nj=1, а также формулы (2.6) и (2.7)

можем утверждать, что для всех δj ∈ (0, rj − σj) имеют место неравенства

(2.8) Lj(δj + σj) < 1, j = 1, 2, . . . , n.

Рассмотрим следующие вспомогательные функции (см. [1]):

(2.9) Lj(x) := max{ηeσjx −Me(δj+σj)x, 0}, x ∈ R, j = 1, 2, . . . , n,

где

(2.10) M > η, δj ∈ (0,min{rj − σj , εσj}) , j = 1, 2, . . . , n,

— числовые параметры.

Из определения функций {Lj(x)}nj=1 сразу следует, что

(2.11) Lj(x) = 0 при x ≥ 1

δj
ln

η

M
, j = 1, 2, . . . , n,

(2.12) L1+ε
j (x) ≤ η1+εe(δj+σj)x, x ∈ R, j = 1, 2, . . . , n.

2.2. Последовательные приближения для одномерных вспомогатель-

ных уравнений. Наряду с уравнением (1.1) рассмотрим следующие одномер-

ные нелинейные интегральные уравнения типа свертки на всей прямой:

(2.13) Φj(x) =

∞∫
−∞

T̃j(x− t)g(Φj(t))dt, x ∈ R, j = 1, 2, . . . , n,

относительно искомых функций {Φj(x)}nj=1, где ядра {T̃j(x)}nj=1 задаются со-

гласно формуле (2.2). Рассмотрим следующие последовательные приближения

Дикмана (см. [1]) для уравнений (2.13):

Φ
(m+1)
j (x) =

∞∫
−∞

T̃j(x− t)g(Φ
(m)
j (t))dt, m = 0, 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , n,

где в качестве нулевого приближения берутся следующие функции:

(2.14) Φ
(0)
j (x) =

{
η, x ≥ 0,
ηeσjx, x < 0, x ∈ R, j = 1, 2, . . . , n.

Повторяя аналогичные рассуждения как в работе [1], можно убедиться в досто-

верности следующих утверждений:

1) Φ
(m)
j (x) ↓ по m, j = 1, 2, . . . , n,

2) Φ
(m)
j (x) ↑ по x на R, m = 0, 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , n,
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3) Φ
(m)
j ∈ C(R), m = 0, 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , n,

4) при δj ∈ (0,min{rj − σj , εσj}) и

M > max

{
η, max

1≤j≤n

{
cη1+εLj(δj + σj)

g′(0)(1− Lj(δj + σj))

}}
имеют место следующие неравенства:

Φ
(m)
j (x) ≥ Lj(x), x ∈ R, j = 1, 2, . . . , n, m = 0, 1, 2, . . . , n.

Таким образом, из 1)−4) следует, что последовательность непрерывных функций

{Φ(m)
j (x)}∞m=0, j = 1, 2, . . . , n имеет поточечный предел приm→∞: lim

m→∞
Φ

(m)
j (x) =

Φj(x), j = 1, 2, . . . , n. Согласно предельной теореме Б. Леви (см. [5]) функции

{Φj(x)}nj=1 являются решениями уравнений (2.13), причем из 1), 2) и 4) следует,

что

(2.15) Lj(x) ≤ Φj(x) ≤ Φ
(0)
j (x), x ∈ R, j = 1, 2, . . . , n,

(2.16) Φj(x) ↑ по x на R, j = 1, 2, . . . , n.

Так как свертка суммируемой и ограниченной функций является непрерывной

функцией на R (см. [6]), то в силу (2.15), (2.4) из (2.13) заключаем, что

(2.17) Φj ∈ C(R), j = 1, 2, . . . , n.

Из (2.15) и (2.9) следует, что

(2.18) lim
x→−∞

Φj(x) = 0, Φj ∈ L1(−∞, 0), j = 1, 2, . . . , n.

Теперь найдем пределы функций Φj(x), j = 1, 2, . . . , n, когда x→ +∞.
В силу (2.15)–(2.17) можем утверждать, что существуют

lim
x→+∞

Φj(x) = lj ≤ η,

причем lj > 0, j = 1, 2, . . . , n.

После перехода к пределу в обеих частях (2.13), когда x → +∞, с учетом

известного предельного соотношения в операции свертки (см. [7]) получим

lj = g(lj), j = 1, 2, . . . , n, lj ∈ (0, ηj ].

В силу условий a) − c) последнее возможно только тогда, когда lj = η, j =

1, 2, . . . , n. Итак, мы получили, что

(2.19) lim
x→+∞

Φj(x) = η, j = 1, 2, . . . , n.
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Совершая аналогичные рассуждения как в доказательстве леммы 2 из работы

[8], можно убедиться, что

(2.20) η − Φj ∈ L1(0,+∞), j = 1, 2, . . . , n.

3. Разрешимость уравнения (1.1) с ядром (1.11)

3.1. Последовательные приближения для уравнения (1.1) с ядром (1.11).

Рассмотрим следующие итерации для (1.1) с ядром (1.11):

(3.1)
um+1(t, x1, . . . , xn) =

=
t∫
−∞

H(t− τ)
∫
Rn
V (x1 − y1, . . . , xn − yn)g(um(τ, y1, . . . , yn))dy1 . . . dyndτ,

u0(t, x1, . . . , xn) =


η
n

n∑
j=1

eσj(xj+θjt), при xi + θit < 0, i = 1, 2, . . . , n

η, при остальных (t, x1, ..., xn).

Сперва докажем, что

(3.2) 0 ≤ um(t, x1, . . . , xn) ↓ по m.

Действительно, учитывая тот факт, что

(3.3) g′(0)

∫
R

T̃j(x− z)Φ(0)
j (z)dz ≤ Φ

(0)
j (x), x ∈ R \ R+, j = 1, 2, . . . , n

(доказательство (3.3) осуществляется прямой проверкой, рассматривая случаи

z ≥ 0 и z < 0), очевидное неравенство 0 ≤ u0(t, x1, . . . , xn) ≤ η, с учетом условия

a) из (3.1) для xj + θjt < 0, j = 1, 2, . . . , n будем иметь

u1(t, x1, . . . , xn) ≤ g′(0)

n

t∫
−∞

H(t− τ)×

∫
Rn

V (x1 − y1, . . . , xn − yn)(Φ
(0)
1 (y1 + θ1τ) + . . .+ Φ(0)

n (yn + θnτ))dy1 . . . dyndτ =

=
g′(0)

n

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
R

T1(x1 − y1)Φ
(0)
1 (y1 + θ1τ)dy1dτ+

. . .+
g′(0)

n

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
R

Tn(xn − yn)Φ(0)
n (yn + θnτ)dyndτ =

=
g′(0)

n

∫
R

Φ
(0)
1 (z1)

t∫
−∞

H(t− τ)T1(x1 + θ1τ − z1)dτdz1+
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. . .+
g′(0)

n

∫
R

Φ(0)
n (zn)

t∫
−∞

H(t− τ)Tn(xn + θnτ − zn)dτdzn =

=
g′(0)

n

∫
R

Φ
(0)
1 (z1)T̃1(x1+θ1t−z1)dz1+ . . .+

g′(0)

n

∫
R

Φ(0)
n (zn)T̃n(xn+θnt−zn)dzn ≤

≤ 1

n
(Φ

(0)
1 (x1 + θ1t) + . . .+ Φ(0)

n (xn + θnt)) = u0(t, x1, . . . , xn).

Неотрицательность функции u1(t, x1, . . . , xn) сразу следует из неотрицательно-

сти функций H,V и g(u0).

Предполагая, что um(t, x1, . . . , xn) ≥ 0 и um(t, x1, . . . , xn) ≤ um−1(t, x1, . . . , xn)

при некоторомm ∈ N, из монотонности функции g и неотрицательности ядерных

функций H и V будем иметь

um+1(t, x1, . . . , xn) ≤
t∫

−∞

H(t− τ)×

∫
Rn

V (x1 − y1, . . . , xn − yn)g(um−1(τ, y1, . . . , yn))dy1 . . . dyndτ = um(t, x1, . . . , xn).

Теперь докажем, что

(3.4) um(t, x1, x2, . . . , xn) ≥ 1

n

n∑
j=1

Φj(xj + θjt), m = 0, 1, 2, . . . ,

где функции {Φ̃j}nj=1 являются решениями уравнений (2.13) и обладают свой-

ствами (2.15), (2.16), (2.17), (2.18) и (2.19), (2.20).

Неравенство (3.4) очевидным образом выполняется при m = 0, ибо имеет

место (2.15). Предполагая, что (3.4) выполняется при некотором натуральном

m ∈ N и учитывая неравенство Иенсена для вогнутой функции g, в силу (2.2),

(2.13) из (3.1) получим

um+1(t, x1, . . . , xn) ≥
t∫

−∞

H(t− τ)×

∫
Rn

V (x1 − y1, . . . xn − yn)g

 1

n

n∑
j=1

Φj(yj + θjτ)

 dy1 . . . dyndτ ≥

≥ 1

n

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
Rn

V (x1 − y1, . . . xn − yn)g (Φ1(y1 + θ1τ)) dy1 . . . dyndτ+
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+
1

n

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
Rn

V (x1 − y1, . . . xn − yn)g (Φ2(y2 + θ2τ)) dy1 . . . dyndτ+

+ · · ·+ 1

n

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
Rn

V (x1 − y1, . . . xn − yn)g (Φn(yn + θnτ)) dy1 . . . dyndτ =

=
1

n

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
R

T1(x1 − y1))g (Φ1(y1 + θ1τ)) dy1dτ+

+
1

n

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
R

T2(x2 − y2))g (Φ2(y2 + θ2τ)) dy2dτ + · · ·+

+
1

n

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
R

Tn(xn − y1))g (Φn(yn + θnτ)) dyndτ =

=
1

n

∫
R

T̃1(x1+θ1t−z1)g(Φ1(z1))dz1dτ+· · ·+ 1

n

∫
R

T̃n(xn+θnt−zn)g(Φn(zn))dzndτ =

=
1

n

n∑
j=1

Φj(xj + θjt).

Итак, из (3.2) и (3.4) получаем поточечную сходимость последовательности

{um(t, x1, . . . , xn)}∞m=0 : lim
m→∞

um(t, x1, . . . , xn) = u(t, x1, . . . , xn), причем предель-

ная функция u(t, x1, . . . , xn) согласно теореме Б. Леви удовлетворяет уравнению

(1.1) с ядром (1.11). Из (3.2) и (3.4) следует также двусторонняя оценка для

построенного решения u :

(3.5)
1

n

n∑
j=1

Φj(xj + θjt) ≤ u(t, x1, . . . , xn) ≤ u0(T, x1, . . . , xn),

t ∈ (−∞, T ], (x1, x2 . . . , xn) ∈ Rn.

Так как u ∈M((−∞, T ]×Rn), H ∈ L1(R+) и V ∈ L1(Rn) (здесьM((−∞, T ]×Rn)

— пространство ограниченных функций на множестве (−∞, T ]×Rn), то из (1.1)

и (1.11), в силу непрерывности сверки суммируемых и ограниченных функций

следует, что

(3.6) u ∈ C((−∞, T ]× Rn).

В (3.5) вместо переменной t взяв t = T, получим

1

n

n∑
j=1

Φj(xj + θjT ) ≤ u(T, x1, . . . , xn) ≤ u0(T, x1, . . . , xn),
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из чего в силу (2.19) и (2.14) следует, что

(3.7) lim
x1→+∞

lim
x2→+∞

. . . lim
xn→+∞

u(T, x1, . . . , xn) = η.

Так как t ∈ (−∞, T ], T < +∞, то из (2.18) и (2.14) следует, что

(3.8) lim
x1→−∞

lim
x2→−∞

. . . lim
xn→−∞

u(t, x1, . . . , xn) = 0.

В силу (3.7) и (3.8) из (2.18) и (2.20) можем утверждать также, что

(3.9)
η − u(T,+∞, . . . ,+∞, xj ,+∞, . . . ,+∞) ∈ L1(0,+∞),

u(t,−∞, . . . ,−∞, xj ,−∞, . . . ,−∞) ∈ L1(−∞, 0), t ∈ (−∞, T ], j = 1, . . . , n.

Итак, на основе вышеизложенного справедлива следующая

Теорема 3.1. Пусть выполняются условия (1.4), I) − III), (2.6) и a) − c).

Тогда уравнение (1.1) с ядром (1.11) обладает положительным нетривиальным

ограниченным и непрерывным на (−∞, T ] × Rn решением u(t, x1, . . . , xn). Более

того, данное решение обладает дополнительными свойствами (3.5), (3.7)–(3.9).

Замечание 3.1. Следует отметить, что теорема 1 дополняет теорему су-

ществования, доказанной в работе [4]. Дело в том, что в работе [4] функция

λ0 удовлетворяет сильному ограничению: λ0 6≡ 1.

Замечание 3.2. Нетрудно убедиться, что всевозможные сдвиги решения u(t,

x1, . . . , xn) (по переменным (x1, . . . , xn)) также являются решениями уравне-

ния (1.1) с ядром (1.11). Действительно, из (1.1) и (1.11) с помощью замены

переменной будем иметь
t∫

−∞

H(t−τ)

∫
Rn

V (x1−z1, x2−z2, . . . , xn−zn)g(u(τ, z1+β1, . . . , zn+βn))dz1 . . . dzndτ =

=

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
Rn

V (x1 + β1 − y1, x2 + β2 − y2, . . . , xn + βn − yn)×

×g(u(τ, y1, . . . , yn))dy1 . . . dyndτ = u(t, x1 + β1, . . . , xn + βn).

Таким образом, мы получаем n-параметрическое семейство решений вида

uβ1,...,βn(t, x1, . . . , xn) := u(t, x1 + β1, . . . , xn + βn),

где u(t, x1, . . . , xn) — основное решение уравнения (1.1) с ядром (1.11), постро-

енное при помощи последовательных приближений (3.1), а β1, . . . , βn — произ-

вольные вещественные параметры.
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3.2. Единственность решения в определенном конусном отрезке. Возни-

кает естественный вопрос: является ли единственным решение u(t, x) уравнения

(1.1) с ядром (1.11) в конусном отрезке 1

n

n∑
j=1

Φj(xj + θjt), u0(t, x1, ..., xn)


Ответ на этот вопрос дает следующая теорема:

Теорема 3.2. При условиях теоремы 1 уравнение (1.1) с ядром (1.11) не может

иметь более одного решения в следующем классе непрерывных функций:

M := {u ∈ C((−∞, T ]× Rn) :

1

n

n∑
j=1

Φj(xj + θjt) ≤ u(t, x1, . . . , xn) ≤ u0(t, x1, . . . , xn)


Доказательство. Предположим обратное: уравнение (1.1) с ядром (1.11) об-

ладает двумя решениями u, ũ ∈M. Сперва, учитывая следующие простые нера-

венства:

Lj(x) ≥ ηeσjx −Me(δj+σj)x, Lj(x) ≥ 0, x ∈ R, j = 1, 2, . . . , n,

оценим разность(
Φ

(0)
j (xj + θjt)− Φj(xj + θjt)

)
e−(xj+θjt)(δj+σj) ≤

≤

{
ηe−(xj+θjt)δj − ηe−(xj+θjt)δj +M, если xj + θjt ≤ 1

δj
ln η

M ,
ηe−(xj+θjt)(δj+σj), если xj + θjt >

1
δj

ln η
M

≤

≤

M, если xj + θjt ≤ 1
δj

ln η
M ,

ηe
−(δj+σj)

δj
ln η
M , если xj + θjt >

1
δj

ln η
M

≤ η max
1≤j≤n

(
M

η

)1+
σj
δj

:= Λ,

ибо

η max
1≤j≤n

(
M

η

)1+
σj
δj

≥M.

Итак, мы получили следующую априорную оценку сверху:

(3.10)

(
Φ

(0)
j (xj + θjt)− Φj(xj + θjt)

)
e−(xj+θjt)(δj+σj) ≤ Λ < +∞,

xj ∈ R, θj > 0, t ∈ (−∞, T ], j = 1, 2, . . . , n.

Так как u, ũ ∈M, то в силу (3.10) имеем

|u(t, x1, . . . , xn)− ũ(t, x1 . . . , xn)| ≤ 1

n
Λ

n∑
j=1

e(xj+θjt)(δj+σj),
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из которого следует, что

(3.11)
α := sup

(t,x1,...,xn)∈(−∞,T ]×Rn


 n∑
j=1

e(xj+θjt)(δj+σj)

−1×
|u(t, x1, . . . , xn)− ũ(t, x1, . . . , xn)|} ≤ Λ

n
< +∞.

С другой стороны, поскольку конусной отрезок [0, η] в себе содержит 1

n

n∑
j=1

Φj(xj + θjt), u0(x1, ..., xn)


и функция g обладает свойствами a) − c) (см. рис. 3), то для u, ũ ∈ M имеет

место следующее неравенство:

(3.12) |g(u)− g(ũ)| ≤ g
′
(0)|u− ũ|

Рис. 3

Таким образом, учитывая (3.11), (3.12), из (1.1) и (1.11), будем иметь

|u(t, x1, . . . , xn)−ũ(t, x1, . . . , xn)| ≤ g
′
(0)

t∫
−∞

H(t−τ)

∫
Rn

V (x−y)|u(τ, y)−ũ(τ, y)|dydτ ≤

≤ αg
′
(0)

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
Rn

V (x1 − y1, . . . , xn − yn)

n∑
j=1

e(yj+θjτ)(δj+σj)dy1 . . . dyndτ =

= αg
′
(0)

n∑
j=1

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
R

Tj(xj − yj)e(δj+σj)(yj+θjτ)dyjdτ =
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= αg
′
(0)

n∑
j=1

t∫
−∞

H(t− τ)

∫
R

Tj(xj − zj + θjτ)e(δj+σj)zjdzjdτ =

= αg
′
(0)

n∑
j=1

∫
R

e(δj+σj)zj
t∫

−∞

H(t− τ)Tj(xj − zj + θjτ)dτdzj =

= αg
′
(0)

n∑
j=1

∫
R

e(δj+σj)zj
∞∫
0

H(p)Tj(xj + θjt− zj − θjp)dpdzj =

= αg
′
(0)

n∑
j=1

∫
R

T̃ (xj + θjt− zj)e(δj+σj)zjdzj =

= αg
′
(0)

n∑
j=1

∫
R

T̃ (lj)e
(δj+σj)(xj+θjt)e−(δj+σj)ljdlj =

= α

n∑
j=1

e(δj+σj)(xj+θjt)Lj(δj + σj) ≤ α max
1≤j≤n

Lj(δj + σj)

n∑
j=1

e(δj+σj)(xj+θjt).

Из полученной оценки следует, что

(3.13) α ≤ α max
1≤j≤n

Lj(δj + σj).

Так как δj ∈ (0,min{εσj , rj − σj}) для всех j = 1, 2, . . . , n, то

(3.14) ρ := max
1≤j≤n

Lj(δj + σj) < 1.

Из (3.13) и (3.14) получаем, что α = 0. Следовательно,

u(t, x1, . . . , xn) = ũ(t, x1, . . . , xn), t ∈ (−∞, T ], (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Тем самым, теорема полностью доказана.

Замечание 3.3. Следует отметить, что если первые моменты ядер {Tj(x)}nj=1

отрицательны и существуют числа r̃1, r̃2, . . . , r̃n (r̃j > 0, j = 1, 2, . . . , n) такие,

что Lj(−r̃j) < 1, j = 1, 2, . . . , n, то тогда сперва при помощи следующих по-

следовательных приближений:

Φ
(m+1)
j (x) =

∞∫
−∞

T̃j(x− t)Φ(m)
j (t)dt, j = 1, 2, . . . , n,

Φ
(0)
j (x) =

{
η, если x ≤ 0,
ηe−σ̃jx, если x > 0,

m = 0, 1, 2, . . .

(где Lj(−σ̃j) = 1, j = 1, 2, . . . , n) строятся ограниченные решения одномерных

уравнений (2.13) (Φ
(m)
j (x) ≥ Lj(−x), x ∈ R, m = 0, 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . , n),

затем опять с применением итерационного процесса (3.1) для уравнения (1.1)
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(с ядром (1.11)) доказывается существование ограниченного положительного

непрерывного на (−∞, T ]×Rn решения u(t, x1, . . . , xn). Данное решение обладает

следующими свойствами:

1) 1
n

n∑
j=1

Φ̃j(xj + θjt) ≤ u(t, x1, . . . , xn) ≤ 1
n

n∑
j=1

Φ̃
(0)
j (xj + θjt),

t ∈ (−∞, T ], (x1, . . . , xn) ∈ Rn, θj > 0, j = 1, 2, . . . , n,

где Φ̃j(x) := lim
m→∞

Φ
(m)
j (x), j = 1, 2, . . . , n,

2) lim
x1→−∞

lim
x2→−∞

. . . lim
xn→−∞

u(T, x1, x2, . . . , xn) = η,

3) lim
x1→+∞

lim
x2→+∞

. . . lim
xn→+∞

u(t, x1, x2, . . . , xn) = 0, ∀t ∈ (−∞, T ],

4) η − u(T,−∞, . . . ,−∞, xj ,−∞, . . . ,−∞) ∈ L1(0,+∞),

u(t,+∞, . . . ,+∞, xj ,+∞, . . . ,+∞) ∈ L1(−∞, 0)

по xj для всех t ∈ (−∞, T ], j = 1, 2, . . . , n,

5) Решение единственно в следующем классе функций: M∗ :={
u ∈ C((−∞, T ]× Rn) : 1

n

n∑
j=1

Φ̃j(xj + θjt) ≤ u(t, x1, . . . , xn) ≤ 1
n

n∑
j=1

Φ̃
(0)
j (xj + θjt)

}
Замечание 3.4. Совершая аналогичные рассуждения как при доказательстве

теоремы 2, для последовательных приближений (3.1) можно получить следу-

ющую оценку:

(3.15) αm ≤ αm−1ρ, m = 1, 2, . . . ,

где

αm := sup
(t,x1,...,xn)∈(−∞,T ]×Rn

 n∑
j=1

e−(δj+σjt)(xj+θjt)

−1×
|um+1(t, x1, . . . , xn)− um(t, x1, . . . , xn)|,

а число ρ < 1 задается согласно (3.14).

Из оценки (3.15) методом математической индукции легко можно доказать,

что

(3.16) αm ≤ α0ρ
m, m = 1, 2, . . . .

Таким образом, в силу (3.16) можем утверждать, что последовательности функ-

ций

Qm(t, x) :=

 n∑
j=1

e−(δj+σj)(xj+θjt)

−1 um(t, x), x = (x1, . . . , xn), m = 1, 2, . . .

являются равномерно сходящимися на множестве (−∞, T ]× Rn.
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Замечание 3.5. Заметим, что при условиях теоремы 1 уравнение (1.1) с яд-

ром (1.11) в следующем классе непрерывных функций:

P :=

{
f(t, x) : 0 < inf

(t,x)∈(−∞,T ]×Rn
f(t, x) ≤ f(t, x) ≤ η, t ∈ (−∞, T ], x ∈ Rn

}
имеет только одно тривиальное решение u(t, x1, . . . , xn) ≡ η.

Действительно, если обозначить через

α := inf
(t,x)∈(−∞,T ]×Rn

u(t, x) > 0,

то из уравнения (1.1) с учетом (1.11), (1.4), (1.9) и монотонности функции g

на отрезке [0, η] будем иметь

u(t, x1, . . . , xn) ≥
t∫

−∞

H(t−τ)

∫
Rn

V (x1−y1, x2−y2, . . . , xn−yn)g(α)dy1 . . . dyndτ = g(α),

откуда, в частности, следует, что α ≥ g(α). Но, с другой стороны, в силу

вогнутости функции g и свойств a)− c) :

g(α) ≥ α

(ибо α ∈ (0, η]). Следовательно, g(α) = α. Так как α ∈ (0, η] и g — вогнутая

функция на отрезке [0, η], то α = η. Прямой проверкой можно убедиться, что

u ≡ η удовлетворяет уравнению (1.1). Таким образом, если u ∈ P и является

решением уравнения (1.1), то u ≡ η.

4. Приложение

Ниже приведем прикладные примеры ядерных функцийH, V и нелинейности

g, для которых выполняются все условия доказанных теорем.

В математической теории географического распространения эпидемии возни-

кают нелинейные интегральные уравнения вида (1.1) с ядром (1.11), в которых

функции H и V допускает следующие представления (см. [1]–[2]):

(4.1) H(τ) = ae−aτ , τ ≥ 0, a > 0, n = 2, V (z1, z2) =
1

π
e−(z

2
1+z

2
2), z1, z2 ∈ R,

а нелинейность g(u) имеет вид:

(4.2) g(u) =
µS0

a
(1− e−u), u ≥ 0, µ > 0, S0 > 0.

В теории географического распространения эпидемии неравенство

(4.3)
a

µS0
< 1
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называется пороговым условием: это критическое число зараженных лиц, выше

которого эпидемию невозможно остановить.

На этом примере убедимся, что все условия теорем 1 и 2 выполняются.

Очевидным образом приведенные функции H и V удовлетворяют условиям

(1.4), I)−III). Из порогового условия (4.3) сразу следует, что для функции вида

(4.2) существует

g
′
(0) := γ =

µS0

a
> 1.

Убедимся, что

g(u) ≤ µS0

a
u, u ≥ 0.

Действительно, последнее неравенство сразу следует из следующего известного

неравенства: e−u ≥ 1−u, u ∈ R. Так как g
′′
(u) = −µS0

a
e−u < 0, то функция g(u)

будет вогнутой. Для функции вида (4.2) проверим теперь неравенство

(4.4) g(u) ≥ g
′
(0)u− cu1+ε, u ≥ 0,

Последнее равносильно неравенству

(4.5)
µS0

a
(1− e−u) ≥ µS0

a
u− cu1+ε, u ≥ 0.

При ε = 1, c = µS0

2a данное неравенство примет следующий вид:

(4.6) 1− e−u ≥ u− u2

2
, u ≥ 0.

Докажем неравенство (4.6). Рассмотрим функцию

χ(u) = 1− e−u − u+
u2

2
, u ≥ 0.

Заметим, что χ(0) = 0, χ
′
(u) = e−u − 1 + u ≥ 0, u ≥ 0. Следовательно, (4.4)

выполняется.

Проверим теперь выполнение условия (2.6) для ядерных функций вида (4.1).

Во-первых заметим, что тогда функции {Tj(x)}j=1,2 имеют следующий вид:

T1(x) = T2(x) =
1√
π
e−x

2

, x ∈ R

и, следовательно, в силу (2.2) имеем

Lj(λ) = g
′
(0)

∞∫
−∞

T̃j(x)e−λxdx =
µS0

a

∞∫
−∞

e−λx
∞∫
0

H(p)Tj(x− θjp)dpdx =

=
µS0√
π

∞∫
0

e−ap
∞∫
−∞

e−(x−θjp)
2

e−λxdxdp =
µS0√
π

∞∫
0

e−(a+λθj)pdp

∞∫
−∞

e−z
2

e−λzdz
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=
µS0

(a+ λθj)
√
π
eλ

2/4

∞∫
−∞

e−(z+λ/2)
2

dz =
µS0

a+ λθj
eλ

2/4.

Зафиксируем параметры {θj}j=1,2, µ, a, S0 и исследуем функции Lj(λ) =
µS0e

λ2/4

a+ λθj
,

j = 1, 2. Заметим, что Lj(0) =
µS0

a
> 1 и

dLj(λ)

dλ
=
µS0e

λ2/4(aλ+ λ2θj − 2θj)

2(a+ λθj)2
.

Следовательно, функции Lj(λ) ↓ по λ на

−a−
√
a2 + 8θ2j

2θj
,
−a+

√
a2 + 8θ2j

2θj

,
j = 1, 2 и rj :=

√
a2+8θ2j−a

2θj
являются точками минимума функций Lj(λ), j = 1, 2.

Теперь числа {θj}j=1,2 выберем так, чтобы

Lj(rj) < 1, j = 1, 2.

Используя следующее простое неравенство:

e

(√
a2+8θ2

j
−a

4θj

)2

< e1/2

имеем

Lj(rj) <
2µS0e

1/2

a+
√
a2 + 8θ2j

< 1

при

θj >

√
µS0e1/2(µS0e1/2 − a)√

2
, j = 1, 2

ибо µS0 > a (см. пороговое условие).

В конце приведем еще один пример нелинейности g(u), имеющей приложение

в теории географического распространения эпидемии:

g(u) = γu− γu2, u ≥ 0,

где γ > 1 — числовой параметр.

Очевидно, что если в этом случае в качестве η выбрать η = γ−1
γ , то g ↑ на

[0, η], g(0) = 0, g(η) = η, g — вогнутая функция на отрезке [0, η], g′(0) = γ >

1, c = γ, ε = 1. Здесь также волновые скорости {θj}j=1,2 можно подобрать так,

чтобы выполнялись условия (2.6).

Выражаем благодарность рецензенту за полезные замечания.

Abstract. Amultidimensional integral equation of the convolution type with concave

nonlinearity is investigated. This equation meets in the mathematical theory of the

geographical spread of the epidemic. The combination of well-known multidimensional
47



Х. А. Хачатрян, А. С. Петросян

methods and operator methods for constructing invariant cone segments for such

operators with methods of the theory of integral operators of convolution type and

limit theorems of function theory allow us to prove the existence of positive bounded

solutions for such equations. The asymptotic behavior of the constructed solutions is

also studied. In a concretely chosen cone segment, the uniqueness of the solution is

also proved. Specific applied examples of these equations are given.
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