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Получена асимптотика функции Грина «а оптической глубине 'о однородной полу- 
бесконечяон среды, имеющей на гравкцг точечный источник. Найдено асимптотическое 
выражение для интенсивности излучения, пропущенного Ьднородным слоем' оптической 
толщины То֊ когда на его первой правице находится точечный источник. ‘Полученные 
асимптотики справедливы при выполнении условия \Ь/У— 0 (1) при —оо, где 

• Ь — минимальное оптическое расстояние от приемника до нормали к границе среды, 
проходящей через источник.

1. Введение. Из-за относительной простоты структуры асимптотиче­
ских решений уравнения переноса излучения они представляют значитель­
ный интерес для самой теории переноса и ее приложений в астрофизике, 
гидрооптике, оптике рассеивающих сред. Наиболее подробно к настояще­
му времени исследованы асимптотические свойства полей излучения для 
таких ситуаций, когда среда и источники обладают плоскопараллельной 
симметрией |(см., например, [1—13]). Ряд асимптотических решений урав­
нения переноса для однородных шара и сферической оболочки, содержа­
щих сферически симметричные изотропные источники различных частных 
типов, найден в работах [1, 13—22]. Асимптотики функций Грина для 
случая бесконечных однородных сред, в которых находятся изотропные 
(точечный, линейный) и мононаправленные (точечный, линейный) источ­
ники получены соответственно в статьях [21—26] (в [21] найдено и явное 
выражение для функции Грина). В работах [15—18, 23] предполагалось, 
что индикатриса рассеяния является сферической. Асимптотические выра­
жения для интенсивностей излучения, выходящего из однородных шара и 
цилиндра, содержащих соответственно ֊в центре и на оси симметрии точеч­
ный и линейный мононаправленные источники, найдены в заметке [26]. 
В статьях [27, 28] получены асимптотики для потоков излучения в опти­
чески толстых невогнутых рассеивающих средах.
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Следует отметить, что значительная часть асимптотик, найденных в 
указанных выше публикациях, была получена с помощью одной общей 
идеи, фактически применявшейся в классических работах [1—3]. В общем 
случае ее можно сформулировать следующим образом: асимптотические 
решения уравнения переноса для рассеивающих тел некоторой конфигу­
рации возможно находить из выражений типа соотношений инвариантно­
сти (или интегральных соотношений) посредством подстановки в них из­
вестных асимптотик, входящих в эти выражения величин. При реализации 
данной идеи наиболее удобно использовать такие соотношения, в которые 
входят решения относительно просто решаемых канонических задач тео­
рии переноса для сред более простой формы по сравнению с конфигура­
цией исследуемого объекта.

Исследования, выполненные в работах '[14, 19—21, 23—26], указы­
вают на то, что в ряде случаев через функции, описывающие асимптотиче­
ские свойства полей излучения в классических задачах [1—3] о глубин­
ном режиме в полубеоконечной среде и о диффузном пропускании оптиче­
ски толстого слоя при облучении их бесконечно широкими мононаправлен- 
ными пучками излучения, выражаются асимптотики решений уравнения 
переноса в шаре и цилиндре.

В данной работе на основе сформулированных выше соображений бу- 
детЬ показано, что, когда точечные источники и точки «наблюдения» уда­
лены друг от друга на большое оптическое расстояние и лежат «достаточ­
но близко» (точный смысл, вкладываемый в это понятие будет указан ни­
же) от некоторой прямой, перпендикулярной >к границам полубесконечной 
среды и плоского слоя, можно найти асимптотики, которые имеют много 
общего с асимптотическими выражениями, полученными в [1—3] для ука­
занных в предыдущем абзаце классических задач. Полученные в статье 
результаты можно использовать при проведении расчетов и оценок харак­
теристик полей излучения, сформировавшихся в пылевых туманностях, 
когда они облучаются излучением звезд (или группы звезд), которые на­
ходятся внутри них или за их пределами.

2. Исходные соотношения. Для получения асимптотик интенсивностей 
излучения, выходящего из полубесконечной среды И(о, ~) и пропущенного 
оптически толстым слоем при наличии в них соответственно на оптической 
глубине т0 (т0-» оо) и на первой границе слоя точечных мононаправлен- 
ных стационарных источников, можно воспользоваться стационарными 
аналогами соотношения инвариантности (12) из работы [29]. Оно связывает 
между собой функцию Грина для бесконечной среды И« с объемной и 
поверхностной функциями Грина для тела V, ограниченного произволь­
ной невогнутой поверхностью 5 (имеются в виду функции Грина неста- 
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цяонарного уравнения переноса). Стационарный аналог этого выражения 
(схема получения такого рода соотношений изложена в [28. 30]) можно- 
записать в следующем виде:

<?♦ й, ■«*. $*. И = G-(x> ֊> Т*. $*) +

_|_ J_ Г („".Q") G- (?, 7», 2») Р(.._) rfQ". (1)

О_

Здесь (?*(...) и G« (...)—объемные функции Грина стационарного 
уравнения переноса, записанного в безразмерных переменных соот­
ветственно для V и К- (при этом И™ должна содержать часть, кото­
рая имеет геометрические и оптические характеристики, идентичные 

реализуемым в И); оптический радиус-вектор х* и единичный вектор 

2’ задают положение и направление испускания излучения точечного 
о 

мононаправлённого источника (считаем, что он расположен в V — 
— символ \ обозначает операцию разности двух множеств),

а х, х" и 2, 2" (| 2 | = | Q'| = 1) определяют аналогичные характери­
стики для точек „наблюдения" (в (1) считается, что они лежат на 5); 

п" — внешняя нормаль к 5 в точке, фиксируемой концом оптического 

радиус-вектора х"(|п"|=1); 2_ — полусфера, задаваемая условием 
(п"-2*)<0; Р(...)= Р(< 2", Т, 2, И) = (и/(п -2)) Gj(x", —2", 7,-2, 
И) — обобщенный коэффициент яркости [29] (G$(...) — поверхностная 

функция Грина для И; п — внешняя нормаль к 5 в точке, определяе­

мой т (|n|= 1)). При записи выражения (1) предполагалось, что век­

тор 2 удовлетворяет условию (2-п)>0.
'При выводе искомых асимптотик нам фактически понадобятся 

тольк'о два частных варианта соотношения (1). Первый из них не­
трудно получить из (1) посредством формальной замены V на И(о, 
(границу V(o,.) обозначим через 50). Если предположить, что V- со­
стоит из двух полупространств (одно из них должно быть чисто пог­
лощающей средой, т. е. в ней X = 0, где X — вероятность выживания 
кванта) и И = 1Л — слой, одна из границ которого совпадает с поверх­
ностью раздела двухслойной среды И» (другую границу, слоя обозна­
чим через. 5а), то из (1) найдем второе соотношение. Везде далее- 
будем считать, что И(о, и являются однородными средами (бу­
дем также дополнительно предполагать, что в первом соотношении-
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И» — однородная бесконечная среда). Для записи указанных выше 
вариантов соотношения (1) в развернутой форме используем прямо­
угольную декартову систему координат OXYZ, в которой будем за­

давать векторы ", -* = (х, у, z); t" = (х", у", z" т* = (х*, у*,
х*)). Пусть плоскость OXY этой системы совпадает соответственно с 
So, когда V — Ию,«), и С 5։ (5։ — первая граница И։) при V = И։. 
Будем считать, что направление оси OZ совпадает с направлением 

внутренней нормали к 5П или S,. Нормированные векторы 2, 2*, 2" 

будем характеризовать косинусами р, р*, р" углов, которые й, 2*, '2՞ 
■образуют с осью OZ, а также соответствующими азимутальными уг­
лами <р, ср*, ср". Учитывая сказанное, отмеченные ранее частные слу- 
•чаи соотношения (1) можно представить в таком виде:

(7(0, -)(х, у, 0; р, х*. у*, z*; р*, <р*) =

= G. (х, у, 0; р, ср; х*, у*, г*; р*, <р*) —
1 2г

~FpTJJ dx"d9' у"՝0: ։Л z*՛ y*։ 2*։ |Л ?*) х
и О •

X Gs(x", у", 0; — р", + к; х, у, 0; — р, <р 4֊ я; И(о, ->) </<р"; (2)

G*(x, у՛ 'о- <р; **> у*, 0; р*. <р*; ^i) =

= Gto, (х, у, t0; р, ср; X*, у*, 0; р*, <f»*) + 
0 2к

■+ — f \dx"dy" С pW'I'^o.-Ux՞, у", ТО; р", х*, у*, 0; р*. <?*) X
Н U о *) V

St -1 i»

X Gs(x", у", т0; — р"» <р" + X, у, То; — р, Cf> -{-it; И^е/ср", (3)

где Сю,2, t*, 2*) = (7(о, -)(х, у, z‘, р, «р; х*, у*, z*; р*, <р*) — 
функция Грина уравнения переноса излучения для И(о, »>; т0 — опти­
ческая толщина слоя И։. При этом надо считать, что р удовлетво­
ряет неравенству р<СО в выражении (2) и р>0 в формуле (3).

Соотношения (2), (3) указывают только на общую связь, существую­
щую между объемными и поверхностными функциями Грина для беско­
нечной, полубесконечной сред и плоского слоя. Однако, в соответствии с 
общей идеей, кратко изложенной во введении, для получения в явном виде 
асимптотик величин Gto,G* (...) необходима дополнительная со­
держательная информация об асимптотическом поведении функций 
G_ (...) и G(o.^) (...), входящих соответственно в (2) и (3). В качестве 
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таковой сначала будет использована асимптотика для Gx (...), найден­
ная в работах [24,25] различными методами. В следующем разделе 
на основе (2) и этой асимптотики будет получено асимптотическое 
выражение для G<o,«)(...). Оно, в свою очередь, в последнем разделе 
работы наряду с (3) будет использовано при выводе асимптотиче­
ского соотношения для G, (...). Теперь выпишем указанную асимпто­
тику для G« (...) в следующем виде [26]:

g.(>, у", у*) = ։-(1x1)I-(jS)+
2к’М|т*֊т*|

+ 7J (< 2", >, а*), 7) (...) = (4).

q. = 0 ( р - Г1 exp (- i | ? - |)),

оо (0<Х<1),

где к — наименьший неотрицательный корень характеристического 
уравнения; /(...)—глубинное тело яркости (будем считать, что эта 

1 1
функция нормирована условием J i(ц) dp = (2/).) [3]); Л/=2 J pz’(p)</p;

-1 —1—* -*■ 
|*lf >4 — косинусы углов соответственно между 2", 2* и направленным 
отрезком, соединяющим источник с точкой „наблюдения“, определяе­

мой т"; д։ — обобщенная функция, описывающая прямое и первые 
кратности рассеянного излучения (ее явный вид приведен в моногра­
фии [31]), — ограниченная функция.

Следует подчеркнуть, что предварительно проинтегрированное 
по полной единичной сфере 2 (переменной интегрирования является 

а*) соотношение (2) можно использовать для вывода асимптотики, 
функции Грина G(0, ~) (", 2, '*) = Jg.q,-j(", 2, t*, 2*) d2*, когда. 

точка „наблюдения“ расположена на границе So среды _), а то­
чечный изотропный источник в глубине полубесконечной среды. При 

этом следует воспользоваться асимптотикой функции Грина G» (т, 2, 
"*)=Jg„(t, Q, t*, 2*)rf2* при 11 —1*[— jo для случая бесконечной 

однородной среды И«, содержащей точечный изотропный источник. 

Отметим, что наличие точного выражения [21] для G«(՜, fi, т*) дает 
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возможность в принципе весьма надежно оценить остаточные члены 
асимптотики этой величины и других асимптотических выражений, по­
строенных на ее основе. Соотношение же (4) позволяет оценить 
только порядок остаточных членов искомых асимптотик для функций 
С(о. С* (...).

3. Асимптотика функции Грина в глубине полу бесконечной однород­
ной среды, имеющей на границе точечный мононаправленный источник. 
Пусть ид оптической глубине т0 (т. е. х* = "0) полубесконечной среды 

находится точечный . мононаправленный „источник“ вида о (т — т*)Х 

Х8(2 —2*) (в отличие от (1)—(3) ограничений на 2 здесь не нак­
ладывается). Обозначим через Ф =У (х — х*)’ + (у —д*)3 минимальное 
расстояние между источником и нормалью к 5"0, проведенную через 
точку „наблюдения“ (х, д, 0). Будем предполагать, что величина 
удовлетворяет условию (,(//Уг0) — о(1) при т0—* оо. Найдем с помощью 
(2) и (4) асимптотическое выражение для функции Грина <7(о։ (...)
при "0 -» ос. Для этого выделим область в виде круга с цен­
тром в точке .наблюдения“ и оптическим радиусом, равным т1։ для 
которого выполняется соотношение ("ч/У хо) = о(1) при т0 —► оо (при 
этом ч՜' °°г когда т0—>оо). Нетрудно показать, что при сделанных 
предположениях имеют место следующие асимптотики:

I I = ■'о + О (V’ (С, + </)’),

Н = ֊н' + О(’0-’(’1 + <0). (5)

И։ = — И* + О(т֊3 (т։ + </)), т0 — со.

В (5) радиус-вектор ■г" должен задавать точку на 5о, т. е. г" —О,. 
У(х" — х)а + (у"— д)3 Если теперь представить „поверхностный 
интеграл“ в выражении (2) в виде суммы „интегралов“ по 5о и 50\ 
\5о, то с помощью (4), (5), ряда элементарных преобразований и 
оценок можно получить такую асимптотическую формулу:

<?(о, -)(х, д, 0; — | р|. <р; х*. у*, т0; р*, <р*) =

= ‘ (֊ Р*) R (I РI) ֊ Л ( [ Х
2«’Мт0, [ |и յ

0
2х

X ^(х*, д", 0; — р*,'?"+«; х, д, 0; 1 р |, <р + *5 И(о.-)) •+֊ '

О
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Ч֊7! (b 2, й*) + Чз> 9з = о('го1ехР(~^со))> . (6)

= о(1), 'о-*03.

* = (х, у, 0), 7* = (х*, у*. '0) (0<Х<1, р<0).

При выводе (6) было сделано физически оправданное допущение о 
непрерывной зависимости функции /(։՝') от аргумента |л' (;[—!, 1], а 

также принято во внимание соотношение (1/1 (п-֊) | )€։.$■ (-", —й", т, 

— 2, И(0, 2» < 2՞)« полученное с учетом принципа вза­
имности [32]. Нетрудно убедиться в том, что выражение, стоящее в 
квадратных скобках в (6) равно

о

»(li‘D + 2 (|р"1, 1и!Н;Л . (7)
-1

где р(°п — нулевая азимутальная гармоника коэффициента отра­
жения от полубесконечной среды [3]. Согласно формуле (53) работы 
-[3] соотношение (7) равно .Ми(|;*|), где и(...)— коэффициент пропу­
скания полубесконечной среды [3]. С учетом сказанного из (6) нахо­
дим следующую асимптотику:

G.o, ») (х, у, 0; — | р|, <р; х*, у*, т0; (Л <р’) = ՛

= 71(л, у, 0; — |р|, <р; х*. у*, t0; и*, ?*) Ч-ç;i 4՜

+ ЛеХР(.7-Ьо) 7(֊Р*)л(|р|). (8)

-4^=о(1), х0-^со (0<Х<1).
• V *0

"Так как согласно принципу . взаимности С(о. —2*. — 2) =

= G(o, -) (t, й, t*, 2*), то правая часть выражения (8) является также 
искомой асимптотикой для функции Грина, когда точка „наблюдения“ 

(теперь она задается вектором т* = (х*, у*, "0)) находится в глубине 
полубесконечной однородной среды И<п, ֊), а точечный мононаправлен- 
ный источник расположен на ее границе в точке (х, у, 0). Заметим, 
что условие {d!y t0) = о(1) при т0 — со (см. также аналогичное усло­
вие в следующем пункт?) придает точный смысл понятию „достаточно 
близкого расположения“ источника и точки „наблюдения“ от прямой, 
перпендикулярной So.
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Если на оптической глубине т0 среды И(о, .) находится точечный 
■* -*

изотропный „источник“ о(т — т*)։ то принимая во внимание нормиров­
ку функции /(...), указанную выше, получим из (8) такое асимптоти­
ческое выражение:

Gro,2, "*)= G(o,->(х, у, 0; — |р|,_ ф; х*, у*, т0) = 

= Х*(х, у, 0; -|р|, ф; х*, у*. т0) + д3 + 2ЛехР-<~±-°1 н (| р|)։, (9)
'֊«'о

1?* (х, у, 0; - | р|, ф; х*. у*, т0) = 
1 2г.

= f rfp* j\(x, у, 0; — |р|, ф; х*, у*, ТО; Р*. ?*)</ф*. 

-1 0
Чз^^Чз^*, —i=r = о(1), -0֊» оо (0 < к< 1).

J V \ •

Заметим, что выражения (9) и (8) формально схожи с асимптотиками, 
найденными в работах [21, 26] дл'я случая оптически толстого шара, со­
держащего в центре соответственно точечные изотропный и мононаправ- 
ленный источники.

Следует отметить работу [33], в которой на оснозе анализа уравне­
ний для пространственных моментов была найдена асимптотика функции 
Грина в глубине полубесконечной среды Ию, -), имеющей на границе то­
чечный мононаправленный источник, испускающий излучение в наятрав- 
лёнии внутренней нормали к ее границе. При этом в [33] делалось пред­
положение о возможности представления поля излучения в глубине 
Ию, ~) на плоскости, параллельной So, в виде двумерного нормального 
закона распределения. Выражение (8) является обобщением полученной 
в [33] асимптотики для указанной функции Грина.

4. Асимптотическое выражение для поверхностной функции Грина 
оптически толстого однородного слоя. Пусть на первой границе Si слоя 
Vt находится точечный мононаправленный источник, расположенный в 

точке (х*, у*, 0). Точку1 „наблюдения“ расположим на второй границе 

5։ слоя Ц (т. е. зададим ее вектором т = (х, у, т0)). Будем предпо­
лагать, что она лежит внутри круга S2 £ с центрем в точке (х*, 
у*, Iq) и радиусом т։, удовлетворяющим условию (֊j/p^) = о(1) при 
ти->оо. Если теперь записать “поверхностный интеграл“ в (3) в виде 
суммы „интегралов“ по S2 и (5аХ5г), принять во внимание асимпто­
тики (4), (8), то с помощью ряда преобразований и оценок можно 
получить следующее асимптотическое соотношение:
12—638
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С»(х, у, То; 11*1, Г> X*, у*, 0; ||**|, <р#; И։) =
о

= -хр(Г *Тр) * (| р* I) [*'( I р1.) + Л С ^х"</у" Г рЭД^'х 
2* т0 |_ IРI .1 л и“ 5,-1

2«

X (х", у", ТО; — р", <р" + «5 X, у, "0; — | р |, <р + я; И։) +
о

+ ^(х, у, ТО; |р|, <р; х*. у*, 0; |р*|, ?*) + д4. (40>

_^=о(1), т0֊»оо (0<Х<1), 
V 'о

где — }/(х — х*)։ + (у — 3*)’ — минимальное оптическое расстояние 
между нормалями к границам слоя, [проведенными через источник и, 
точку „наблюдения"; q^— ограниченная функция, допускающая такую 
же оценку, как ц величина д3. Нетрудно убедиться в том, что выра- 

о
жение в квадратных скобках в (10) равно 2 р"г։(р") р°0, (I Р՞ I. I РI) X

31

Х</р" + 1‘(1р1). где р^0 Т։)(...) — нулевая азимутальная гармоника коэф­
фициента отражения для плоскопараллельного слоя оптической тол­
щины т0 [3]. Принимая во внимание асимптотику для Р<о, -=<,)(•••) ПРИ 
т0 -> оо [3] и формулу [(53) из монографии [3], соотношение (10), не­
трудно преобразовать к виду

С#(х, у, т0; | р|, <р; х*, у*, 0; |р*|, «?♦; И։) =

exp ( Ic^q) > । л । \ / । i \ i=-------- тЧ------ — и(|р*1)и( 1р|) +
2itJT0

+ М*> У, то! |р|> ?; X*, у*, 0; ||1*|, <Р*) + ?5, (11)'

—^= = о(1), 9з = о(т71ехр(— ito))» (0<Х<1).
У •'о

С учетом принципа взаимности [32] из (11) в свою очередь находим, иско­
мую асимптотику для поверхностной функции Грина

Gs(x*, у*, 0; — |р*|, ®* + iq х, у, т0; — |р|, <р4-к; KJ =

= |р| Же~—-°^-ц(1р*[)ц(1р|) +
2х։т0

+1 РI (<L + V (х, у, тв; |р|, Ч>; х*, у*, 0; |р*|, <?*))» (12>
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-^ = о(1), (0<>.<1).
Iх'о

В отличие от (11) в (12) точка „наблюдения“ (она имеет координаты 
(х*> У*> 0)) расположена на а место падения бесконечно узкого 
мононаправленного пучка излучения совпадает с точкой (х, у, т0), 
лежащей на 5։.

Заметим, что для получения асимптотических выражений для ин­
тенсивности излучения при наличии в И(о.«) и И։ точечных диф­
фузных источников с относительной угловой диаграммой /(р, ։р) 

2с 1
'р)^Н=1^ достаточно умножить (8), (11) на а։£'0/(р*, <р*) 

о ֊1
(Ео— мощность источника; а— коэффициент ослабления), а затем 
проинтегрировать по р*, <р* соответственно по полной единичной 
сфере и полусфере, задаваемой условиями 0< р*-С 1, 0<1<р*<2ч.

В статье выявлены некоторые ситуации, для .которых угловая струк­
тура полей излучения в полубесконечной среде и плоском слое, содержа­
щих точечные источники, полностью определяется функциями г(...), и (...),• 
введенными в теорию переноса в [1—3] при решении указанных выше 
классических задач. Подчеркнем, что, когда величина (]/ ( х — х* )а 4- 
֊1՜ (у ~ У*)г1хо) не стремится к нулю при ^0->оэ, зависимости функций 
Грина от угловых переменных становятся существенно сложнее по срав­
нению с теми, которые имеют место в полученных в работе асимптотиках.

Белорусский политехнический
■институт

ON SOME ASYMPTOTIC FORMULAS OF RADIATION FIELDS 
IN PLANE UNIFORM MEDIA OBTAINING POINT SOURCES

N. N. ROGOVTSOV

The asymptotic formulae for Green’s function in optical depth t0 
of the semi-infinite medium having on its boundary surface a point 
source are obtained. When on the first boundary surface of the layer 
with optical thickness t0 a point source is situated, the asymptotic 
expression for intensity of radiation passing through it is found. The 
asymptotic formulas obtained are valid if (6//t0)= o(l) at t0-»°o, 
where b is the minimal optical distance from the receiver to the boun­
dary normal passing through the source.
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