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Дано квантовомеханическое описание связанных орбит пробных частиц с ненулевой 
массой покоя, близких к центру сильного гравитационного поля Шварцшильда. Рас­
считан энергетический спектр и затухание соответствующих квазиуровней на основе 
обобщенного релятивистского уравнения Клейна—Гордона. Сравнение минимального 
времени затухания с орбитальным периодом показывает, что ближайшая к центру кру­
говая орбита, устойчивая в смысле классической механики, устойчива и в смысле кван­
товой механики для массивных компактных объектов звездного происхождения и всех 
известных элементарных частиц, ядер и атомов. Для мини-черных дыр с массами М <

М2
<105՜6---- , где т — м-асс-а пробного тела, эта орбита оказывается неустойчивой

т ’ . ■ •
к туннельному распаду.

1. Анализ классического движения в центральном гравитационном 
поле Шварцшильда показывает, что устойчивые круговые орбиты для 
пробных частиц с ненулевой массой покоя возможны лишь для значений 
параметров движения, больших некоторых критических (см., напри­
мер, [1]):-

/ \ / о 1/5՜ 2^2 , \ 6СМ ,,,
Л>/.тВ=2/3 ------- • Е>£тЯ=-—кЛ г>г — (1)

с о с2

(р, Е, £— масса, энергия и орбитальный момент количества движения 
частицы, М—масса центра). Случай выполнения равенства в (1) соот­
ветствует ближайшей к центру устойчивой круговой орбите, когда эффек­
тивный потенциал радиального движения частицы обладает точкой пере­
гиба при г = гтв (см. ниже). Квантовомеханический, анализ этого вопро­
са значительно сложнее и до сих пор не проводился. В работах [2, 3] было 
показано, что для микроскопического центрального тела (^с = 2СМ/с2 <£

Хс = А/рс) и больших орбитальных квантовых чисел (/ 1) частица,
описываемая уравнением Клейна—Гордона, имеет киазисвязанные уровни
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с водородоподобным спектром и с малым затуханием через барьер на 
центр, сильно убывающим с ростом I. Впоследствии оказалось [4] ,что в 
указанной существенно квантовой области параметров задачи имеется так­
же и квазисвязанное s-состояние (/ = 0) с малым затуханием, что само по 
себе не имеет классического аналога — устойчивой круговой или эллипти­
ческой орбиты, а квазиуровни могут существовать в значительно более 
широкой области:

/?с/2>-е = G^M/hc « (l + ֊֊) -2՞ (2)

при произвольном / 0. В этом случае (см. также [5]):

n = l + Z+n, =1,2,3,... (3)
|лс3 2а31с 2

причем по порядку величины у,п1 ~ (RgIK)4' '5-
Однако очевидно, что если орбитальный момент I, энергия частицы 

Eni и область ее локализации близки к соответствующим параметрам бли­
жайшей к центру макроскопического тела устойчивой круговой орбиты, 
спектр квазисвязанных уровней существенно отличается от водородоподоб­
ного, а методы, использованные в [2—4], становятся неадекватными. В на­
стоящей работе проводится квантовамеханическое исследование устойчи­
вости орбит, близких к центру Шварцшильда, на основе квазиклассиче- 
ского приближения уравнения Клейна—Гордона. Область применимости 
этого приближения определяется требованиями:

£ = / + ±»1, (4)

а основные результаты, по-видимому, применимы и для более сложных 
объектов, нежели элементарные частицы (ядра, атомы и т. д. См. заклю­
чение).

2. Запишем уравнение Кдейна—Гордона в геометрии Шварцшильда, 
которые имеют вид:

-jr= A (^—W*’ у?) +■ И’Ф = 0, (5)
У —g ох^ \ ах /

g^ = diag(e’, ех, г2, г2 sin 6); е’ — е-х = 1 — 2 М/г. (6)

(Здесь и далее, с целью сокращения записи формул используем систему 
-единиц с = h = G = 1).
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Проводим стандартным образом разделение переменных и получаем 
волновую функцию частицы с энергией ®, орбитальным моментом / и про­
екцией момента (я։) на ось 2 (9 = 0):

Ф». I, п, = — R». I (г) УГ (9, <?) (7)
г

где У Г — сферические гармоники. Радиальная часть удовлетворяет урав­
нению:

«/’Я > 1^-/ *՝ р п </г* /1 2ЛГ\՜։, —- 4՜ к =0, где ---- = (1--------- ) . (8)
аг* Лг \ г /

причем квадрат эффективного радиального имшульса имеет вид:

т / \ а гп а 2Л/\/ а । ^0+1) . 2М \(Г/ (г) = ша — £/’ = ша — ( 1-------- НР ՜1—'—!—Ч-------- )• (9)
\ г / \ № г3 /

Если

(рЛО’Х^.)«,-

11 / (№-1)а(Ка4-I)4 №[(№4-1)’-4Г/9]
“ 81|/ 16 + 3

(А?-п (*» + !)} (10)

где 'К = V I (I + 1) — квантованный момент частицы, функция 1Р всюду 
растет при г-►ос. При рЛ7 < (рЛ/е)/ она обладает максимумом и ми­
нимумом (гим -С гш|п)> а в случае равенства имеется точка перегиба. 
В области применимости квазиклассического приближения будем за­
менять К = ]^/(/+ 1) -»£=/ + 1/2, а функция (7а переходит в ква­
драт классической эффективной потенциальной энергии [1], если 
г>2М:

(1 - (Ра + —)■ (И)

Условие (10) приводит к численным значениям: (рЛ/с)(0) “ 0-25; 
-(рЛГе)П) = 0.46, (рЛ/е)(2) = 0.74, и т. д. (рЛ£)(П =/3 £/6 при 7» 1. В 
последнем случае положения максимума и минимума (11) определя­
ются формулой:

-2Ы-=-?^-Л± 1/ 1- (12)
2М 1^.в\ V £’ /
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причем верхний знак относится к координате минимума потенциала: 

r։ (min) r։ (max).

Если ։

= L— LmB^CLmB, 0«<Дш = Ш — Еагв^ЕтВ, (13)

то можно аппроксимировать квадрат импульса в окрестности минимума 
полиномом III степени.

Я (?) ш» - 8'1>/9 - aj? - аз*’, (14).

где

1 d2P2 _ 1 Л 2iH \~г <РР'2
2 dr*2 •. 2 \ г։ / dr2

Р։ , Г 2bL 
~48М’Г LmB՝

1 tPP2 i?
6 dr*2 ’ “ 6-96 Л/3 ’ 

’■’“''Lin

6 = г* — г*.

(15)

(16)

(17)-

Для нахождения спектра и затухания глубоких квазиуровней в поле с ку­
бическим потенциалом можно использовать известную методику (см., на­
пример, [6] и рис. 1). В окрестности минимума ограничиваемся квадра­
тичным членом и записываем волновую функцию осцилляторного типа:

' R, (I) = С, ехр(- ^1-/2) (18).
V« / V ■ ։ , * •»

причем'

ша--^=>2р£ = 2рю06у + ֊Л 77=0,1,2.....  (19)՛

а классическая частота осциллятора равна:

ш0 =
1 / £1 = 1 ( 2А£'У'4
V 4 Узм \ 4пв /

(20).

Отсюда энергия наинизших квазиуровней, соответствующих ближайшим: 
к центру классическим орбитам, равна: '
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2 /2 И ' 3/2՜ JV+1/2 2Д£ ]
3 L + 8 LmB V J (21)

I

В областях II и III (рис. 1) решение будем записывать в квазиклассиче- 
ском .приближении:

Рис. 1. Зависимость эффективного потенциала (11) от радиальной координаты и 
профиль волновой функции частицы, локализованной вблизи «ближайшей к центру 
устойчивой круговой орбиты». Кривая 1 — профиль потенциала для частицы со эна-

2Угз֊.хл<чеиием орбитального момента, равным критическому: I = 1тВ — —---- 2-------- -  Кривая

2— то же при I = lmB + 2^A—1 Ai А£ Кривая 3 (штрих-пунктирная)—

аппроксимация потенциала кубическим трехчленом (14). Кривая 4 ( штриховая) — ос- 
цилляторный потенциал с центром в минимуме аффективного потенциала.

Е
Ru (5) = Си 1 -Р(?) Г1՜2 exp j- J | ֊ PL (?) | . (22)

о

Яш (?) = Сш | Р(Е) Г1Л exp р (?) rf?J. (22а)

о

проводя дальше сшивание с решением /?։ • Так как вероятность нахожде­
ния частицы в области I пропорциональна | Ci |։, а поток вероятности в
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области III пропорционален | Сш то нетрудно найти закон распада со­
стояния

w = woexp (— it), (23)
где

216-4/Лх __ 18 U2m„
2w+1A'l У ярш0(/;+1/2) I 5 рш0(N + 1/2) (24)

где

2 _ д2 р2 4р։ / 2Д£ X3*
С'тах — / mln /max— п ( г ) 

У \ L>mB /

Подставляя (25) и (20) в (24), получим:

(25)

Р 
2W-.M

___2/3
тгрЛГ(^4-1/2)

16/3 pdf/2ЛД\5'< 
5 \LmB) .

(26)

или, с учетом приближения (13),

р (Д£)7|8ехр 5.58 (Д£)5/4 I 
(pAf)1/4 (2Л/+1) I

2л'ЛП/2ЛГ+1 (рМ)п/։ (27)

Как видно, затухание уровней сильно убывает с ростом (Д1-). Как функ­
ция М (при фиксированных ДЬ и Л') затухание имеет максимум при

рЛ#о~ ---- — • Например, при рЛ/0 = 1 критическое значение ор­

битального числа 7тв = 3 (£с =3.5) имеется один квазисвязанный уро­
вень с( = 4(Л=0)с затуханием 740 =3.810՜3 р. При этом энер­
гия квазиуровня, в соответствии с (21), составляет: ш40 = 0.9845 р, 
а центр локализации частицы: г։^=6.3 /?с-

3. Рассмотрим предел применимости метода и полученных результа­
тов. Необходимое условие существования хотя бы одного осцилляторного 
уровня состоит в том, чтобы £/т»х^> Ри(г Принимая во внимание огра­
ничение (13), получаем:

0.7 (рМ)1/5 < ДА « 2 /3 рЛ/. (28)

Таким образом, рассмотренный выше численный пример лежит на преде­
ле применимости используемого приближения и может рассматриваться 
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лишь в качестве иллюстрации. Если (28) выполняется слева с большим 
запасом, то, тем не менее, осцилляторное приближение справедливо лишь 
для низших радиальных квантовых чисел (М Ьтв). Формула (27) по­
зволяет оценить наименьшее время жизни частицы на самой внутренней 
круговой орбите, обусловленное ее туннельным переходом к центру. Так 
как для основного радиального уровня:

, г, |1 / 2Д£ \։'<ДШ£.0 = ШЛ. 0-£■"* ֊=—,— (֊7----  ) ■
Ы-.*В \ С-тВ /

р(Л£)7/8 [ 5.58 (Д£)5/4 |
7х’°~ (М^)”'8 еХР| (рЛ/)1'4 ]’

(29)

(30).

то время жизни частицы на «ближайшей к центру устойчивой орбите* 
составляет:

’ш1в~10н-1(нМ)ад. (31)

Сравнивая это время с орбитальным периодом частицы Го = 2кб3,2ЛГ 
(см., например, [7], стр. 362), находим

из / \1/5 / СрМ \1/5
՛ <32>

Например, для черной дыры звездного происхождения с массой М = 5- 
X Л/© = 1034 г период обращения электрона составляет 2.3 ։10՜3 с, тогда 
как время затухания соответствующего квантового состояния порядка 1 с, 
т. е. электрон может совершить — 103 оборотов, прежде чем протуннели- 
ровать на центр. В этом случае, очевидно, можно утверждать, что кванто­
вое туннелирование мало и ближайшая к центру круговая орбита, устой­
чивая в смысле классической механйки, является устойчивой и в смысле 
квантовой механики. Это справедливо для всех известных элементарных 
частиц с ненулевой массой покоя, а также ядер и атомов, если учесть, что 
приливное гравитационное взаимодействие на этой орбите значительно 
уступает внутренним силам — ядерной и, соответственно, электрической 
(см. [7], стр. 390). Время излучения одного фотона, характерное для ра­
диационных процессов, на этой орбите порядка периода обращения и то­
же значительно меньше времени туннельного распада.

Формулы (30) и (31) могут служить также для количественной оцен­
ки влияния гравитации на поведение нейтральных частйц (нейтронов) 
вблизи поверхности нейтронных звезд, для которых R ~ ЗЯв- В этом слу­
чае, как известно, гравитация может давать эффекты, сравнимые с эффек­
тами сильного магнитного поля.
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Что касается малых черных дыр (|‘Л/< 105 6 Л/рд), отметим,что для 
них «ближайшая к центру устойчивая круговая орбита» оказывается не­
устойчивой к квантовому распаду. В этом случае, как следует из (32), 
время затухания меньше орбитального периода.

Автор благодарит участников Всесоюзного семинара «Современные 
проблемы гравитации» и К. К. Лихарева за обсуждение некоторых техни­
ческих аспектов работы.
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.ON quantum stability of orbits in a strong 
GRAVITATIONAL FIELD OF COMPACT OBJECTS

A. B. GAINA

A quantum-mechanical description for massive test, particle bound 
-orbits, close to the center of strong Schwarzchild gravitational field, 
us given. Energetical spectrum and time decay of respective quasilevels 
are computed by means of Klein-Gordon equation. A comparison of 
minimal time decay with ■ orbit period shows that the marginally orbit, 
stable in the sense of classical mechanics, is also stable in the sense 

■ of quantum mechanics for massive compact objects of stellar origin and 
for all known elementary particles, nuclei and atoms. For mini-black 

holes of masses 4f<^10՜ ■ < where m — is test body mass this or-

ibit is unstable.
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