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Получены представления уравнения состояния равновесного идеального газа фер
мионов в виде интегралов и рядов, легко оцениваемых при релятивистских плотностях 
или температурах. Приведены численные оценки точности этих представлений.

1. Введение. При расчетах свойств экстремально плотного или горя
чего вещества часто возникает необходимость точного вычисления термо
динамических функций идеального ферми-газа. 'Например, в теории эво
люции звезд требуется учет электрон-позитронного газа, а в расчетах кол
лапса звезд и в космологии, кроме того,— учет нейтринного газа и т. п. 
При этом нужны как высокая точность (для получения таких величин, как 
теплоемкость) при произвольной степени вырождения, так и эффективность 
вычисления.

В настоящей работе получены новые представления термодинамиче
ских функций ферми-газа, находящегося в равновесии с тепловым излуче
нием. Эти представления применимы (и применяются нами) как в холод
ном веществе при сильном вырождении, так и в горячем, невырожденном 
веществе малой плотности, например, при расчетах коллапса, эволюции и 
взрывов белых карликов, нейтронных и сверхмассивных звезд и т. д.— 
всюду, где важно давление релятивистских электронов или других фермио
нов. Наши формулы расширяют релятивистскую асимптотику Надёжина 
[1]. Они представлены в виде, удобном как для точного численного счета, 
так и для приближенных аналитических оценок.

Для определенности будем говорить об электрон-позитронном газе. 
Все функции состояния выражаются через большой термодинамический 
потенциал 2(р, Т) =— РУ, где р— химический потенциал. Г—тем
пература, Р— давление, V — объем. Поэтому достаточно вычислить 
давление Р в функции р и Т. Будем работать в системе единиц, где 
Л = с = кв = 1 {кв — постоянная Больцмана), и вместо Г и р введем 
безразмерные величины
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?-֊=т/Г (1>
(т — масса электрона) и

<Р = И/Г. (2)

Тогда для давления идеального газа электронов имеем хорошо известное 
выражение [1—3]:

Р- = -֊£г4р°1(’Р. ?). О)

где обозначено
ОО

FDI («р, ₽) =
(х3 + P3)~ly2x4Jx 

ехр[(х3 + Р3)1/2 — <р] + 1 (4)

Напомним, что в системе, где Й = с = 1, т* задает характерный мас
штаб давления, что в системе СГС соответствует тс3,'(Й//пс)3 = 
= 1.422 ЛО35 эрг/см3.

2. Вывод интегрального представления для давления. В работах [2, 3] 
получено представление выражений типа (4) в виде контурных интегра
лов. Отметим, что лервым такие представления для ферми-дираковских 
интегралов получил, по-видимому, Румер [4]. Для связности изложения 
приведем краткий вывод этого представления для РВ1. Имеем

С (х3 + 83)~1,2x4</x
J 1 + s ехр (х3 + Р3)1՛’2 
и

(5>

где s —• ехр (—<р). Рассматривая FDI как функцию от s, произведем 
преобразование Меллина:

Cj.j-iC (x3 + P3)~1/2x«rfx
J J 1 + S exp (x3 4- P3)

0 0

(6
a1 d? 
l + =

Используя соотношение

б

LA = r(t)r(i-f)=֊Ji֊
1 + ° sin nf 

(7>
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где Г (/) — гамма-функция, и производя подстановку х = ? sh 9, полу
чаем:

СО
Mit, ₽) = —— Сехр ( — ₽/ch В) sh4 6 </9. (8)-

sinîtf J 
о

С помощью интегрального представления для функции Макдональда 
(₽) [5]

(Р) = СехР<~ ₽ ch sh2’0</e-
Г (v + 1/2) J о

Из >(8) получаем

мн, ₽)~ 
sin к/ P

(9)-

(Ю)

Теперь, применяя к Мit, ₽) обратное преобразование Меллина, получаем 
искомое выражение FDI в виде контурного интеграла

c+t <* СИ-
FDI=— Г Mit, ?)s-‘rff = -^- [ ехР(^)^(РО^ . (]1),

2 it/ J 2/ J f’ sin r.t
C-i - C-i -

Здесь 0 < С < 1, так что прямая Re (/) = С разделяет полюсы функ
ций Г it) и Г (1 — t) в комплексной /-плоскости (рис. 1).

Для взятия интегралов типа (11) авторы [2, 3] деформируют контур 
интегрирования так, чтобы воспользоваться вычетами, порождаемыми 
sin rf. При этом в вырожденной и невырожденной областях получаются 
разные, несовместимые разложения, расходящиеся на границе <? = Р, так 
как контур приходится деформировать по-разному при ф 2> Р и Ф ?• 
Здесь мы применим другой подход, позволяющий получить единое пред
ставление, независимо от степени вырождения.

В работе [1] Надёжин отметил, что выражение для суммарного дав
ления електрон-позитронного газа выглядит проще, чем отдельные выра
жения для Р— и для давления позитронов Р+, если рассматривать важный 
случай равновесия электрон-позитронной плазмы с чернотельным излуче
нием.

Добавим к Р- вклад позитронов Р+, химический потенциал которых 
равен — р, тогда

Р = Р- + Р+ = т* (Зп’Р4)-1 FD (<?, 8), (12>
где
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ЕЭ(<р, ₽)=РО1(<р. ?) + ГОК— «р, 3). (13)

С учетом (11) для РО получаем интегральное представление

ЕР(Т. р>—ЗрГ|~с1,^)ЛГ-(;,)-"-. (14)

J г з։п к/ 
с-< -

Интегрирование в (14) будем проводить по контуру, изображенному на 
рис. 2, т. е. вдоль мнимой оси с обходом нуля 'по полуокружности радиу
са С.

Рис. 1. Контур интегрирования в выра- 'Рис. 2. Контур интегрирования в 
ражения ( 11). выражении (14).

Представим FD в виде суммы

FD = Ас + А„, (15)
где

Ае------ (16)
J F s in тс/
с

т. е. в Ас интегрирование проводится по полуокружности, а в Ад
•оно ведется от —г'оо до —iC и от iC до ։'œ, Используем представ
ление [5]

+ ± у/xfUHm+3) + t(m + l) 
2Л\2/ т ! (т + 2) ! ’ 1 ’ 
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где /։ (х) — модифицированная функция Бесселя, а ф (тп) — дигамма- 
функция, и сделаем замену ( = 1-, тогда

(°0 = (г?՜) — Ji (Р՜) I Р" 21 4՜ ••• 4—-—sign т\ (18)
х • 4 /

Здесь /а(₽՜) — функция Бесселя первого рода, а многоточием обоз
начена четная функция от т. В результате получаем

Ая —
cos(?-)7a,(Pr) dr 

т։ sh кт
(19)

Теперь устремляем С —• 0. Возникающие в. Ас и Ая сингулярности 
компенсируют друг друга (детали расчета Ас и Ая приводятся в 
Приложении).
Окончательно

3 / 4кFD(<p, f)) = ^֊3‘(ln^- 
О \ Р

3 \ В’
4 / 4

1/7-I------/----- к1 2к’э’ 4- <р
4 \ 1515

(20)

Здесь введено обозначение

2____ «
2 2к (21)

где ф (х) = Г'(х)/Г (х) — дигамма функция [5], причем фг (х) — четная 
действительная функция действительного аргумента (рис. 3).

Рис. 3. График функции ф^ (х), определенной формулой (21). При х <0 график 
получается отражением относительно оси ординат, так как Ф/г(—х) = Ф^(л),

7

1 . ix
2 +֊2^

12-554



390 С. И. БЛИННИКОВ, М. А. РУДЗСКИЙ.

Выражение '(22) является точным (для идеального ферми-газа) и справед
ливо для любых значений Р и <р, а значит и любых температур и плотно
стей.

Используя общие соотношения, связывающие термодинамические ве
личины с большим потенциалом получаем из (22) выражение для плот
ности избытка заряда

$ дР т3 1 0-3/ я । , ч 1 о-| ,п_ — От =---- — = —— — В (<р3 4- — — В <р +
т 0<р к4 3 2

1

+ + (23)
֊1

Энергия единицы объема есть

_ _1 (1 _ х^хчр (? + рх) (24)

-1

Энтропия единицы объема есть

5=[Р+£-(п_-п+)р]/Г.. (25)

3. Представление термодинамических функций в виде рядов. Первые 
два члена в выражениях (22)—(25) совпадают с релятивистской асимпто
тикой Надёжина [1], полученной путем разложения интегралов типа (4) 
по фермиевским функциям целых индексов. 'В [1] показано, что такой под
ход не дает возможности получения дальнейших членов асимптотики, так 
как приводит к расходящимся интегралам. Тем не менее уже эти первые 
члены достаточны на практике при высоких температурах или плотностях.
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Это означает, что в области релятивистских фермионов следующие члены 
в наших выражениях ‘(22)—'(25) являются малой добавкой к первым чле
нам и их можно вычислять с невысокой точностью. Кроме того, из (22)— 
(25) можно получить и полное разложение по степеням обратной темпе
ратуры р.

Используем разложение в ряд Тейлора

Фх(ф+М = Е ^’(«р)-^—- (26)
п-о л I

Подставляем (26) в выражение (22) для Р и интегрируем по X, в резуль
тате получаем

(֊Т+27)+* ’*
Здесь (ф) — полигамма-функция [5].

Выражение >(27) дает высокотемпературное разложение для Р, так 
как Р = т/Т. Отметим, что оно сходится и при Г —»֊ 0, то есть при Р оо, 
если <р/Р = р/т > 1 и фиксировано, и точно дает известный ответ для хо
лодного ферми-газа (при любой степени релятивизма). Подчеркнем, что в 
отличие от известного асимптотического разложения Чандрасекара [7] 
(см. также [1—3]), которое при фиксированных 1плотности и температуре 
расходится, ряд (27) сходится в широком диапазоне параметров.

Из (27) получаем разложение и других величин, аналогично 
(23)—(25).

т3п_ — п+ = — 
тг

г. тЕ = -г

В՜3 р՜1 1 00 В2А+1 Фр*+1)(ф'Р__ (фЗ 4- тгЗф} _ 1— ф 4- \ V _£_____!Х----- УХ3 ? ?) 2 81о 224^1(^4.2)1 ’ (29)

*1 - • \ в՜2 • . ՛— 4-2тг։<р։ + т'у —-^-(^ + 3<р’) — К1.

_1Л_±У + (30)
4/ 2 2’^1 (к + 2)1 ]
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Поскольку

во
■?;’(?)= S ^+'։ <°)-V -(31)

Я-О ■

причем 6<?+*)(0) не равно нулю только при четном п 4֊ р = 2Z: ’

(0) - 2 <-՛,»'У »а = М- Р< + ֊) I (32)
(2к) к z

где С (л)—дзета-функция Римана. Таким образом, разложения (27), (29), 
(30) дают нам полную аналитическую структуру термодинамических функ
ций по степеням ß и ч>. Из этих рядов видно, что при малых <р они сходят
ся при 0 < ", то есть при Т > тп/к. При сходимости учет нескольких чле
нов рядов (27), (29), (30) существенно расширяет область применимости 
асимптотики Надёжина. Но практический смысл этих разложений не толь
ко в этом. Главное, что их можно использовать для построения эффектив
ных аппроксимаций. В частности, из них можно получить паде-разложе- 
нне по и ß (см., например, [8]). 1

4. Численные результаты. Выражения (22)—(25) для термодинами
ческих функций можно применять, когда известны температура Т и хими
ческий потенциал |‘.

В реальных расчетах обычно Ц неизвестно и его надо находить по 
плотности р из условия электронейтральности

• Р Y, Л'д = п- — п+, (33)
где Ye — средний заряд на нуклон, Ад — число Авогадро.

Для оценки границ применимости наших выражений при различной 
точности вычисления интегралов, мы использовали квадратурные форму
лы Чебышева.

Для гладкой функции f (х) имеем [5, ։л. 25]:

/ (х) (1 - x^dx = — V f(cos (2fe-՜1)—\+ Rn, (34)
n *_1 \ П ■ /

где 2?я = к/(2л>(?)/[(2п)! 22՞՜1] для некоторого $ в интервале (—1, 1). 
Мы видим, что интегралы в выражениях (22)—(24) идеально подхо
дят для применения квадратуры Чебышева (34): при любом п узлы 
и веса вычисляются тривиально.

Мы провели расчет давления Р(р, Т) по формуле (22), вычисляя- 
Р из (23) с помощью (33), (34) при У, = 0.5, п = 3 и п = 10. Коя 
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трольНые значения Р вычислялись по программе Надёжина, реализую
щей его представление из [1], а также по формуле трапеций для спе
циально преобразованных фермиевских интегралов [3] и по нашим 
формулам при п -= 60 -+- 80. Функция |л(х) из (21) вычислялась с по
мощью стандартной программы комплексной дигамма-функции СЭЮАМ 
из библиотеки Церна. Расчеты проводились на БЭСМ-6 и ЕС-1061 в 
режиме одинарной точности.

.Члены порядка ? ' и 0 2 в (22) и 0՜3, 0 1 в (23) дают релятиви
стскую асимптотику Надёжина и обеспечивают относительную точ
ность Р лучше 10 3 при 1?р/>9.1 (если У, —0.5 и р в г/см3) или 
1г7’>10.5 (Т в К). Наши формулы (22), (23) с квадратурой Чебы- 
шева обеспечивают точность 10 при
■ 1гр > 7.0 или Г>9.8 для п = 3,

18Г Р > 5.3 или 1$ Г> 9.0 для п = 10.

Рис. 4. Зависимость модуля относительно ошибки давления Ър от плотности р при 
Ув = 0.5 и п = 10 в (34). Цифры у кривых показывают значение 1й Т (К).

На рис. 4 показано, как меняется относительная ошибка в Р при раз
личных р и Т в случае п = 10. Например, при 1^Г=6 и 1$р>»6 
ошибка уже меньше 10 6, т. ,е. резко убывает с ростом релятивизма. В об
ласти релятивистского вырождения наш метод, по-видимому, самый под
ходящий для получения ՛ численных результатов произвольной точности, 
потому что метод Гаусса нелегко приспособить для произвольного числа 
узлов [1], а метод трапеций [3] не работает при сильном вырождении. 
При малых р и Т наши разложения становятся непрактичными, так как 
внеинтегральные члены уже не отражают поведения термодинамических 
функций. К счастью, здесь, в нерелятивистской области, известно много 
удобных и точных представлений втих функций.

Благодарим О. С. Бартунова за помощь, а Д. К. Надёжина за посто
янную поддержку.
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Приложение

Интеграл Ас вычисляется из (16) разложением в степенные ряды по 
t подинтегрального выражения. В результате получается:

Л 3₽‘ , „ ЗР\_ р . 7 _4 ₽<к’ , ле.= ֊—1ос-—ь_+_.+

+ + (П1)

с явно выделенной логарифмической особенностью при С 0. Для вычис
ления интеграла Av воспользуемся представлением [5]:

1
Л (0 = -F- f cos (tx) (1 ֊ x’)3/2rfx. (П2)

Зтс J
-1

Подставляя (П2) в (19) и меняя порядок интегрирования, получаем

А, = - ₽• (' Лг (1 - ,■)” (Л . (ПЗ)

J J sh кт
-1 с

С целью выделения особенности при С—Ю представим внутренний интеграл 
так:

09 ОО
ГСОЗ (qpt) cos (fox) _ Г [cos (ртх) — 1] COS (ft) dt |
J sh kt J sh kt
с о

с oo
Г COS (ft) [1 — cos (Ptx)] rf-t + Гcos (ft)<ft 
J sh kt J sh kt
о c

Преобразуем первый интеграл в правой части (П4):
ОО в
Г [cos(Ptx) — l]cos(<px)rfr _ 
J ah кт
о

ОО
= — Г [cos (<рт — ртх) — соз (?■։) + cos (ft + ртх) — cos (ft)] —

2 J sh кт 
e



ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ФЕРМИ-ГАЗА 395

Здесь мы воспользовались выражением [6]:

Гсоз ах — соя Ьх , 1
I------------ -------------------ах =-----
3 зЬ сх 2с
V

1.
2

(П6)

Второй интеграл в (П-4) обращается в нуль при С —»- 0, а третий дает:

(ПТ)
и зЬ к* 3 зЬ тс։ 3 зЬ тс։ 1 зЪ тст
с о о с

Имеем [б]:

о

з1пэ (?֊/2) ___ 1
зЬ кх 4։

Второй интеграл зануляется в (ГТ7) -при С —>0, а третий имеет особенность, 
компенсирующую особенность в (П 1):

-^- = — 1пС—1п — • 
.зп тст 2

Окончательно:

ГО (?, ₽) = Ас + А, = .1 ₽< Лп 4֊ 4՜) ֊ ֊ (3?։ + ’’) +
о \ р 4 / 4

+ ֊֊■ + Т* + 2”’'?’
4 \ 15

+ ■£- [ «М1֊ х’,ю I ♦ (֊ + <■ -5^) + ♦(֊— <П1(»
— 1

(П9)

) +

что соответствует выражению (20).
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NEW REPRESENTATIONS FOR THERMODYNAMIC 
FUNCTIONS OF A FERMI GAS

S. 1. BLINNIKOV, M. A. RUDZSKIY

We express the equation of state of an equilibrium ideal gas of 
fermions through integrals or series which are easily evaluated. for re
lativistic density or temperature. The accuracy of these representations 
is numerically determined.
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