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Рассматривается эволюция неоднородности плотности в гравитирующей среде с 
учетом влияния окружающих неоднородностей. Показано, что коллективное гравита­
ционное поле флуктуаций может существенно изменить темп эволюции контрастов 
плотности: в пространственно плоской модели Фридмана й ~ #5/3.

1. Введение. Рассмотрим космологическую $адачу об образовании на­
блюдаемой структуры распределения вещества. Пусть в однородной и 
изотропной модели Вселенной, заполненной средой с пасралезым давле­
нием, имеются флуктуации плотности 5р. Вероятность возникновения, на­
пример, тепловой флуктуации плотности пропорциональна [1]:

/(о)~ехр(— ЯтьДТ’), (1)

где Т — температура, 2?Ш1О — минимальная работа, необходимая для 
создания обратимым образом контраста плотности 8 = 8р/р в гравити­
рующей среде, 7?т|П ~ 8’ [2]. В классической работе Лифшица [3] по­
казано, что гравитационно неустойчивы неоднородности плотности, 

. пространственные масштабы которых превышают характерные мас­
штабы тепловых процессов в среде. Крупномасштабный контраст 
плотности благодаря самогравитации растет: в случае пространствен­
но плоской модели, заполненной пылью (давление среды равно нулю), 
8։ ~ /2'3, ( — космологическое время модели. Наряду с растущей мо­
дой 8, имеется убывающая мода 8а~<-1 [3]. Самогравитация флуктуа­
ций не изменяет распределение /(о). Считается, что имеет место 
эргодичность, т. е. усредненное по пространству значение о совпа­
дает со средним по реализации [1]. Это действительно так, когда 
флуктуации рассматриваются как независимые.

Усложним задачу. Пусть имеется ансамбль неоднородностей, локали­
зованных в различных точках пространства. Пока неоднородности малы, 
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их парным гравитационным взаимодействием можно пренебречь, как эф­
фектом второго порядка малости по 3. Потенциал коллективного гравита­

ционного поля этих флуктуаций в точке с радиус-вектором г пропорцио­
нален (в ньютоновском приближении)

֊' (2)
г I

Здесь функция П7; описывает вероятность того, что у флуктуации 3, лока-

лизованной в окрестности точки с радиус-вектором г, имеется соседняя «
■флуктуация Зр локализованная в окрестности точки с радиус-вектором 

гг Если требовать выполнения условия эргодичности, то сумма в (2) 
должна быть равна нулю, а эволюция контрастов плотности описывается 
тогда модами 3։, За. Это условие упрощает задачу, но вместе с тем исклю­
чает из рассмотрения важные эффекты, связанные с коллективной дина­
микой флуктуаций. Благодаря коллективному полю может измениться 
темп эволюции контрастов плотности и возникнуть пространственная кор­
реляция между ними [4]. Пусть в некоторый начальный момент Рас՜ 
пределение амплитуд 3 совпадало с [1]. С течением времени коллектив­
ные эффекты приводят к изменению этого распределения, причем, как бу­
дет показано в настоящей работе, наиболее вероятные контрасты плотно­
сти в пылевой среде растут пропорционально <5/3. Рост такого контраста 
происходит более эффективно за счет не учитываемого в линейной теории 
[3] убывания неоднородности плотности, которая находится в простран­
ственной области, соседней к рассматриваемому контрасту. Так что наи­
более вероятными оказываются те флуктуации, которые при движении в 
коллективном поле попадают в области, где плотность убывает быстрее, 
чем в однородном и изотропном фоне. Тогда следует ожидать, что обла­
сти повышенной плотности будут окружены «пустотами». Ситуация на­
поминает явление перемежаемости [5]. Количественно эффект важен для 
малых флуктуаций 3 1, участвующих еще в общем расширении модели. 
На нелинейной стадии, когда о^>1, коллективное поле не влияет на инди­
видуальную эволюцию неоднородностей, но может обеспечивать эффек­
тивную пространственную релаксацию ансамбля неоднородностей плотно­
сти (см., например, [6]).

Заметим, что закон 3 ~ £5'3 качественно понятен. Действительно, 
согласно неравенству Чебышева для вероятности того, что контраст плот- 
՝ности 8р/р превысит 3 > 0, имеем:
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□ 
Р( |ор/р| >5) ’

од

где з — постоянная. Тогда для независимых растущей о, — Р*3 и па 
дающей линейных мод имеем соответственно: Р, (| 6р/р | = 8։)~

Р5 (| ор/р | = 82) — Р. Учтем теперь коллективные эффекты и 
найдем вероятность существования растущего контраста плотности, 
если имеются соседние области пространства, где неоднородность 
плотности убывает—условная вероятность Р)։. По формуле полной 
вероятности имеем:

Р։ = Рп- Ра.

Поэтому

Р(|8р/р| = г)^Р1։= А~Н°/3. 

м

Применяя опять соотношение Чебышева, найдем о ~ /5/3.
Ниже анализируется коллективная динамика флуктуаций плотности 

® пространственно плоской модели Фридмана. Предполагается, что модель 
заполнена средой с пренебрежимо малым давлением. Последнее условие 
на давление позволяет исключить из рассмотрения тепловые эффекты 
(флуктуационное возникновение неоднородностей плотности, акустические 
волны), а распределение (1) принять в качестве начального.

2. Уравнения движения для ансамбля флуктуаций. Развитие неодно­
родностей плотности будем описывать относительно фоновой модели с син­
хронной метрикой:

с/я2 = а2 (Фтр — йх2 — Фу2 — Фг2) = %:,Фх‘ Фх', 

где масштабный фактор — конформное время модели, а-с/т)=
= с-Ф1, латинские индексы пробегают значения 0, 1, 2, 3,
греческие — 1, 2, 3. Движение вещества описывается уравнениями 
поля:

х77; 6/у, (3)

где х — гравитационная постоянная Эйнштейна, — тензор энергии- 
-импульса среды, б,у — тензор Эйнштейна. Пусть имеется ансамбль 
флуктуаций плотности, локализованных в различных точках простран­
ства х“;), / = 1, 2...., IV, М— число флуктуаций. Используя принцип 
суперпозиции для малых возмущений, подставим в (3) следующие 
выражения:
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/V
Т,, = Т^ + х®)+£ Т4Н;(1, х® -х®,,)-

2—1

/п. 1 Я /1
С/,< = Г7,/'+ С1} (т), х’) 4- V С,до (т/։ х* — х\.) ■ ^1,

1—1

.где значком (о) обозначены невозмущенные значения, для которых вы­
полняются уравнения х7’//>= С^. Тогда получим уравнения:

«[ ^’(ч. х«) + £ х'֊х^).1Г^ =

- с/;1 (г/, х’)+£ с/;’ (т), х* ֊ х’о)- . (4)
у-1

Здесь, без ограничения общности, принято, что начало системы координат 
находится в точке х’0) = 0. Вторые члены в обеих частях уравнений (4) 
■описывают коллективное поле в окрестности начала координат.

Уравнения (4) для пылевой среды разбиваются на две группы уравне- 
нии. Первая группа для / оо и / оя определяет связь контрастов плотно- 
сти и возмущений скорости со скалярными возмущениями метрики (см. 
ниже формулы (12), (13)). Предметом анализа является вторая группа 
уравнений, описывающая динамику скалярных возмущений метрики. Для 
пылевой среды Т$ = 0. Следуя [3], представим скалярные возмущения 

<па х» 
в виде совокупности плоских «волн е с амплитудами

/ * 1 •»« ■ / 1 «а п’пз \ .
(|\, /я)? = — + V8?-----------  IХ”

о \ о п /
л® — волновой вектор, п3 — п’п«. Тогда из уравнений (4) для изотроп­
ной |1л и анизотропной ).л амплитуд получим систему:

4 ■ яа
Нп+֊нп+֊(иЛ + М = Ф., 

ч 3
4 • п’лЛ + —>Л-^֊(ИЛ + >Я)=Ф„
Ч 3

тде

* .. 4 . п3 1
ф1=—2е н„и) Ч----- НЯ(О+—(НЛ со+ >»(/>) ’

1-1 1

Ф2 = —е • 1Г/ ■ | ).„(/) + — К,У)---- --  (ря(П -Г Х.со) |.
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точка над буквой означает дифференцирование по ■»;, амплитуды р-л(;.

«".С**-*»))- и /■„(/) соответствуют волне е
Решение уравнений (5), очевидно,, есть

, у ,П։Х(0 цу — р Д _ П*7!3 \
И"+^1И»(')е С‘\ 15 ) (пт,)3'

) I У ) о~,ПаХ{1^№Г1 — (1-1- |
>֊л + X Хп(/)е ֊ - 1 + 15 + ууу

где постоянные С1 и Сг определяются начальными условиями задачи: в 
начальный момент гю

РЛ(’!о) = Р°. >-п(т(0)=А°, рл(п (^ = /֊„(/) = /{,,.

Введем в ортогональном пространстве переменных {[1л> /.„} функцию֊ 
распределения /(рЛ. *л|ря։։)> Мо) амплитуд рп, при условии, что 

<п,(хв-х^) ,
имеется еще одна волна е с амплитудой 'пи))?- Урав­
нение непрерывности для / есть

/+^<М)+֊С>-/) = 0. (7>

По формуле полной вероятности находим уравнение для функции рас­
пределения амплитуд р„, >>п с учетом всех рл(г), Хя(/);

^(Рл> М = Д У^л’ 'А" 1^(0’ Х

'л(/))/о кц)) ^^п<1) ^«<0 ^Риу^'и)՝ (®)՛

где интегрирование по Рп(/;> Ал(/) охватывает все допустимые значе- 
ния 1нл(0 1< Р* 1, 1М)КХ*^1> /о (р?0> х°0) ~ функция распреде­
ления начальных значений амплитуд. Перейдем от суммирования по՝ 

I к интегрированию по плоскому пространству (х(а.^х’| :
—*• У^сЛх. Уравнение для ш получим следующим образом. С одной 

стороны число возмущений есть

УУ = 1+

а с другой стороны так что уравнение для ш есть
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1 + j ш«/3« = \ Fdpndi.„. (9)֊

Уравнения (4)—(9) являются уравнениями движения для ансамбля 
флуктуаций и описывают самосогласованно поставленную задачу.

3. Пример. Рассмотрим в качестве примера начального распределения 
амплитуд и л° распределение Гаусса:

, _ I I _ (Х° -У-)а I 
2~/д ехр| 2ДИ 2Дх Г

где р и /.— средние значения, Д> и Дх— дисперсии, Д = Д„-Дх. Легко- 
показать, что на характеристиках уравнения (7) /= const =/0. Ис­
пользуя (6), находим

|i° = арл + ?).„ + <р„

).о = (1 - а) + (1 _ р) Хп 4-<ра.

Функции а, 44 и <ра выписаны в приложении. Затем по (7) и (9)՝ 
можно найти /и Л. Динамика наиболее вероятных флуктуаций опи­
сывается уравнениями экстремума:

^-0,^-0.
<?А„

Оценим поведение F вблизи максимума. Решение уравнений (8) есть

-Г(ИЛ> М = Л,ехр (Р '°(Dd3x}’

где — постоянная нормировки. При фиксированных рл и лл пред­
ставим / в виде ряда по степеням рлП) и Х„(о, сохраним члены пер­
вого порядка. Выполнив интегрирование, можно найти:

d^di.^xyfo^nu.

а выражения для 5։, £а, <р выписаны в приложении.
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Пусть Г нормирована так, что 2Г0^*1* = 1, тогда уравнение (9) 
будет:

г = , , ___________ (^о)3 + 1_

р — (* —(п^х’ ~
С 1 о></3х = ։ е о>(Гх, (10)

где

1 2

и предполагается, что интеграл в правой части (9) набирается вблизи до-
статочно узкого максимума подинтегральной функции. Используя 
можно найти для наиболее вероятных флуктуаций:

(10),

1—Р- ? ; , /Р* + >* о ? \ С
п а֊Р а-₽ к 2 р*А*Д —р

, 1 — а- а - /р*4-л* <р \ СГ.„ =--------р -|---------- л — ( ----------- а------ -— )---------
а — р а — Р к 2 р*А* / а — р

(И)

Первые члены в правых частях (11) соответствуют линейной теории [3], 
вторые слагаемые связаны с описанным коллективны:.։ эффектом. В пре­
деле Дх-»О вторые слагаемые исчезают, а при Дх/Др.^1 эти слагае­
мые убывают с ростом т). Наиболее интересен случай Д>. = Дц, кото­
рый будет рассмотрен ниже.

Амплитуда контраста плотности равна:
• О . _2

ха’рс’Зп = — Р„ - — (р„ + л„). 
т) 3

Амплитуда возмущения скорости (оц։)Л равна:

(12)

Зха’рс’ = — лЛ(ря + Ал).
\ а /„

(13)

Оценим пространственную корреляцию флуктуаций плотности. Ин­
тегральному уравнению (10) удовлетворяет, например, линейная комбина­
ция дельта-функций:

(<’) 4֊ 3(х’— Ь"),

где 6’ = са + г</а — некоторый комплексный вектор, причем лас։=0, 
саСа — <Гс1а. Из (10) находим оценку для — масштаба простран­
ственной корреляции флуктуаций:

п։<Г = 1п|2С -1|.
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Рассмотрим случай Ар. = Д>., тогда выражение для С упрощается:

С = 4՜ V 2”Д>. (ъ/ъ)3 +1
J1* + А*

В этом случае найдем для наиболее вероятных контрастов -плотности

7 _ _
-----15՜ + ~ 3

где р0 = ? аи = а (т}0). Первый член в фигурных скобках пропор­
ционален т)г>~<5'3, он является главным при Ди = Дх=/=О. Таким обра­
зом, наиболее вероятные контрасты плотности поддерживаются кол­
лективным полем флуктуаций и растут более эффективно. Растет и 
масштаб пространственной корреляции флуктуаций:

n-irf’ = In
//2кДх Г/ TJ у ] 

+ 1j — 1

Нетрудно показать, что найденное решение устойчиво по Ляпунову от­
носительно небольших нарушений условия Дх = Др,. Действительно, в 
области применимости линейного приближения -С 7) 71*, где tj* оп­
ределяется условием 8П (■»!*) = 1, для любого е^>0 всегда найдется 
такое f(s)^>0, что, если в начальный момент 7)0 близки два решения

| оп (А>. =-- ДД — о„ (Д> = Ди + о) | < у (а),

| а | Д.л, то и для ^о-С7!^7!* разность этих решений не будет отли­
чаться более чем на заданное е 0.

Приложение

В основном тексте статьи использованы следующие функции:

’ = нт), ''о = п7»о>

11-326
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— ^Л«*Я
?։ = (РлН) + '-"U))e — ®։>

Государственный астрономический 
институт им. П. К. Штернберга

COLLECTIVE DYNAMICS OF THE DENSITY FLUCTUATIONS 
IN GRAVITATING FLUID,

I. K. ROZGACHEVA

The evolution of the density fluctuation im gravitating fluid is. 
considered and it takes into account the influence of other density 
fluctuations. It has been shown that the collective gravitation field of 
density fluctuations can essentially change the increase rate of the- 
density contrast: in a spatially flat isotropic homogeneous cosmological 
model 8 ~ t5'3.
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