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Рассмотрена задача переноса излучения в бесконечной трехмерной стохастической 
среде, когда вероятность X выживания кванта при элементарном акте рассеяния яв
ляется статистически однородным, изотропным гауссовым полем с экспоненциальной 
корреляционной функцией. При решении применяется метод диаграммной техники. В 
приближении Бурре найдены первый момент функции источников и среднее число рас
сеяний кванта. Ках частный случай рассмотрено сильно коррелированное поле.

1. Введение. Теория переноса излучения в однородных средах к на
стоящему времени достаточно хорошо разработана. Менее полно разрабо
тана теория переноса излучения в неоднородных средах, что отчасти объ
ясняется большой сложностью соответствующих задач (см., например, 
Ц-4]).

Определенный интерес представляют также задачи переноса излуче
ния в случайно-неоднородных средах. В реальных астрофизических объек
тах статистические флуктуации температуры, концентрации атомов и сво
бодных электронов и т. д. могут привести к случайным изменениям пара
метров, определяющих локальные оптические свойства среды — коэффи
циентов поглощения и рассеяния, ширины спектральной линии и т. д. 
Другой причиной случайных изменений локальных оптических свойств 
среды могут служить турбулентные движения в атмосферах звезд и пла
нет. Ясно, что флуктуации оптических параметров могут играть существен
ную роль в процессе формирования поля излучения в среде.

Впервые задачи переноса излучения в стохастических средах в астро
физическом приложении были рассмотрены в работах [5—6]. В этих ра
ботах предполагалось, что случайным изменениям подвергается вероят
ность X выживания кванта при элементарном акте рассеяния. Такая си
туация может возникнуть при рассмотрении задачи переноса излучения 
в спектральной линии: пусть концентрация резонансных атомов л по
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стоянна (или в общем случае детерминированная функция), а концентра
ция свободных электронов п։ или электронная температура Т, являются 
случайными функциями координат или времени. В случае двухуровенных 
атомов, при пренебрежении рассеянием на свободных электронах, для X 
получается следующее выражение (см., например, [7]):

у _-^21.
И21+ п.аг1(Т.)

Из приведенного выражения X следует, что если п. или Т, являются слу
чайными функциями, то таковой будет и X. В рассматриваемом случае, так 
как коэффициент поглощения в линии <*■ — кп считается постоянным, оп
тическая глубина точки будет детерминированной величиной, следова
тельно, уравнение переноса будет содержать один флуктуирующий пара
метр X.

В работе [8] рассмотрена задача переноса излучения при предполо
жении, что коэффициент поглощения и коэффициент рассеяния являются 
случайными функциями. Но при таких предположениях задачу удается 
решить методом малых возмущений, причем в малоугловом приближении 
теории переноса.

Достаточно эффективным, в некоторых случаях, приближенным мето
дом решения задачи вышеуказанного типа может оказаться заимствован
ный из квантовой теории поля метод диаграммной техники [9, 10]. Ранее 
метод диаграммной техники был применен к задачам распространения 
электромагнитных волн в случайно-неоднородных средах, когда диэлек
трическая проницаемость среды является случайным полем (см., напри
мер, [11—13]). '

В данной статье рассматривается задача точечного источника в беско
нечной среде при предположении, что вероятность Л выживания кванта 
является случайным полем. Основная цель работы — нахождение первого 
момента функции источника в приближении Бурре.

Поскольку учет стохастичности среды существенно усложняет задачи 
переноса, целесообразно в качестве первого шага рассмотреть модельную 
задачу монохроматического рассеяния. Как известно, теория монохромати
ческого рассеяния в некоторых случаях дает качественное объяснение об
разования спектров небесных тел, в частности спектров наружных слоев 
звезд, туманностей, межзвездной среды и т. д. Полученные ниже резуль
таты можно применить к расчету интенсивностей линий Иа I, Са II, Ме II 
и т. д. Следует отметить, что учет перераспределения излучения по часто
там внутри спектральной линии или анизотропности рассеяния не приво
дит к принципиальному усложнению задачи.
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2. Общая постановка задачи, метод диаграммной техники. Пусть то- 

чечный источник света расположен в точке с радиусом-вектором г беско
нечной, случайно-неоднородной среды (г — измеряется в единицах опти.-- 

ческой толщины). Функция источников S). (г, г0) удовлетворяет следую
щему уравнению [7]:

, 5л (г, г0) = А (г, r0) + [ К 1г, г') к (г') S). (г', г0) сРг' (1)>
J

(конкретный вид К (г, г0) приводится ниже).

В уравнении (1) под 1(г) подразумевается одна из реализаций слу-- 

чайного поля -Л֊ (г), относительно которого предполагается, что:

а) А (г) является однородным изотропным полем с экспоненциаль
ной корреляционной функцией:

#>. (Г1։ Г2) = В, ( I г, - г, I) = < ИгГ) х (7г) > = о?«4"'1՜'* 1 , (2)..

где ). (г)=л(г)—л0 флуктуационная часть случайного поля А (г); 
—

>о = ( X ) — const — среднее значение А (г), Z=p —радиус корреляции..

б) Случайное поле Л (г) является гауссовым.
Перепишем уравнение (1) в операторном виде:

Sx=K + ^XSx> (3)>

где А — интегральный оператор с ядром К:

(A/)(7)=Ja(7, Н/Р>^г'-

Подставляя в (3) Х(г) = л0 -j- К ( г), после очевидных преобразований 
получим:

5х = (Z-X0A)-1A+(7-10A)-1KX5m. (4)

где I — единичный оператор.
Обозначив через решение уравнения

50 = А+).0£$в, (5).
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относительно 5л получим следующее уравнение:

5л=50+5Д. (6)

Здесь 5, — интегральный оператор с ядром 50 (гр г։).
Представим решение (6) в виде суммы ряда Неймана:

5* = 50 + 5(/50 4֊ 5аХ5о>.50 + •••• (7)

При усреднении (7) по ансамблю реализаций случайного поля Л (г) долж- 

ны учесть, что вследствие того, что поле Л (г) гауссовское, все нечетные 

моменты X равны нулю, т. е.

<чг1)ч;։)..Г(;2я_1)>=о,
а четные моменты выражаются через сумму произведений всевозможных 
парных корреляционных функций (см., например, [И]):

< > — как обычно, означает усреднение по ансамблю реализаций Л (г). 
.Усредняя (7) с учетом вышесказанного, получим:

5(г, г0) = < 5х > =5։(г, г։) +

+ У 50 (г, Гл) 50 (гл, г։) 50 (г։, гв) Вх (Гл, г։) г/’гл^’г, +... . (8)

Для наглядного представления структуры ряда (8) воспользуемся диа
граммной техникой [11՛—13]. Представим «свободную» функцию 5, 
оплошной линией

5в (г, г0) < — > - 
г г,

а функцию 5 (г, г0)—жирной сплошной линией

5 (г, г0) < — > _ 
г г*

'Корреляционную функцию Вх(г1։ г։) изобразим пунктирной линией 

Д(гц Гл) -------
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Тогда (8) можно представить в виде следующего диаграммного ряда:

Любая диаграмма этого ряда состоит из свободных концевых линий 50 и 
четного•числа внутренних точек пересечения сплошных и пунктирных ли
ний, причем по координатам внутренних точек проводится интегрирование. 
Сгруппировав члены ряда (9), можно получить следующее уравнение Дай
сона [11—13]:

5=50 + 50С5, . (10)

(г, Го) = 50 (г, г0) + у у So (г, г\) <2 (гх, г։) 5 (г8, Г0) сРг^Г,.

Здесь массовый оператор <2 — сумма всех сильно-связанных диаграмм без 
свободных концевых линий:

<2 =

(И)
В случае бесконечной среды функция 50(г, г0) зависит от модуля разности 
аргументов; следовательно, этим свойством обладает и массовый оператор: 

<2(^1» гг) = (2(|Г1 —га| >. Тогда уравнение Дайсона (10) можно решить 

методом фурье-преобразования. Обозначив через $0(1с), 5 (1с), <2(1с) 

фурье-образы функций 50(г), 3(г), <2 (г) соответственно, из (10) по
лучим:

ад - —^к\_ ~ • (12)

1-ЗД0(*)
9-371
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Совершив обратное преобразование Фурье, получим для 5(г):

5{г) - 5( | г |) = 5(г) = — -֊е--_ -• ■ =
<2‘-) Л 8о\к) — <2 (/с)

. ОО
1 4՜ С ■ к зт кг ' ,,

(2к)’ г )8^(к)-СЦк)
. о

(13)

При получении последнего выражения для 5 (г) учтено то обстоятельство^ 

что 30(к) и (2 (к) зависят от модуля вектора к (к = |£|). Уравнение 
Дайсона (10) не является замкнутым уравнением в том смысле, что вхо

дящее в (10) ядро массового оператора (2 не задается в замкнутом виде, 
а представляется рядом (11). Тем не менее, уравнение Дайсона обладает 
некоторым преимуществом относительно исходного уравнения (8). Дей
ствительно, если в (11) ограничиться лишь одним членом ряда <2, то по
лученное в этом приближении из (10) решение будет соответствовать сум
ме некоторой подпоследовательности из (8). Рассмотрим более подробно 
приближение Бурре, когда Q приближенно заменяется первым членом ря
да (11):

/ \
(2~ (2г = 80В). <֊ > Л--------------1 . (14).

Обозначим через = ьтгУ2>О<11,<У*<> решение уравнения Дай

сона в этом приближении: 

__ ____
ПУП = н_____С__ ;___ГУИД

51=50+50ад. ’ (15>

Из (15) следует, что 5! является суммой ряда

(16)-
Последнее представление 5Х и объясняет смысл приближения Бурре (что. 
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обычно делается в литературе). Но может оказаться полезным и другое 
истолкование приближения Бурре. Итерируя (6), получим:

5>. = 50 + 5>Х50 + . (17).

Усредняя (17), можно убедиться, что приближение Бурре соответствует 
замене:

< Х50 > • < 5х > , (18).
>

т. е. некоторому приближенному расщеплению среднего от произведения 
типа

<Х.к..Л5х>.

Если известно решение (15), то в следующем приближении для <2 уже՜ 
можно взять сумму некоторой подпоследовательности, получающейся за
меной в любом члене ряда (2 свободной функции через 6^, например

Следовательно, диаграммная техника дает возможность выделить из (8) 
подпоследовательности топологически-схожих диаграмм и просуммировать 
их. Далее, путем замены свободных функций So в диаграммах (11) функ
цией предыдущего приближения, удается просуммировать новые подпосле
довательности диаграмм, что, несомненно, приводит к лучшему приближе
нию, чем приближение, полученное из (8) путем вычислений нескольких 
первых членов.

3. Т рехмерная среда. Функция К в случае трехмерной среды сле
дующая:

а'(г) = вд = Алг; . (;| = г.
4к г2

Совершив преобразование Фурье в (5), получим: , .

$(*) ~ (19>
к — Ло arc tg к

Фурье-образ функции Qx(r) = *$о(г) В\ (г) является сверткой фурье- 
образов 50 и В\: " л
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Qx A = Qx W = -֊- f А (11 - х |) 50 (X) rf>z = 
(2«)aJ

a’-L C ___ 1-------- di
nk J ₽s+(i-՜/-)2 X֊).oarctgZ 

-- ЭО
(20)

Подстановка (19) и (20) в (13) приводит к следующему выражению для 
5, (г):

о / \ 1 С _________________________________________________
\г) /о \з ■ । 00

' к* 1Г _ж к—>oarc tg к з2? Г 7. arctg ZcfZ
arc tg к кх J [?2+ (к — 7.)2] [X — arc tg X)

-- ОО

(21)
В теории переноса излучения решение 'задачи точечного источника я 

бесконечной трехмерной среде сводится к решению вспомогательной «од
номерной» задачи путем введения функции одной переменной Ф (г) (см., 
например, [7]):

ОО ОО
У у 5 (г) <1х4у = 2к у г5(г) Лг;

—оо |«|
1 4Ф(г) (22^

2кг dr

Переход к функции Ф (х) в исходном уравнении (1) не возможен из-за на-

линия множителя X (г) под интегралом, а в уравнении Дайсона (10) та
кой переход возможен и, естественно, приводит окончательно к выражению 
421) для £(г).

Выражение (& (к) можно преобразовать к другому виду, если вычис
лить интеграл в правой части (20) с помощью теории вычетов с учетом 
того, что подынтегральная функция имеет точку ветвления на верхней по
луплоскости комплексной переменной. Не останавливаясь на подробностях 
вычислений, приведем лишь конечный результат:

Ql(k) = a* А.
P + («W *։ + (у-ЬР)’1

(23)

~ , 1
-ЭДвСЬ ла — -----

а
da* > а а является положительным корнем уравнения
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к1и1±^
2а 1 — а

= 1.

Оператор 7?), определяется следующим образом:

Л I \ 2у у—1/ \2у/]
1

Выражение (23) можно получить непосредственным фурье-преобразова- 
нием (14), если воспользоваться полученным ранее явным видом функции

*$о(г) (см., например, [7]). Отметим, что функция 50(г) в данном тексте 
отличается от аналогичной функции в цитированной выше литературе мно
жителем Х„, что непосредственно следует из уравнения (5) для "5о(г).

Полученное выше выражение (21) для подлежит тщательному ана
лизу, но в данной статье мы этим заниматься не будем. Ниже мы подроб
нее рассмотрим один предельный случай, а именно, случай сильной корре
ляции, когда ₽ —»-0. В этом предельном случае из (21) получим:

1 Г к (к — Хо аге tg к) аге tg ке,1'г 
(2к)2гг 3 [4 — ).oarctg^]^ — [аап^4]2 (25}

Подынтегральная функция имеет полюсы, в точках гг 2 = /а± верхней 
полуплоскости комплексной переменной г = к + 1у, где а± — положи
тельные корни уравнений

■£Мп^ = 1; ).± = Х0±а. (2б>
да 1 — а

Учитывая далее, что г = г является точкой ветвления для подынтеграль
ной функции, после стандартных вычислений получим:

•Мг) = Л( е~ЧГ + —|е~а-Г+ [/?1(у)е-г’^1. (27>
8"г ( ак-1 )

1

Здесь

• /'։ + у1„гс11+/^у2_Ь4^1+/л_\
л,(9)= 4г. 1т ' 2У »+1 2у/\2у у + 1 2у/ .

* (1+ У- + ,-^У
X У +1 2у / \ 2у у + 1 2у)

(28>
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4. Среднее число рассеяний. В теории переноса излучения определен
ный интерес представляет среднее число рассеяний, испытываемых кван
том. Обозначим через No и N среднее число рассеяний, соответственно в 
однородной и стохастической средах. No и N определяются следующими 
формулами:

Nq = ро Й d3r (г) cPr = J 50 (7) cP г,

_ г , 1Г - г - (29)
N = 5(f) <Рг К(г) сРг = 5(f) сРг.

Как видно из определения (29), Na и N совпадают со значениями 

фурье-образов соответственно 50(f) и 5(f) в точке к = 0:

^ = •5(0) = ֊•
5(0) ‘ N т

JV = 5(0) =---------------------------------------
1-5(0) Q(0) 1֊N0Q(Q)

В приближении Бурре для 7V~ Nt получим:

м=
1-с։А_Г(;о)М

(31)

где

ОО
____ are tg к dk_______  

(кг + ₽*)* (к— arc tg к) .

В частности, при сильной корреляции, т. е. при р-*--0 из (20) и (30) по-
лучим:

. (32)

Автор выражает благодарность и искреннюю признательность профес
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A POINT SOURCE IN AN INFINITE 
STOCHASTIC MEDIUM

R. S. VARDANIAN

The paper considers the radiation transfer problem in an infinite 
■three-dimensional field when the quantum survival probability X in the 
case of- an elementary act of scattering is presented by a statistically 
homogeneous and isotropic Gaussian field with an exponential correlation 
function. The diagram method is applied to the solution. The first mo
ment of the source function and the average number of quantum scat
terings are found in the Bourret approximation. The strongly correlated 
field is considered as a private case.
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