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В работе исследуется устойчивость семейства нестационарных моделей, обладаю
щих одинаковой полной энергией, но отличающихся энергией хаотического движения. 
Семейство включает, как предельные случаи, стационарную функцию распределения 
однородного шара Камма и пылевую функцию распределения, соответствующую космо
логическому решению Фридмана с отрицательной полной энергией. Показано, что псе 
модели, за исключением стационарной, неустойчивы относительно радиальных возму
щений, в то время как относительно квадрупольного возмущения модель становится не
устойчивой, когда отношение энергии хаотического движения к полной энергии в момент 
времени, соответствующий максимальной скорости расширения, становится мень
ше 0.62. ,

1. В рамках схемы, по которой скопления галактик (галактики) обра
зуются в результате скучивания протогалактик (газово-звездных комплек
сов, шаровых скоплений), их эволюцию должны представлять модели, осно
ванные на решениях бесстолкновительного кинетического уравнения и урав
нения Пуассона. Давно известно поведение малых возмущений однородно
го фона частиц с нулевыми случайными скоростями, это известные гидро
динамические решения Боннора для пыли [1]. При наличии дисперсии ско
ростей задача о развитии возмущений в однородном, изотропном, бесстолк
новительном мире решалась в работе [2]. Существуют точные пылевые ре
шения, описывающие, как эволюционируют объекты типа галактик или 
скопления галактик, отпочковавшись от остального фона. Сферически-сим- 
метричные решения [3] служат неплохим приближением на ранних стадиях 
фрагментации, однако эти решения на стадии сжатия неустойчивы по отно
шению к возмущению, переводящему шар в эллипсоид. Коллапс однород
ного пылевого эллипсоида исследовался в работах [4, 5] и др. Эволюция 
такого эллипсоида приводит к сингулярности типа «блин».
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Наша задача заключается в выяснении вопроса: каким образом диспер
сия скоростей влияет на поведение возмущений коллапсирующего бесстолк
новительного шара, в частности, как дисперсия скоростей противодействует 
росту возмущения, переводящего шар в сфероид?

2. В качестве невозмущенной модели следует подобрать семейство ре
шений бесстолкновительного кинетического уравнения и уравнения Пуассо
на, описывающих системы с одинаковой полной энергией Ет, но отличаю
щихся энергией хаотического движения частиц. В работе [6] найдено се
мейство функций распределения, описывающих нелинейные пульсации од
нородного шара Камма [7]. В лагранжевых переменных функция распреде
ления имеет вид 

(1)

где «г — радиальная координата, г0 — радиус шара, «э — трансверсаль-
6 ։ 4'ная скорость, ?в, — радиальная скорость, ш- = — кир0, р0 — плотность.

О
Размеры шара меняются по закону II (#) — аг + ш262 , где а (#)» Ь (/) 
задают линейное преобразование, связывающее эйлеровы и лагран
жевы переменные, и подчиняются уравнениям

■ •• ш2а
° ~ (а2 + о>262)3/2 ’

(а*+ш*Ь*)312

и условию (в силу теоремы Лиувилля)

, аЬ — Ьа — 1. (3)

То есть П (/) удовлетворяет уравнению

П=—’ (4)
П» • П2

Единственным (в силу фиксированного значения интеграла «момента», яв
ляющегося следствием (3)) параметром семейства моделей является инте
грал «энергии» уравнения (4). Энергия хаотического движения в этих мо
делях от —Ет (стационарный шар) до нуля, но при этом и полная энер
гия зависит от параметра семейства моделей. Вместо (1) возьмем функцию 
распределения вида
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1 Г . ,-1/2
y0«_L , (5)

« I -\ го / !
«

где т։£[0, 1]. Вместо [4] будем иметь

Зафиксировав интеграл «энергии» А (например, А = 01г/2), получаем иное, 
чем в [6] однопараметрическое семейство функций распределения, завися
щих от В переменных Эйлера они имеют вид:

где г — радиальная координата, R — радиальная скорость, Т — ква
драт трансверсальной скорости, П (f) = 1 — е cos ц, t = о»՜1 (ч — е sin ч)> 
е =
Потенциал этой системы равен

ф° = у ЛФО у ֊ 2nGporc у» (8)

второе слагаемое нормирует потенциал так, чтобы его значение на границе 
4

гг = г0П было равно ньютоновскому потенциалу с массой М = — ярог^.
3

Полная энергия всей системы равна
о

(9)
А*/

Отношение энергии хаотического движения, определяемой дисперсией ско
ростей, к полной энергии системы равно

Ех/Ег = — 1 -е1— (10)
1 — е cos ч

Таким образом, параметр е=1/ 1-----—— определяет это от-
V |£т| п—г

ношение. При е = 0 функция распределения (7) переходит в функ
цию распределения однородного стационарного шара Камма, и вся 
кинетическая энергия заключена в хаотическом движении частиц 
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Ех —— Ет. При е = 1 хаотические движения отсутствуют и (7) пе
реходит в функцию распределения, соответствующую пылевому кос
мологическому решению Фридмана [3],

/» = от,(г’-т)8('г-тгг)։(П <П)
где о(х) — дельта функция, е(х) — единичная функция Хэвисайда.

Решения (7) и решения, полученные в [6], можно получить, применяя 
преобразование Шюрера [8], выведенное Р. Куртом в [9], что было замече
но Кузьминым в работе [10]. Заметим, что исследование устойчивости од
нопараметрической последовательности, полученной в [6], было приведено 
В [11].

3. Для исследования поведения малых возмущений воспользуемся ме
тодом вариации фазового объема [12]. Возмущенная фазовая плотность 
имеет вид

а возмущенный потенциал

Ф = Фо + еФх-
Линеаризованное кинетическое уравнение имеет вид

Л “2П V П V дг + г т СО5? \ П’г’л

где р = агс18-——> &8, — компоненты трансверсальной скорости. Мы

будем исследовать возмущение, не зависящее от азимутального угла, 
<>ф

поэтому в (13) опустили член, содержащий —-• Перейдем к пере-

~ тт ? Г Лменным г — г/и, £ = 1 и индуцированным этим преобразованием 

переменным R = П ^7?---- п՜ г)’ Уравнение (13) запишется в

этих переменных следующим образом:

<14>Л 11 дг г \ г°/
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или

1/2

Л П’ Л д1

4. Выберем возмущение потенциала в виде

.2 
о

□ <?Ф1
COS ?-----

дв

Фг— r2P2 (cos 6) ® (f).
Смещение границы находим из условия 

>

(15)-

(1б>

(17)

где 'Хо = Х(£ = О, Г1'2 = 0). Из (17) находим радиальную координату 
возмущенной границы г։г = П V — еХ0/а։ш2, откуда смещение гра-
ницы Дгг равно

П-------е'Х.
2 ’0 2 2wr

(18}

С другой стороны, при переходе через слой с поверхностной плотностью & 
производная потенциала терпит разрыв величины 4к(7а [13]. В нашем слу

чае а = у^,Дгг. Таким образом,

<?ФХ о>Фг
дг гг + 0 дг гг

= 4п(7_^_дг
— о тв г (19)-

Ф1|г _0= _^7p2(cos0)'₽(f)’ из условия Фх|г _о = Фх|г +0 

IB
Фх| =-----Р2 (cos 6) ։р (t). Положим далее ш2 = 1, гв = 1.

1ГР + 0 г3 
получаем

Дг„ = - А П*Р2 (cos 6) т (7).
О

получаем

И из (19)

(20)

Функцию Хо получаем из уравнения (15) интегрированием по траекто֊ 

риям. Поскольку величина гТ1/2 вдоль траектории сохраняется, а нас 
интересует X1^ , игнорируем последний член в (15).

I г=о

= 2П»78Р։ (cos 0) <р (?) - 2 j* 7'SP2 (cos 0') (П^+ 2ПП>) d?. (21 >

---- ОО
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Траектории имеют вид:

- 4.՜ -х =-----sin ат + х cosat,
а

i>’ = cos ат — ax sin ат, (22)

ft' — ft . cos ат — az sin ат,

■где т ь f — t, х, у, z — компоненты г, ftx, ft7, ft, —декартовы компонен

ты скорости ft. Тогда (21) запишется в виде

X = 2II»r«Ps(cos 6)у(<) —

-3
Г*/՜ ft?
I ( z*cossaT -|---- — sin*aT

ОО

+5’ z sin 2ат^ d (П’<р)4-1 а

+J
< —•
՝ /- о*

/ г3 cos* ат ---- — sin* ат

ои

+21 

а
sin2at^ d (И*?). (23)

Отсюда получаем

<
‘Zq = ^ПАр(/) — J cos* ат«/(П*®) 

-- ОО
1

Сравнивая {18) и (20), получаем уравнение

•2r*P։ (cos 9).

для ?(f):

(24)

•
J cos*aTrf(II*<p) = 

-- ОО

=П*у— (25)

Интегрируя по частям интеграл в (25) и учитывая, что П*<р (—оо)=0, 
лолучаем

П*ф sin 2атЛ'=---- -- Паср. (26)
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nLx \

|֊П4֊4а' L-0.

Дифференцируем по t дважды —

• I

2։ \ П’<р sin Чг-dt! = — (П^л? 4֊ 2П^»'~ 4- Пер*_ ) — П։<р. (27)j 6 t1 t i t i
—oo

Сравнивая (27) и (26), получаем дифференциальное уравнение для <р (0:

’77+2ЛГ’7+

Перейдем к переменной t:

Т + 4'П’<? + (2П։ ֊ "5՜ П»+5_П4')'Р = °’ (29)

(28)

- л® 1коэффициент при <р получаем с учетом П = — — —• При е = О,

ж * г 5 *а2 = 1 получаем, что ? = е в соответствии с результатом ра
боты [12].

5. Для удобства анализа перейдем в уравнении (29) к переменной 
а) и сделаем подстановку ? = и/П3, тогда вместо (29) имеем урав
нение

7 а» 1 П'« 2-A\u = o.
2 ns 4 IT 10 П/

(30)

Из теории линейных дифференциальных уравнений с периодическими 
коэффициентами известно, что структура решений уравнения (30) опреде
ляется собственными значениями Х1։ матрицы

^,-_/и1(3՜) “И3՞) \ 
\и2 (Зя) ч'2 (Зк) / 

•
где и1։ иг — решения уравнения (30) с начальными условиями их(к)=1, 
и](к) = 0, и։(«) = 0, и^(«) = 1; При этом имеются следующие воз
можности:

. 1) \, 1։ — вещественные, \ \ = ХГ1. В этом случае имеется
экспоненциально растущее решение.

2) \ = ^1 = 1. Тогда существует линейно растущее решение.
3) — комплексно сопряженные, рх| = |>։| = 1. Решения (30)

представляют собой сумму произведений периодических функций.
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Численный расчет показал, что для уравнения (30) в интервале 
е£[0, 0.62) реализуется случай 3), для е£[0.62, 0.88)—случай 1)^ 
для е(;[0.88, 0.92) Попять 3) и для е >'0.92 — случай 1).

6. Заметим, что относительно радиальных возмущений модели (7) не
устойчивы при любом значении е, кроме е= 0. Действительно, возьмём мо-

Л
ду Фх = г8ф (t). Возмущенная модель — это просто смещение по фазе или 
амплитуде невозмущенной модели. Ее пульсация описывается также реше
нием уравнения (6), но с другими, близкими, начальными условиями.. 
Варьируя это решение по амплитуде, находим, что

ф к 2е _(1 — е8) cost) + е(1 — e^sin8^ _
1 — ecosT) (1—ecosTj)8 (1 — ecosi})’

 Зе sin т) (>j _ e sin tj). (31 >
(1 — e cos 7))’

To есть имеет место линейная неустойчивость.

7. Если предположить, что модели, описываемые (7), достаточно адек
ватно описывают реальные эволюционирующие системы в смысле исследо
ванных выше свойств, то можно сделать следующий вывод космогоническо
го характера: если к моменту сжатия энергия случайных движений дости
гает значения, соответствующего е < 0.62, то система релаксирует к сфери- 
чески-симметричной форме, в противном случае образуется эллипсоидаль
ная система.

Астрофизический институт
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THE STABILITY OF THE SPHERICAL COLLAPSE OF THE 
COLLISIONLESS GRAVITATION SYSTEMS

E. A. MALKOV

The stability of the family of nonstationary models that have iden
tical total energy but nonidentical energy of chaotic motion has been՛ 
investigated in this work. This family includes the stationary distri
bution function of the homogeneous sphere by Camm and the dusty 
distribution function corresponding to Friedmann cosmological solution 
with negative total energy as limit cases. All models with the 
exception of the stationary are instable relative fo the radial pertur-
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bation while these models are instable relative to the quadrupole mode 
when the ratio of the chaotic energy to the total energy is less than 
0.62.
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