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Магнитогидродинамика включена в параметризованный пост-ныотоновскнй форма
лизм. Получены уравнения движения, законы сохранения и условия равновесия идеаль
ной вращаюхцейся жидкости.

1. Введение. Рассмотрение фигур равновесия идеальной вращающей
ся жидкости в рамках параметризованного пост-ньютоновского (ППН) 
формализма с учетом электрических и магнитных сил представляет инте
рес в связи с тем, что эффекты, обусловленные этими силами, сравнимы с 
эффектами пост-ньютоновского приближения (ПНП). ПН гидродинамика 
наиболее детально была разработана и применена к исследованию фигур 
равновесия Чандрасекаром [1—5]. Гринберг [6] получил ПН магнито
гидродинамику (МГД). Уилл [7—9] построил ППН формализм, завися
щий от 10 параметров и охватывающий все метрические теории в данном 
приближении. В консервативных теориях количество параметров умень
шается до трех: Р, 7, 5. В общей теории относительности (ОТО) Р = 1 = 1» 
а в скалярной теории Бранса—Дикке [10] 1 = (1+ш)/(2+ш)» Р = 1» 5 = 0.

Целью настоящей работы является включение магнитогидродинами
ки в ППН формализм и получение в этой теории условий равновесия иде
альной вращающейся жидкости.

2. Основные соотношения. Из работ [6—8] следует, что метрика 
ППН формализма в консервативных теориях гравитации и при 5 = 0 
с учетом магнитного поля должна иметь вид

2(/ 1^ = 1֊^ + 4(2Р^-4Ф), 
сг с4
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\ с 7

и

чи 15°° = 1 + —^-+-у(2₽6/։ + 4Ф), 
с с*

8* = 4р*> (2>
с3

ов А 2и\*
\ С / 

где

и = С * <Л',

И.= С 3 |х-х'|

фа с Г Р (х\ О У» (хл) (хр — хр) (хв — л«)
«) I х X |
т

ф = с №. 0 0 (Л 0^
3 | X — X I

1 1 ’ 1 з Р нг0 =֊(7 + 1)«’ + 4(37-2? + 1)*/ + ֊П+4т-£ + £- 
2 2 2 2 Р 8гр

Здесь р — плотность жидкости, и. = <1x^1 <11 — трехскорость жидкости,

Р—изотропное давление, П — внутренняя энергия, //—напряжен
ность магнитного поля.

Компоненты четырехскорости и = <1х‘/<15 (։ = 0, 1, 2, 3), опреде
ляемые метрикой (1, 2), имеют вид

и° = 1+2./Ау»+ ц\, 
с։ \ 2 /

■= —+ —/—и’+З// 
с с։ \ 2

(4)
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и

1 Г 11 (5>
««=- — + 4 Р« - (2т + 1) £/««-4 и’и. • 

с с’ I 2

Тензор энергии—импульса идеальной жидкости с учетом электриче-
«• —♦

ского Е и магнитного Н полей определяется по формуле

т!з = (рс2 4-рП + Р) и,ия - Рз - \ (6).
4՜ \ 4 /

где Р,-у — тензор электромагнитного поля, для пост-ньютоновского 
приближения:

Ло = — Е., Г* — — — Еа — 
с с с3

Г,9 = Н*, Г* = (1 ֊ На9, (7).

= е7вр£А>

где е.^ — символ Леви-Чивитта.
Компоненты тензора энергии—импульса имеют вид:

Лю =рс2+р(и2 + 2£/+П) 4֊֊֊^. 
8к

Тох = - Р«,с ֊ (п 4- — + и2 + 2(и) 4- р:----- — (£ хН)«,
с \ р /с 4кс

^ = р«а^+р/г+֊^֊֊у%з + ^4[п + ~ + 2(2-г + 1)^ + о2|- 
\ С* / с* 1 Р ]

- ֊(«аР; + «зР.’)- ֊ Е^- ֊ [1 - (6'( ՝\4}и ]я4, (8).
с 4яс 4^ ся I

и

Т«| = рС»4-Р(П4-и24-2£7) + — > 
8к

ТОа= ро.с + /Ъ + — + V2 4- 2-г и} 4֊ — (Е X Н)а, 
с2 \ р / 4кс
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7”1’ = рО,г? [ 1 + -V«2 + 2£/+ П 4- —I + 
I • с2 \ р / |

£-_.2_Ь_ |я;.
\ с3 / 4т.с3 4к I с՜

Здесь использованы сокращения

£«’?= ЕЛЕ$---- -- Е։а^,

Н^ = Н.Н?֊֊Н31^.

Символы Кристоффеля

. 1
г<» =—£

(дИ.т , 
к дху

д8ут 
дх‘

ЪЬЛ 
дхт)'

(9)

(Ю) 

(И)

(12)

вычисленные с необходимой точностью, имеют вид:

Гоо =— 1 ди
с3 дС

« 1 ди 1 
г5о=-^^+^ 2Ъ+Ъи

ди дФ др; 1 
дХа 2 дХа Л ]’

г°? = -2^м].։ 1[<?р: , др;
2с3 |[дх? дх,

го 1 ди
1 «о=------ 2 л~’

с3 дх„ «

=4 [ - 4 &+3) (к֊ ’ - •> 1 *

с։ I о/ 4 ]
Г“ - Т Г^й 4-^Х ди 1
1 ра — у~ Оо? "Г °ав — —— 00։ ։

С* [</Х <7X3 дха ]

3. У равнения движения получаем из закона сохранения тензора
гии-импульса

Г/?, = о.

(13)

энер-

(14)
При г=0 из (14) следует условие неразрывности

֊-|р + 4(П + «Ч-2У)+4^1 +
д1 [ с3 с3 8к ]
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+—!₽% Г1+4(п+— + ^ + 2^+Ат(£х^4 + -
Ох, । [ с2 к Р / 4~с2 ]

, 1 Г,- о. ди 1Г„. 1Ч ди Л . — Н3՜՛՜"2)^՜՜ .+ “7 3(7 —1)ри,— =0. 
с2 I »и с2 [ Ох,_

(15)

Положиз ։ = « (։=1, 2, 3), получим из (14) уравнения движения

4- Зи’ + “Аг (^ X 1 + А ’ - -Г-։

1. Массу:

01 ч 4~с* Охз 4~с Охз

-рА-ААЬ + ^-Н3*-2? + 1)£/ + п+з-г— 1 +Ох, с2 Ох, | р

, 1 ,О 14 <?£/ 1 Г, (101—4)6/1^ .
+ ?№֊։)₽«.*—фгР՜ ——•—]-£7+

■+^(н‘н’^—н‘д̂-) = 0’ <16>
где

Уравнение неразрывности (15) и уравнения движения (16) в отсутствие 
электрического и магнитного полей переходят в уравнения ППН форма
лизма Уилла [7], при ? = 7 — 1 переходят в уравнения МГД ПНП ОТО

Гринберга [6], а при Р — 7 = 1 и Е =Н= 0 переходят в уравнения ПНП 
ОТО Чандрасекара [1].

4. Законы сохранения. Интегрируя уравнения (15) и (16) и исполь
зуя результаты работ [1, 6, 8, 11, 16], после продолжительных вычисле
ний получим следующие, необходимые нам в дальнейшем, сохраняющиеся 
величины:

11-1086
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где

2. Импульс:

(18)

где

*.=? ((i + 4Р+<5 6 * *т+1)^+п+—В^֊а|+֊д֊(£х//)։.

5. Z1=pVX^rft, Л=7ХЛ. (22)

t
I

6. /։ = J/7-v*rft,

r

где

(I с [ р |) * J 4кс։
(19)

3. Угловой момент:

= е.₽7 J K'X-fd-. (20)

т
4. Общую энергию:

S = j* Erf:, 

т

где

Е = р(— v9 --U+ П + -№+- 
I 2 2 8гр

+ -у[у v‘+ ֊ ^U-^֊֊ U* + (31 ֊ D UK +

+ ,«(п + -) -4 + -Л [£’֊(Н D (21)
\ р / 2 j 8irc2
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^=«. + ^[£ + (2-г + 1)£/ + п + -֊]-^. ■ (23}

V Р*Вр</т + I рР*8о</т,

Р0о(7</т

рЗП = — Вр,

5. Условия равновесия. Используя законы сохранения (18)—(23), со
ставим функционал

Г=3-|-2.£4-ХМ4-а1А + ’/։» (24}

где 2, >•» о\, — постоянные множители Лагранжа.

Варьирование производим по р» и и А. При этом учитываем следую
щие соотношения:

(25)

(26)

(27)

(28)
Р

а также условия равновесия классической магнитогидродинамики [12] в 
членах при 1/с8:

— «’-(/+П + — +2Хг-«+Х = 0, (29}
2 Р

«4-2Хг + — Н=0, (30}
Р

—\7Х ^ + 2’1^ + а2 V X « = 0 (31}
4к

и Е— — V ХН.

В силу независимости вариации 8р, оу, ВЛ, мы найдем, после продол
жительных вычислений,

_ х = _ у _|_ п + — + 2Х г-у +
2 Р

+ 1 1/„.+
8 2 2
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- 0- г3 + и ) (п + -֊-) - 2Ф +«• р* - 

_^я.г;/п+—+4г,5+(2<+1)^-1^*1к <з2)р I \ р л / и
—♦ ”♦ ~* /у “♦
и+ЙХг+- /У = 0, (33)

Р*

V X н+ 8 -г 4ка։ V X V* +

+ 4 V X {[Н(2Х г V) - (Н- 2 X г) и] - (7 + 1) 1Ш\ =0. (34)
с3

Соотношения (32)—(34) являются системой МГД условий равновесия 
идеальной вращающейся жидкости в ППН формализме и обобщают ана
логичные условия равновесия в ППН формализме [11], в ПНП ОТО 
[13—15] и в МГД ПНП ОТО [16].

Киевский политехнический 
институт

THE EQUATION OF MOTION AND THE EQUILIBRIUM 
CONDITIONS FOR IDEAL ROTATING LIQUID IN 

PARAMETRIZED POST-NEWTONIAN
MAGNETOHYDRODYNAMICS

N. P. BONDARENKO

Magnetohydrodynamics is involved in the parametrized post
Newtonian formalism. The equations of motion are obtained as well as 
the conservation laws and the equilibrium condition of ideal rotating 
liquid.
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