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Рассматривается нелинейная задача переноса внутри спектральной линии в слое 
конечной толщины в одномерном приближении при общих законах перераспределения 
по частотам. Выполнены численные расчеты в 4-ом и 8-ом приближениях для допле­
ровского закона перераспределения. В виде таблиц приводится зависимость реальной 
оптической толщины от предельной.

1. Введение. За последние годы появилось множество работ (см. 
[1—9]) по нелинейным задачам переноса излучения. Учет нелинейных эф­
фектов необходим при больших плотностях излучения, когда число воз­
бужденных атомов в единичном объеме становится сравнительным с чис­
лом атомов, находящихся в основном уровне. При этом параметры, опре­
деляющие локальные оптические свойства среды, сильно зависят от со­
стояния поля излучения.

Среди существующих методов решения нелинейных задач переноса 
особое место занимает метод самосогласованных оптических глубин Ам­
барцумяна [1] и примыкающий к нему математический метод, предложен­
ный Енгибаряном [2, 3]. С применением метода работ [1—3] были рас­
смотрены некоторые нелинейные задачи [4—6]. В работе [6] была рас­
смотрена нелинейная задача некогерентного рассеяния в плоскопараллель­
ном слое при общих законах перераспределения излучения внутри спек­
тральной линии. На основе методов работ [1—3] авторам статьи [6] уда­
лось линеаризовать соответствующие уравнения, впервые полученные Ок- 
сениусом [7].

За последние 10—15 лет в работах [10—13] была развита линейная 
теория переноса некогерентного рассеяния при общих законах перераспре­
деления по частотам.

В работах [14—16] был предложен новый вариант принципа инва­
риантности для задач переноса в полупространстве и в слое конечной тол-
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щины. Этот подход позволяет свести решение задачи переноса в слое ко­
нечной толщины к соответствующим задачам для полубесконечной среды. 
Результаты работы [14] в дальнейшем применялись в ряде других работ 
[17—19]. В [18] путем сочетания методов работ [13, 14] удается полу­
чить эффективный метод решения задачи переноса некогерентного рас­
сеяния в одномерной полубесконечной среде и в слое конечной толщины.

Оказывается, что результаты работ [13, 14] с успехом можно при­
менить и к нелинейным задачам некогерентного рассеяния. Настоящая 
работа является продолжением работы [6]. В случае одномерной среды 
решение задачи доведено до численных результатов.

2. Постановка задачи. Рассмотрим нелинейную задачу в одномерной 
плоскопараллельной среде с геометрической толщиной г0 в одномерном 
приближении. Пусть среда равномерно заполнена атомами с двумя энер­
гетическими уровнями и свободными электронами. Обозначим через п0 
концентрацию атомов, а через пк {к = 1,2) концентрацию атомов, находя­
щихся на к-ом уровне на глубине г:

«1(г) + п2(г) = п0. (1)

Пусть среда освещается внешним излучением /о(х), где х—безраз­
мерная частота. Под действием падающего излучения в среде создается 
определенное поле излучения и распределение атомов по уровням. Будем 
предполагать, что профили коэффициентов поглощения и вынужденного 
излучения одинаковы и равны (см. [6]). Не будем учитывать также элек­
тронные удары первого рода.

Уравнение переноса в принятых предположениях будет иметь сле­
дующий вид:

, сП* (х, л) о ( 81 \ , ч , М> и ։тг / \
+ —— = — — — п») 3 (х)1 (г, ») + п2Д21Т (х),

(2)

с граничными условиями

7+ (0, х) = я (х); 7՜ (г0, х) = 0. (3)

Здесь /+(г, х) и 1՜ (г, х) — интенсивности излучения^ идущего 
соответственно в сторону возрастания и убывания г; 512, Ал — эйнш­
тейновские коэффициенты переходов, gk — статистический вес к-то 
уровня, а (х) и ']> (х) — профили коэффициентов поглощения и спон­
танного излучения.
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Условие стационарности следующее:

П1 А’5=Ца21 + лг1+֊^5-|> (4)

а21 —коэффициент электронных ударов второго рода,

СЮ
5 = У а (х) [7+ (х, х) + 7՜ (г, х)] ах. 

— сю

Профиль коэффициента спонтанного излучения имеет следующий вид:

ОО

П1А2 Г Лх, х')[Т+(г,х') + Г{г, х')]ах' 
£

«։* (х) =----------—------------------------- о---------------------------(5)
ап + Ла + -^5

Здесь г (х, х') —функция перераспределения по частотам.
В уравнении (2) перейдем к новому аргументу1՛: соотношением:

= ~’Ди (п1-----—п-Даг; т0 — Г-у՜2 ^12 (п1 —пг\аг, (6)
4« \ ё2 / Л 4тс \ Я» /

о

—реальная оптическая толщина слоя, величина которого неизвестна и 
зависит от решения самой задачи.

С учетом (4)—(6), уравнение (2) принимает вид [20, 21]:

■| ( *> X ) / V Г ± / . I

±------ ------- = - а (х) / (т, х) +
а՜

ОО

+ -֊- У Г (х, х') [/+ (т, х') + /- (т, х')] ах՛, (7)

— ОО

с условиями

/+(0, х) = 7о+(х); 7-(то,х)=О, (8)

1 ^21где /— —-----------------вероятность выживания кванта при элементарном
^21 + ап 

акте рассеяния.
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Введем также предельную оптическую толщину Уо посредством [20]:

4у = («1 + «։) у0 = В։»пого. (9)
4гс 4тс

Из условия стационарности (4), а также из (6) и (9) получим сле­
дующую связь между т0 и у0:

Уо = ^о+ 7<2(‘со). (Ю)

где
Те °°

<№)=֊[ У «(х)[/+К х) + /-(т, х)]Ле, 

0 —оо

(11) 
՛.* \ 8з/ Ая

Таким образом, определение "0 сводится к нахождению функции 
С(то)> чт0 эквивалентно решению линейного интегро-дифференциального 
уравнения (7) для всех значений т0 у0. Ниже мы предложим два спосо­
ба определения функции (2(у0), которые опираются на результаты работ 
[14—16].

3. Первый способ. Из работы [14] следует, что существует интеграль­

ный оператор отражения R, который определяется из следующей задачи 
Коши для операторного уравнения Рикатти:

֊ — 4- АЛ + ИА = (/ + R) £ (} + R),

/?Оо) = С, (12)

где } — единичный оператор, А—оператор умножения на функцию 
ч, к — интегральный оператор вида: •

ОО

(£/)(■*) =-у [ г(х, х')У(х') </х'. (13)

— ОО

Искомые интенсивности/4^ (т, х) и / (", х) связаны между собой со­
отношением:
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(14)

где R (т, х, х') — ядро оператора R.
-В дальнейшем нам понадобится представление функции перераспре­

деления в следующем виде:

г (х, х՛) = £ л*։4 (х) а4 (х'), (15)
4-0

где А/, —неотрицательные постоянные, (х)} —система ортонормирован-

ных функций с весрм—-—(см. [13]). Представление функции перерас- 
® (х)

пределения в виде билинейного разложения (15) обсуждается в работах 
[10-13].

Решение уравнения (7) ищем в виде:

4-0 “ (X)
Тогда с учетом (15), ортонормированности функции [а4 (х)} с ве­

сом —-— и соотношения (14), из (7) в п-м приближении получаем: 
®(х)

- 2 СктС, к = 0, 1, 2, ... П, (17)
а с /п—о

/м (0) = /оХ,
где

Окт =• Ткт-----— [ Скт + У Ск&т 1>
•<։ I 1-о 1

СЮ
С1к = ЛкТ!к; 1{к = у а. (х) а4 (х) </х, 

— ОО

R.к = [(я(*,х, х') а,(х)я*(х)-ахах'. (18)

из а(х')
— ОО

После определения из задачи (17) 1к находим по формуле

. . /7 = Х ' (19)
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В случае однородной полубесконечной среды ("0 = “>) Л не зависит 

от т (р = Я») и определяется из следующего квадратного операторного 
уравнения: . •

л7+?Л =-.(/+?) £(/+7). (20)

О “-ООМ*')
Раскрывая операторное уравнение (20), умножая на ----- а~(х')Г~~

и интегрируя по X и х՛ от —=® до +°°, получаем следующее матричное 
уравнение, которое является матричным аналогом нелинейного интеграль­
ного уравнения Амбарцумяна:

Гр + Р Г — £+ £р + р £ +р£р, 
- /X \ - (21>

Г = (и); £=(-֊С„); р = (р,.).

Метод решения матричного уравнения (21) подробно обсуждается в ра­
ботах [6, 18], и поэтому на нем мы здесь не будем останавливаться.

Следуя работе [14], введем функции У (т, х, х'). Рассмотрим одно­
родную полубесконечную среду П (0, оо). Перед средой поместим слой 
П (0, т) толщиной Пусть на границу т этого слоя справа падает квант 
частоты х'. Тогда У (т, х, х՛) с!х представляет собой вероятность того, что 
квант выйдет из среды (после всевозможных рассеяний как в слое П (0, •։), 
так и во всей среде П (0, оо)) с частотой, заключенной в интервале 
х, х + с!х.

Из принципа инвариантности следует, %то К(т, х, х') удовлетворяет 
следующему функциональному уравнению:

ОО

^У(т, X, х') = _ а (х) У(х, х,х')+ — [г (х> х*) У(х, х", х') ах" +
Л 2 л

— ОО

ОО ОО

+ у | ₽(х, х")ах" у г(х՞, х'") у (г, х'", х՛) ах՛՛՛. (22)

----- ОО ------ОО

• Решение уравнения (22) представим в виде

Г(,,„ х')=-- (23)
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Тогда, умножая обе части (22) на 
g- (*) ач (х') 

а(х')
х и х՛ от — оо до -J- оо с учетом представления 

и интегрируя по 

(15), приходим к

следующему уравнению относительно матриц-функции Y = ( У,*):

֊ = ֊ У G,m Ymk, i, к = 0, 1, 2, ... П, 
а- £-а

У,к (0) = 8«, (24)

С 1т = 7,т — С{т + I-
Знание функций р (х, х') и У (-, х, х') позволяет определить ко­

эффициенты отражения х, х') и 'пропускания (?(՞, х, х') слоя 
конечной толщины т. Последние выражаются через р (х, х') и У (т, х, х') 
следующими соотношениями:

р (х, х') = R (т, х, х') +
ОО оо

-I- J У(', х, x")dx" J р(х", x"')Q(b х՛", x')dx'", (25)

— ОО —00

У(', х, х') = Q(t, х, х') 4-
ОО оо

+ J У(т, X, x")dxa J р(х", x"')R(t, Х'", х') dx՛". (26)

— со —00

Складывая и вычитая (25) и (26) можно убедиться, что система уравт 
нений разделяется. Путем дискретизаций уравнений (25), (26) для ма­

трицы R — (Rik) получим:

* = ֊[(/+ П)_1(Г+ Г)+ (/- 57)-։(р- г)]. (27)

4. Второй способ. Рассмотрим среду толщины -С ± 00. Следуя ве­
роятностному методу В. В. Соболева введем функцию /\(s х', х), 
имеющую следующий вероятностный смысл: (т, х', х) dx представ­
ляет собой вероятность того, что квант, имеющий при поглощении на 
глубине t частоту х', после ряда рассеяний выйдет из границы т = О 
среды, причем его частота будет находиться в интервале частот х, 
х + dx. Функция (т, х', х) удовлетворяет следующему инте­
гральному уравнению (см. [11]):
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Р-., (֊, х', х) = у е (л'։ л) +

°о
+ — С я(х'> *")« (х") С х", х)<1х", (28)

2 *) «]
--- ОО О

где

Обозначим
Р-- (т» х', х) = а (д') Рх, (т, х', х).

Тогда уравнение (28) перепишется в виде

ОО х«

+ 4 [ г(х', х")</х" Г е-”-‘,|в(^Рч (', хГ, х)ах". (29) 
“ V

—оо и

Применяя подход, развитый в работах [15, 16], можно получить сле­
дующее соотношение, связывающее функции Р» (х, х', х) и Рт,(х, д', л),

Р» (т, х', х") = Р„ (т, х', х) +

(30)

Наряду с уравнением (29) рассмотрим интегральное уравнение отно- 
сительно функции источника

(’, л) =

Указанное уравнение имеет вид:

(»)
п 2
Л1 — па

?2

ОО

(31)

х') </х'с(х' +

(л, х')7о+(х/)</х'. (32)
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Уравнения (28) и (32) имеют одинаковые ядра и отличаются толь­
ко свободным членом. Их сравнение приводит к соотношению

ОО

Уч (■'» х) = у Рт.(ь х, х') /о (х') 4хг. (33)

-- ОО

Умножая обе части уравнения (29) на /о+ (х) и интегрируя по х 
от —оо до 4-оо, получаем аналогичную связь для функций У. (т, х) 
и 5ч(т, х): •

ОО со

5- (т, х) — Уч (х, х) -)֊ у У (То, х, х') <7х' у р (х', х") У-, ("0— х, х") <1х՞. 

— ОО —00

(34)

Пользуясь разложением (15), (23), соотношение (34) преобразуем к 
виду

У *- (х) = 3^(х) + £ £ >«(х0) ('о ֊ ’)• (35)
I—в р-0

Здесь

У*ч (т) = Ак (1к\ (х) + (т)). (36)

Заменяя в (35) х на х0— т, будем иметь

У *- (То - х) = 3*. (г„ - т) + £ £ Л,. ?{р Зр^ (т). (37)
Ор-о

Складывая и вычитая (35) и (37), получаем раздельные уравнения:

(г, х0) = $Д(г, ТО) + 2 £ Ук1р1рЗр^^, г0), (38)
/—О р —О 

тде

Ун0 (х> хо) = У*^,(х) ± У^Ч (т0— т).

Интегрируя уравнение (35) по т от 0 дот0, получаем:

< ?* (хо) = е </+ ур )г; 4 Ар С (/д (т)+/- (т)) л. (39)

о
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С учетом разложения (16) соотношение (10) принимает вид

У о = т0 + у Т«1/4 (/£ (х) + 1й, (х)) ,/х = То 4- ± (г0). (40)

6

5.Численные результаты. Ниже приводятся результаты численных 
расчетов в 4-ом и 8-ом приближениях для доплеровского закона перерас­
пределения. В этом случае имеем

ОО 
а(х) = е՜**; г(х,х')= е-/"л, (41)՛

тах(|х|, |ж'|) 

а разложение (15) имеет вид (см. [23, 24]):

г(х х'\-у 1 е~д,Яц(х)е~х,Ям(х/)
г(х, + 1 (42)

где Я*(х) — полином Эрмита Л-ой степени.
Все вычисления производились на ЭВМ. Программы написаны на 

языке РЛ/1. На вычисление уходило примерно 30 минут.
Перепишем задачу (23) в матричной форме

— = - С Г. (43)
</-

Решение уравнения (43) представим в виде степенного матричного 
ряда:

(44) 
л-о к1

Для определения матрицы У сперва вычислим С*, после чего матрич­
ный ряд (44) для фиксированных значений х0> начиная от х0 = 0.1 до 
х0 = 10. Процесс вычисления матричного ряда (44) прекращался, как толь­
ко элементы последнего члена ряда (44) становились меньше 10 6. Да­

лее, матрицы ± Ур)՜1 определяются по стандартным алгоритмам (см. 

[25, 26]). После нахождения обратных матриц (_/ ± Ур)՜ определяется 

матрица-функция R (х), х£[0, Знание R (х), х£[0, т0] позволяет оп­
ределить внутренний режим в среде толщины х0 путем решения за­
дачи Коши (17) для /*՜.
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Табли на 1
ЗАВИСИМОСТЬ РЕАЛЬНОЙ ОПТИЧЕСКОЙ ТОЛЩИНЫ ОТ 

ПРЕДЕЛЬНОЙ -0 = -0(д,0) ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ /.Их

| %=0.3 х=0.5 х-1

1 2 3 4 5 6 7 ’ 8 9 10

к 0.9 0.98 0.995 0.9 0.98 0.995 0.9 0.98 0.995

0.1 0.164 0.194 0.209 0.207 С. 256 0.281 0.314 0.412 0.462
0.2 0.326 0.385 0.415 0.409 0.509 0.559 0.620 0.818 0.918
0.3 0.485 0.575 0.621 0.609 0.758 0.834 0.918 1.216 1.369
0.4 0.643 0.763 0.824 0.804 1.004 1.107 1.208 1.609 1.814
0.5 0.798 0.949 1.026 0.996 1.247 1.377 1.492 1.995 2.254
0.6 0.951 1.133 1.227 1.185 1.488 1.645 1.769 2.375 2.689
0.7 1.102 1.315 1.426 1.370 1.725 1.910 2.041 2.750 3.121
0.8 1.252 1.496 1.624 1.553 1.959 2.174 2.306 3.119 3.547
0.9 1.399 1.675 1.821 1.73,3 2.192 2.435 2.566 3.483 3.969
1. 1.546 1.853 2.016 1.910 2.421 2.694 2.820 3.842 4.388
1.2 1.834 2.204 2.404 2.257 2.873 3.206 3.315 4.546 5.212
1.4 2.117 2.550 2.786 2.596 3.316 3.711 3.791 5.232 6.022
1.6 2.396 2.890 3.165 2.926 3.751 4.209 4.252 5.902 6.817
1.8 2.669 3.227 3.540 3.249 4.178 4.700 4.697 6.556 7.600
2. 2.939 3.559 3.911 3.565 4.598 5.186 5.129 7.196 8.371
2.2 3.205 3.887 4.279 3.875 5.011 5.665 5.549 7.822 9.130
2.4 3.467 4.211 4.644 4.179 5.418 6.139 5.958 8.436 9.879
2.6 3.727 4.531 5.005 4.478 5.819 6.609 6.359 9.038 10.618
2.8 3.984 4.849 5.364 4.772 6.214 7.074 6.746 9.629 11.347
3. 4.238 5.163 5.720 5.063 6.605 7.533 7.126 10.209 12.067
3.2 4.489 5.474 6.074 5.349 6.990 7.989 7.499 10.780 12.778
3.4 4.739 5.782 6.425 5.632 7.371 8.441 7.864 11.341 13.482
3.6 4.987 6.088 6.773 5.911 7.747 8.889 8.222 11.893:14.177
3.8 5.232 6.391 7.119 6.187 8.119 9.333 8.574 12.438 14.865
4. 5.476 6.692 7.464 6.460 8.487 9.773 8.920 12.974 15.546
5. 6.673 8.164 9.156 7,788 10.273 11.927 10.576 15.547 18.547
6. 7.839 9.590 10.807 9.066 11.984 14.011 12.131 17.968 22.022
7. 8.984 10.980 12.422 10.307 13.633 16.037 13.614 20.267 25.073
8. 10.112 12.339 14.007 11.519 15.231 18.012 15.039 22.463 28.023
9. 11.226 13.672 15.565 12.711 16.786 19.942 16.421 24.572 30.884

10. 12.329 14.982 17.101 13.883 18.304 21.834 17.766 26.608 30.669
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Заметим, что второй способ с вычислительной точки зрения обладает 
очевидным преимуществом по сравнению с первым. В самом деле, во вто­
рое случае, зная только внутренний режим полубесконечной среды, нам 
удается найти из простого соотношения (39) сразу интеграл, входящий в 
(16). Следует отметить, что результаты численных расчетов, выполнен­
ных по двум различным способам, весьма хорошо согласованы (в третьем 
знаке после запятой):

Рис. 1. Зависимость функции источника от частоты при т = О, X = 0.95 для раз­
личных значений т0 в 8-м приближении.

На рис. 1 изображена зависимость функции источника 5Т, (т, х) от 
частоты при т = О, X = 0.95 ^ля среды т0 = 0.5; 1; 2, выполненная 
вторым способом в 8-ом приближении.

В табл. 1 приведена зависимость реальной оптической толщины от 
предельной при различных значениях X и параметра х=/о+ 7 =0.3; 0.5; 1, 
который характеризует отношение вынужденного излучения к спонтан­
ному. Из приведенной таблицы видно, что при *^=0.5 происходит замет­
ное просветление среды и нелинейные эффекты становятся существенными.

В заключение авторы выражают искреннюю признательность 
Н. Б. Енгибаряну, под руководством которого выполнена настоящая ра­
бота.
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ON A NONLINEAR PROBLEM OF NONCOHERENT 
SCATTERING IN A ONE-DIMENSIONAL MEDIUM

A. KH. KHACHATRIAN, A. A. HAKOPLAN

The present paper considers the nonlinear transfer problem within 
the spectral line in the layer of finite thickness In one-dimensional ap­
proximation at general frequency redistribution laws. Numerical calcu­
lations in the 4th and 8th approximations are performed for the Doppler 
law of redistribution. The dependence of the real optical thickness on 
the finite one are presented in the tables.
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