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Вариационным методом получены условия равновесия идеальной вращающейся 
жидкости в параметризованной пост-ньютоновской гидродинамике, которые являются 
обобщением аналогичных условий равновесия в пост-ньютоновском приближении общей 
теории относительности. Интегрированием уравнений движения получен закон сохра
нения полной энергии.

1. Введение. В конце 60-х и начале 70-х годов была развита «теория 
гравитационных теорий» [1—7], которая достаточно полно охватывает 
большинство метрических теорий гравитации и является полезной как при 
анализе наблюдательных данных, так и при планировании эксперимен
тов. В настоящее время эта теория, называемая обычно параметризован
ным пост-ньютоновским (ППН) формализмом [8] и учитывающая пост
ньютоновские (ПН) релятивистские эффекты, включает в себя 10 пара
метров, 7, Р, 6, ах, а2, а3, Сх, С8, С3, С4, значения которых зависят от кон
кретной рассматриваемой теории гравитации. Параметры 7 и Р связаны 
с классическими эффектами общей теории относительности (ОТО) и рас
сматривались еще в работах [9—11]. Параметр Е связан с существованием 
выделенного положения в пространстве, обусловленного, например, влия
нием галактики на гравитационную постоянную в данной точке (эффект 
Уайтхеда [6]), параметры ах, связаны с существованием выделен
ной системы отсчета [5], а параметры о3> Сх, С2, Са, С« существуют в тео
риях гравитации, предсказывающих нарушение глобальных законов сохра
нения полного импульса [4].

Требование выполнения законов сохранения полного импульса сокра
щает количество параметров до трех, остаются только 7> Р> Отметим, что 
в ОТО 7 = Р =1, а в скалярной теории Бранса—Дикке [12]

7=(1 + ш)/(2 + ш), р = 1, 5 = 0.



410 Н. П. БОНДАРЕНКО

ППН формализм разрабатывался в основном для анализа экспери
ментальных и наблюдательных данных в пределах Солнечной системы. Но 
многие астрономические объекты, такие, например, как белые карлики и 
нейтронные звезды, можно считать ПН-объектами, так как для них реля
тивистские эффекты не очень сильны и могут быть посчитаны в рамках 
пост-ньютоновского приближения. Поэтому представляет интерес произ
вести исследование в ППН формализме фигур равновесия и их устойчиво
сти и сравнить полученные результаты с ПНП ОТО и другими теориями.

Настоящая работа посвящена получению условий равновесия идеаль
ной вращающейся жидкости в ППН гидродинамике, которые обобщают 
известные условия равновесия в ПНП ОТО [13—15], и является первой 
из планируемого цикла работ по фигурам равновесия в ППН формализме.

2. Основные уравнения и законы сохранения. Согласно Уиллу [31, в 
консервативной метрической теории гравитации и при ։ = 0 в рамках 
ППН формализма метрика имеет вид

чи 1^00 = 1-^-+4(2^-4Ф), 
с с4

где

£/(х, 0 = в ? Л',
•Цх —х'| 
т

Ф(х,<)=с('И<- Л-.‘.
3 1X — X՛ I

(1)

(2)

(3)

1 1 1 я р<р = —(•г + 1)«8+֊-(Зт-2? + 1)£/ + 4п+4-Г—> (4)
£> Л 2» Р

К(X, 0 = С Г ?(‘х'г а-', (5)
3 |х-х'|

„ . Р (х'г 6 иЙ (х'Т (х= — X») (х — X՛) , ,(X, П = О 3 , 3 (6)
3 |х —X Г
т

р — плотность материи, П — внутренняя энергия, Р — изотропное давле
ние.
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Соотношения (1—6), как и все другие этой статьи, при 7 = ? = 1 пе
реходят в соответствующие соотношения ПНП ОТО [16]. Обобщение 
уравнений движения ньютоновской гидродинамики

А. + _ 0
0/ дх,

сйл дР ди / <1 д , д \

Л дхх дха \ Л д( дх-Л

(7)

(8)

в ППН гидродинамике имеют вид:
1. Уравнение неразрывности

^ + ^1 = 0, (9)
д1 дхл

где

р*=р[1 +■?(тиг+31б/)] (10)
так называемая сохраняющаяся плотность, так как <1М((Н = 0, а

(И)

— сохраняющаяся масса.

2. Уравнения Эйлера (а =1, 2, 3)

д . д ди

[ с2 ][ 1

+ ^4-((57-1)£/и։_2(7 + 1) 

с” <й с2 р дхл

- ^1-2сх (И 2с՜

_^_^ + ։р^\ = 0> 
с2 дхл)

где

(12)

а (13)
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Используя комплекс энергии — импульса Ландау—Лифшица [17], 
Уилл [4] получил следующие сохраняющиеся величины:

1. Массу-энергию

Р* 1 + 7-(т”'_Т1У + п)Р’' (14)

2. Импульс

(15)

где

1
««= р «Д1 + 4 (4"’ + + и П + — 

с* \ 2 р ,

---- -- (4-г + 3) И«------ Г.л»---------------- £
3. Момент количества движения

£« = евЭт . (16)
т 

где евр7 — символ Леви-Чивитта.
4. Скорость центра масс

р;= [р*х, 11 + 4(4Р’~ - Г 1 (/ + П)]^-Л;. (17) • I с \ д* / յ
т

5. Координаты центра масс

которые удовлетворяют уравнению

т. е. центр масс движется равномерно со скоростью Ра/Р0.,
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Однако, как отметил Чандрасекар [18], для получения закона сохра
нения общей энергии при помощи комплекса Ландау—Лифшица необхо
дима пост-пост-ньютоновская теория, которая для параметризованного 
формализма еще не создана. Поэтому получим закон сохранения энергии 
из уравнений движения (12).

3. Закон сохранения энергии. Домножим уравнения (12) на Va и про
интегрируем их по объему тела Т. Затем, следуя Чандрасекару [16] и 
используя его результаты, получим следующие соотношения:

(аи։) + сНу (аиаи) = 1 . 2 
трг’ ~~ риЛ (1՜ — 

8с2 /

(20)

(21}

где и* = У + — <2, а (2 удовлетворяет уравнению 
с2

4 [ Р*'-4 ֊№-3(1 +1) И.]* =
с2 J сП

[/о’_2(1 + 1)„։И.] + (1 + 1)1)։ УЛсП-

2с2 3 сП 
т

(1 + 1)
с2 3 О |х — х I

(23)՛

2(1+1) 

с3
1 + 1'а®«—-~ !--* дхл С3

' , . с!
РР Чх---- (24}---------- -
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֊ [р*. ֊ ( ^« ֊ ^ ^ ,4֊, ֊ С Р*«( ֊
2с2.) си ;2с2 л.)

т т

4 С {р [(7 4-1) Уг 4- П] + ЗтР} (27)
с2 .) Л

Складывая выражения (20)—(27) и немного преобразовывая, получим 
закон сохранения энергии в ППН формализме

— (՛£* = 0, 
Л ՝ (28)

где

Р*П-уР*£/*4-

4-—[-—«*+——- г/2+^7 ^еи-пи- 

с8 I 8 2 2
1 / 3 \ 1_ 2_„»п - (7 + — ) V« К- — V. 1Г։
2 \ 4/ 4

— так называемая энергия единицы объема жидкости.

(29)



УСЛОВИЕ РАВНОВЕСИЯ 415

Учитывая значения «» и р*, приведем выражение (29) к более удобно
му виду, которым и будем в дальнейшем пользоваться

£ = р||’’֊֊и + п+> 

I ** А С 4**+4^- о 2
— - 2 4-(37 -1) (/П-Г V2 (п+ — )-

2 X р /

(30)

4. Условия равновесия. Для нахождения условий равновесия идеаль
ной вращающейся жидкости воспользуемся вариационным методом Ляпу
нова [19], который заключается в нахождении экстремума энергии (30) 
при заданной массе (11), импульсе (15), моменте количества движения 
(16) и центре инерции (18). Математически задача сводится к нахожде
нию экстремума функционала

т

+ а« + 6а р Ха + еазтхапэ 2Т) </- (31)

при варьировании скорости V, и плотности р. Здесь 1, а,, Ьл, 2» — 
неизвестные постоянные множители Лагранжа.

В дальнейшем мы используем следующие легко доказуемые соотно
шения:

I

т

Va ИаО?«/՜ + I р ИаОиа<Л,

(32)

г |
р«р8£Л/т = ' фбрг/т,

(33)

(34)

(35)

(36)

а также
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которое следует из известного соотношения термодинамики

</П Р <1Р р---- =----------
dt ^pdp

(37)

Вариация по р функционала (31), с учетом, что в слагаемых порядка 1/с2 
имеет место [19]

ал =0, 6, = 0, и« = — 2Т, 

дает
(38)

— и + П Н--------1- X + аа«а+ 6вха-Ь

+ ±Г_±Р«_Л±1 ^ + (9т֊4Р֊4) 
с2 [ 8 2 2

«2 + О ) (п + -у) -2Ф+ —֊֊ V. Иа+ ֊֊иа 1Га ] = 0. (39)

Вариация пои« при тех же условиях дает

и«+врр* 2т + а«+֊4-----^֊«2 — С' + П + — + ).]• (40)
с . 2 р ]

Выражение в квадратных скобках равно нулю в силу условий равновесия 
в ньютоновской гидродинамике [19]

1 РХ=—и2+(/-П֊֊֊• 
2 Р

Поэтому из (40) остается

и« + е₽гД1 ХТ + а« = 0.

Следуя [15], можно показать, что 6« = 0 и что

(41)

(42)

(43)

где Мо = I р<Л.

Постоянная аа =# 0 означает отсутствие симметрии у фигуры равно
весия в ньютоновском приближении относительно соответствующей пло-
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скости, т. е. плоскости х» = 0. Поэтому для эллипсоидов Маклорена и 
Якоби а-, = 0 и закон вращения (42) имеет обычный вид [19]:

и«= — е?т«х?ат, . (44)

что нельзя сказать о таких фигурах равновесия, как грушевидные. Однако 
смещением начала координат из центра инерции в точку с координатами 
у о3 определяемыми соотношением

=-ур> (45)

т

можно добиться выполнения закона (44) и для несимметричных фигур 
равновесия.

Окончательно, подставляя (44) в (39), получим условия равновесия 
идеальной вращающейся жидкости в ППН формализме

, 1 2 г / I ГТ 1_ 1 < 2? “1՜ 1 г г 2 .— X =-------у2 — £/ + П Ч---------—--------- V՝ - ------—----С/и2 4-
2 р са 8 2

(9-г -48-4) + и \ /п +_£Л _
2 \2/\р/

- 2Ф + —К+ —«« (46)
2 2 ]

которые при 7 = Р = 1 переходят в условия равновесия ПН ОТО [13—15].

Киевский политехнический 
институт

CONDITIONS OF EQUILIBRIUM FOR A PERFECT FLUID 
IN PARAMETRIZED POST-NEWTONIAN FORMALISM

N. P. BONDARENKO

Using a variational method, conditions of equilibrium of ideal ro
tating fluid in parametrized post-Newtonian hydrodynamics are derived, 
which generalize similar conditions of equilibrium in post-Newtonian 
approximation of general relativity. The motion equation has been 
integrated, the conservation of energy is inferred.
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