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1. Ââåäåíèå

Åñëè äâàæäû ôîðìàëüíî èíòåãðèðîâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

(1.1)
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =:

∞∑
n=0

An(x),

ñ êîýôôèöèåíòàìè ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ, òî ïîëó÷èòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿøèéñÿ

ðÿä ñ ñóììîé

(1.2) F (x) := Ax+B +
a0x

2

4
−
∞∑

n=1

An(x)

n2
.

Îáîçíà÷èì

(1.3) S(x, h) :=
F (x+ h) + F (x− h)− 2F (x)

h2
,

è

S∗(x) := sup
h>0
|S(x, h)|.

Âûðàæåíèÿ S(x, h), h > 0, íàçûâàþò ñóììàìè Ðèìàíà ðÿäà (1.1), à S∗(x)-ìàæîðàíòîé

Ðèìàíà ýòîãî ðÿäà. Èçâåñòíî, ÷òî

(1.4) S(x, h) =
a0

2
+

∞∑
n=1

An(x)

(
sin nh

2
nh
2

)2
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è åñëè ðÿä (1.1) â òî÷êå x ñõîäèòñÿ (ñì. [1] ñòð. 187), òî

lim
h→0

S(x, h) =

∞∑
n=0

An(x),

à âîîáùå, åñëè ñóùåñòâóåò limh→0 S(x, h) = S, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (1.1) â òî÷êå

x ìåòîäîì Ðèìàíà ñóììèðóåòñÿ ê çíà÷åíèþ S.

Â òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ õîðîøî èçâåñòíà (ñì. [2], à òàêæå [1] ñòð.

191)

Òåîðåìà Êàíòîðà. Åñëè ðÿä (1.1) âñþäó ñõîäèòñÿ ê íóëþ, òî âñå êîýôôè-

öèåíòû ýòîãî ðÿäà ðàâíû íóëþ.

Íà ñàìîì äåëå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ðÿä (1.1) ìåòîäîì Ðèìàíà âñþäó ñóì-

ìèðóåòñÿ ê íóëþ, òî âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ðàâíû íóëþ. Â äàëüíåéøèõ

óñèëåíèÿõ è îáîáùåíèÿõ òåîðåìû Êàíòîðà ïðèñóòñòâîâàëà ñõîäèìîñòü èëè ñóì-

ìèðóåìîñòü âñþäó èëè âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæå-

ñòâà. Ýòî îïðàâäûâàåòñÿ òåì, ÷òî èìååò ìåñòî (ñì. [3], à òàêæå [1] ñòð. 804)

Òåîðåìà Ìåíüøîâà. Ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä, êîòîðûé ïî-

÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íóëþ, îäíàêî íå âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ðàâíû

íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåîðåì î ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, íóæ-

íû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ðÿä. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî-

ëó÷åíû â ðàáîòàõ [4]-[6]. Â ýòèõ ðàáîòàõ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé

âûñòóïàþò óñëîâèÿ íà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàæîðàíò Àáåëüÿ è Ðèìàíà.

Çäåñü ìû äîêàæåì ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü äëÿ ðÿäà (1.1) âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî

ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà B âûïîëíÿåòñÿ

(1.5) S∗(x) <∞, êîãäà x 6∈ B,

è ñóììû S(x, h) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íóëþ, êîãäà h→ 0. Òîãäà âñå êîýôôèöèåíòû

ýòîãî ðÿäà ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü äëÿ ðÿäà (1.1) âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî

ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà B âûïîëíÿåòñÿ (1.5) è ñóììû S(x, h) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ

ê íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f , êîãäà h → 0. Òîãäà ðÿä (1.1) ÿâëÿåòñÿ

ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f .

Ó÷èòûâàÿ ðåãóëÿðíîñòü ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ Ðèìàíà, èç òåîðåì 1.1, 1.2 ïî-

ëó÷èì ñëåäóþùèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü äëÿ ðÿäà (1.1) âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî

ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà B âûïîëíÿåòñÿ

(1.6) sup
N

∣∣∣∣∣
N∑

n=0

An(x)

∣∣∣∣∣ <∞, êîãäà x 6∈ B,

è limN→∞
∑N

n=0An(x) = 0 ïî ìåðå. Òîãäà âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ðàâíû

íóëþ.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü äëÿ ðÿäà (1.1) âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî

ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà B âûïîëíÿåòñÿ (1.6) è

lim
N→∞

N∑
n=0

An(x) = f(x) ïî ìåðå,

ãäå f -íåêîðîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ðÿä (1.1) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå

ôóíêöèè f .

2. Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû

Ïóñòü

(2.1) ϕ(x) := (1− |x|)+, ãäå t+ = max(t, 0), è ϕh(x) :=
1

h
ϕ
(x
h

)
, h > 0.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

(2.2) S(x, h) =

∞∑
n=0

(An ∗ ϕh)(x) =

∞∑
n=0

∫ x+h

x−h
An(t)ϕh(x− t)dt.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè g ïî ðàçëè÷íûì

ìåæäó ñîáîé óçëàì x1, x2, x3 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

[x1, x2, x3]g :=
g(x1)

(x1 − x2)(x1 − x3)
+

g(x2)

(x2 − x1)(x2 − x3)
+

g(x3)

(x3 − x1)(x3 − x1)
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ¸òî

2[x− h, x, x+ h]F = S(x, h).

Ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñì. [5] ëåììà 1)

Ëåììà 2.1. Ïðè ëþáûõ x1 < x2 < x3 èìååò ìåñòî

2[x1, x2, x3]F =

∞∑
n=0

∫ x3

x1

An(t)ϕx1x2x3
(t)dt,

ãäå

ϕx1x2x3
(t) :=


2

x3−x1
, êîãäà t = x2,

0, êîãäà t 6∈ (x1, x3),
ëèíåéíàÿ íà îòðåçêàõ [x1, x2] è [x2, x3].
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Íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, àíîíñèðîâàííàÿ â ðàáîòå [7] è äîêàçàííàÿ

â ðàáîòå [6]. ×àñòíûé ñëó÷àé ýòîé ëåììû áûë äîêàçàí â ðàáîòå [5].

Ïóñòü òî÷êè x
(1)
j < x

(2)
j < x

(3)
j , j = 1, 2, ..., n, ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [a, b] è

ϕj(x) =


1, êîãäà x = x

(2)
j ,

0, êîãäà x 6∈ (x
(1)
j , x

(3)
j ),

âûïóêëàÿ íà îòðåçêàõ [x
(1)
j , x

(2)
j ] è [x

(2)
j , x

(3)
j ].

Âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé è âîãíóòîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè

φ(x) ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà αk, k = 1, 2, ..., n òàêèå, ÷òî

n∑
k=1

αkϕk(x
(2)
j ) = φ(x

(2)
j ), j = 1, 2, ..., n,

è
n∑

k=1

αkϕk(x) ≤ φ(x), x ∈ [a, b].

Ëåììà 2.3. Äëÿ ôóíêöèé F (x) è S(x, h), îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (1.2) è (1.3)

èìåþò ìåñòî

(2.3) S(x, h) = o(h−1), ðàâíîìåðíî ïî x,

(2.4) |F (x+ h) + F (x− h)− 2F (x)| = o(h), ðàâíîìåðíî ïî x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî |An(x)| ≤ 1,

äëÿ âñåõ x è n. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåì n1 òàêîå, ÷òî |An(x)| < ε, n ≥ n1.

Òîãäà (ñì. (1.4)) äëÿ h < ε
n1

ïîëó÷èì

|S(x, h)| ≤
n1−1∑
n=0

1 +

[ 2
h ]∑

n=n1

ε+

∞∑
n=[ 2

h ]+1

ε
4

n2h2
≤ n1 +

2ε

h
+

4ε

h
<

7ε

h
.

Ñîîòíîøåíèå (2.3) äîêàçàíî. Ñîîòíîøåíèå (2.4) ñëåäóåò èç (2.3) è (1.3).

Äëÿ ïðîñòîòû ôîðìóëèðîâêè ëåììû 2.4�2.8 côîðìóëèðîâàíû äëÿ îòðåçêà

[0, 1]. Îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî îíè âåðíû äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [a, b].

Ëåììà 2.4. Åñëè

(2.5) S

(
i

2k
,

1

2k

)
= 0, äëÿ ëþáûõ k = 1, 2, ..., 1 ≤ i ≤ 2k − 1,

òî F (x)-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1].
40



Î ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÐßÄÎÂ

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì xk,i = i
2k . Òîãäà óñëîâèå (2.5) ðàâíîñèëüíî

F (xk,i−1) + F (xk,i+1)− 2F (xk,i) = 0, k = 1, 2, ..., 1 ≤ i ≤ 2k − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî òî÷êè (xk,i−1, F (xk,i−1)), (xk,i, F (xk,i)) è (xk,i+1, F (xk,i+1)), k =

1, 2, ..., 1 ≤ i ≤ 2k − 1, íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâ-

íîñòü ôóíêöèè F ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Èç ëåììû 2.4 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.5. Åñëè S(x, h) = 0, êîãäà [x − h, x + h] ⊂ [0, 1], òî F (x)-ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ íà [0, 1].

Ëåììà 2.6. Äîïóñòèì

(2.6) lim
h→0

S(x, h) = 0 ïî ìåðå íà [0, 1],

è

(2.7) S∗(x) ≤M, äëÿ íåêîòîðîãî M è âñåõ x ∈ [0, 1].

Òîãäà F (x)-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε-ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî

(2.8) |F (x+ h)− F (x)| < ε êîãäà |h| ≤ 2−k è x ∈ [0, 1],

è

mes(A) < ε, ãäå A := {x ∈ [0, 1] : |S(x, 2−k)| > ε}.

Îáîçíà÷èì

(2.9) ψ(t) :=

2k−1∑
m=0

χA(t+m2−k), t ∈ [0, 2−k),

ãäå χA(t)-õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A. ßñíî, ÷òî

(2.10)

∫ 2−k

0

ψ(t)dt = mes(A).

Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò òàêîå t0 ∈ [0, 2−k), ÷òî ψ(t0) ≤ 2kε. Ïîýòîìó, èç (2.9),

(2.10) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî t0 ∈ [0, 2−k), ÷òî

(2.11) card{m : |S(xm, 2
−k)| > ε} ≤ 2kε, ãäå xm = t0 +m2−k,

à card(G)-êîëè÷åñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà G.

Îáîçíà÷èì

φ0(x) :=

 2, êîãäà x = 1
2 + t0,

0, êîãäà x 6∈ (t0, 1 + t0),
ëèíåéíàÿ íà îòðåçêàõ [t0,

1
2 + t0] è [ 1

2 + t0, 1 + t0].
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À äëÿ m = 0, ..., 2k − 1 ïîëîæèì

φm(x) :=

 2k, êîãäà x = xm,
0, êîãäà x 6∈ (xm − 2−k, xm + 2−k),
ëèíåéíàÿ íà îòðåçêàõ [xm − 2−k, xm] è [xm, xm + 2−k].

Èç ýòèõ îáîçíà÷åíèé è ôîðìóë (2.1), (2.2) ñëåäóþò

(2.12) S

(
1

2
+ t0,

1

2

)
=

∞∑
n=0

∫ 1+t0

t0

An(x)φ0(x)dx

è

(2.13) S(xm, 2
−k) =

∞∑
n=0

∫ 1+t0

t0

An(x)φm(x)dx, m = 0, 1, ..., 2k − 1.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

(2.14) φ0(x) =

2k−1∑
m=1

αmφm(x), ãäå αm =
φ0(xm)

φm(xm)
, m = 1, 2, ..., 2k − 1.

Èç (2.12)�(2.14) ïîëó÷èì

(2.15) S

(
1

2
+ t0,

1

2

)
=

2k−1∑
m=1

αmS(xm, 2
−k).

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåãðàëû ôóíêöèé φm, m = 0, 1, 2, ..., 2k − 1, ðàâíû åäèíèöå è

ïîýòîìó èç (2.14) èìååì

(2.16)

2k−1∑
m=1

αm = 1 è 0 ≤ αm ≤ 21−k, m = 1, ..., 2k − 1.

Îáîçíà÷èì Λ1 := {m : |S(xm, 2
−k)| ≤ ε} è Λ2 := {m : |S(xm, 2

−k)| > ε}. Îòñþäà,
ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì (2.15), (2.16) (2.7) è (2.11) ïîëó÷èì∣∣∣∣S (1

2
+ t0,

1

2

)∣∣∣∣ ≤ ∑
m∈Λ1

αm|S(xm, 2
−k)|+

∑
m∈Λ2

αm|S(xm, 2
−k)|

≤ ε+M
∑

m∈Λ2

21−k < ε+ 2Mε = ε(2M + 1).

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì (2.8), èìååì∣∣∣∣S (1

2
,

1

2

)∣∣∣∣ < ε(2M + 17).

Ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîñòè ε, ïîëó÷èì S
(

1
2 ,

1
2

)
= 0. Ïîâòîðÿÿ âûøåïðè-

âåäåííûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ îòðåçêà [x − h, x + h] ⊂ [0, 1], ïîëó÷èì S(x, h) = 0,

êîãäà [x−h, x+h] ⊂ [0, 1]. Îòñþäÿ, â ñèëó ëåììû 2.5, ïîëó÷èì, ÷òî F (x)-ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ íà [0, 1]. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2.7. Åñëè

S

(
1

2
,

1

2

)
6= 0

t0 ∈ [0, 1], òî íàéäóòñÿ x0 è h0 > 0, òàêèå ÷òî

(2.17) S(x0, h0) 6= 0 è t0 6∈ [x0 − h0, x0 + h0] ⊂ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû çàìåòèëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.6, äëÿ ëþ-

áîãî k èìååò ìåñòî (ñì. (2.15), (2.16))

(2.18) S

(
1

2
,

1

2

)
=

2k−1∑
m=1

α(k)
m S(x(k)

m , 2−k), ãäå x(k)
m =

m

2k
, è 0 ≤ α(k)

m ≤ 21−k.

Äîïóñòèì S
(

1
2 ,

1
2

)
= d 6= 0. Òîãäà, åñëè áû íå áûëî òàêèõ x ∈ [0, 1] è h >

0, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿëè áû (2.17), òî ñðåäè îòðåçêîâ [x
(k)
m − 2−k, x

(k)
m + 2−k],

m = 1, 2, ..., 2k − 1, íàøëèñü áû íå áîëåå òðè îòðåçêà, êîòîðûå ñîäåðæàëè áû

òî÷êó t0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿëîñü áû S(x
(k)
m , 2−k) 6= 0. Òîãäà èç (2.18) ñëåäîâàëî

áû, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî mk âûïîëíÿåòñÿ α
(k)
mk |S(x

(k)
mk , 2

−k)| ≥ |d|/3, k = 1, 2, ....

Îòñþäà ïîëó÷èëîñü áû |S(x
(k)
mk , 2

−k)| ≥ 2k|d|/6. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò (2.3). Ëåììà
äîêàçàíà.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì

M > 0 ìíîæåñòâî

EM := {x ∈ (0, 1) : S∗(x) > M}

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì è êàê ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáú-

åäèíåíèåì ñâîåãî ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ, ò.å. ñóùåñòâóþò îòêðûòûå èíòåð-

âàëû I
(M)
k , òàêèå ÷òî

EM =
⋃
k

I
(M)
k , è I

(M)
k

⋂
I(M)
m = ∅, åñëè k 6= m.

Ëåììà 2.8. Äîïóñòèì S( 1
2 ,

1
2 ) 6= 0 è âûïîëíÿåòñÿ (2.6). Òîãäà ñóùåñòâóåò

[x0 − h0, x0 + h0] ⊂ EM , òàêîå ÷òî S(x0, h0) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì îáðàòíîå:

(2.19) S

(
1

2
,

1

2

)
= d 6= 0,

âûïîëíÿåòñÿ (2.6), íî S(x, h) = 0 äëÿ ëþáîãî [x − h, x + h] ⊂ EM . Òîãäà, â ñèëó

ëåììû 2.5, ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé íà êàæäîì èíòåðâàëå

I
(M)
k .

Ïóñòü ε ∈ (0, 0.25) òàêîå, ÷òî

(2.20)
4Mε

1− 2ε/3
<
|d|
3
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è

(2.21)

∣∣∣∣S (1

2
,

1

2

)
− 2F [z1, z2, z3]

∣∣∣∣ < |d|3 , êîãäà |z1| < ε, |z2−
1

2
| < ε, |z3−1| < ε.

Íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî k0, òàêîå ÷òî

(2.22) mes(D) <
ε

6
, ãäå D :=

⋃
k>k0

I
(M)
k .

Èç ñõîäèìîñòè ïî ìåðå ê íóëþ ñóìì S(x, h) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà N , ÷òî äëÿ h0 := 1
2N âûïîëíÿþòñÿ

(2.23) mes{x ∈ [0, 1] : |S(x, h0)| < ε} > 1− ε

6

è (ñì. (2.3))

(2.24) |S(x, h)| ≤ ε

k0h
, êîãäà |h| ≤ h0 è x− ëþáîå.

Îáîçíà÷èì

(2.25) B := D
⋃
G, ãäå G := {x ∈ [0, 1] : |S(x, h0)| > ε}.

Èç (2.23) è (2.22) ñëåäóåò, ÷òî

(2.26) mes(B) <
ε

3
.

Ïîëîæèì

ϕ(t) :=

2N∑
i=1

χB((i− 1)h0 + t), t ∈ [0, h0).

Î÷åâèäíî, ÷òî
∫ h0

0
ϕ(t)dt = mes(B). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå t0 ∈ [0, h0), ÷òî

ϕ(t0) ≤ 2Nmes(B), ò.å.

(2.27) card{i : (i− 1)h0 + t0 ∈ B} ≤ 2Nmes(B).

Îáîçíà÷èì xi := (i− 1)h0 + t0, i = 1, 2, ..., 2N , è ïîëîæèì

(2.28) Λ1 := {i : xi 6∈ B}, Λ2 := {i : xi ∈ B} è H :=
⋃
i∈Λ2

[xi − h0/2, xi + h0/2].

Èç (2.27), (2.28) è (2.26) ñëåäóåò, ÷òî

(2.29) N2 := card{Λ2} ≤
ε

3h0
, mes(H) ≤ N2h0 ≤

ε

3
.

Äëÿ i ∈ (N2, 2N −N2)
⋂

Λ1 îáîçíà÷èì

(2.30) mi := min{j ≥ 1 : i± j ∈ Λ1}.

Óáåäèìñÿ, ÷òî òàêîå mi ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè i−j 6∈ Λ1 èëè i+j 6∈ Λ1

äëÿ j ≤ k, òî èç ÷èñåë i− k, i− k + 1, ... i+ k õîòüÿ áû k øòóê ïðèíàäëåæàò Λ2.

Òîãäà èç (2.29) ñëåäóåò, ÷òî k ≤ N2, ò.å. mi ≤ N2.
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Ïîëîæèì

(2.31) Λ3 := {i ∈ (N2, 2N −N2) ∩ Λ1 : mi > 1}, B3 :=
⋃
i∈Λ3

[xi−mi
, xi+mi

]

è

[z1, z3] := [xN2
, x2N−N2

]
⋃
B3.

Èç (2.29) èìååì

|z1| <
ε

3
è |1− z3| <

ε

3
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë mi è ìíîæåñòâ B3 è H ñëåäóåò, ÷òî

B3 ⊂
{
x : M(χH , x) ≥ 1

3

}
,

ãäå M(χH , x)-ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàðäè-Ëèòòëâóäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ôóíêöèè ìíîæåñòâà H. Ñëåäîâàòåëüíî

(2.32) mes(B3) < ε

è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò xi =: z2, ñî ñâîéñòâàìè

|z2 −
1

2
| < ε z2 6∈ B3.

Îáîçíà÷èì

(2.33) ϕ0(x) :=


2

z3−z1 , êîãäà x = z2,

0, êîãäà x 6∈ (z1, z3),
ëèíåéíàÿ íà îòðåçêàõ [z1, z2] è [z2, z3].

À äëÿ i ∈ Λ4 := {i ∈ Λ1 : xi ∈ (z1, z3)} ïîëîæèì

ϕi(x) :=


2

xi+mi
−xi−mi

, êîãäà x = xi,

0, êîãäà x 6∈ (xi−mi
, xi+mi

),
ëèíåéíàÿ íà îòðåçêàõ [xi−mi

, xi] è [xi, xi+mi
].

ßñíî, ÷òî ôóíêöèè ϕ0 è ϕi, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 2.2. Ïðèìåíÿÿ ýòó

ëåììó, ïîëó÷èì ñóììó ∑
i∈Λ4

αiϕi(x), ñ αi ≥ 0,

ñî ñâîéñòâàìè

(2.34) ϕ0(xi) =
∑
i∈Λ4

αiϕi(xi), êîãäà i ∈ Λ4

è ∑
i∈Λ4

αiϕi(x) ≤ ϕ0(x), êîãäà x ∈ [z1, z3].

Ïóñòü i, j ∈ Λ4 è i < j òàêèå, ÷òî åñëè m ∈ (i, j), òî m 6∈ Λ4. Òîãäà âñå ôóíêöèè

ϕi(x), i ∈ Λ4, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë mi (ñì. (2.30)), ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
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ôóíêöèÿìè íà [xi, xj ]. Íà òîì æå îòðåçêå ôóíêöèÿ ϕ0(x) òàêæå ëèíåéíà. Ïîýòî-

ìó, èç (2.34) èìååì

(2.35)
∑
i∈Λ4

αiϕi(x) = ϕ0(x), êîãäà x ∈ [z1, z3].

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíòåãðàëû âñåõ ôóíêöèé ϕi(x), i ∈ Λ4, è ϕ0(x) ðàâíû åäèíèöå, èç

(2.35) ïîëó÷èì

(2.36)
∑
i∈Λ4

αi = 1.

Îáîçíà÷èì Λ5 := {i ∈ Λ4 : mi > 1}, Λ6 := {i ∈ Λ4 : mi = 1}. Òîãäà

(2.37) 2[z1, z2, z3]F =
∑
i∈Λ5

αiS(xi,mih0) +
∑
i∈Λ6

αiS(xi, h0) =: σ5 + σ6.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíòåãðàëû âñåõ ôóíêöèé ϕ ðàâíû åäèíèöå, èç (2.35), ñ ïðèìåíå-

íèåì (2.32), (2.33) è (2.31), ïîëó÷èì

(2.38)
∑
i∈Λ5

αi =

∫ z3

z1

∑
i∈Λ5

αiϕi(x)dx ≤
∫
B3

ϕ0(x)dx ≤ ‖ϕ0‖∞mes(B3) ≤ 2ε

1− 2ε/3
.

Èç (2.28), (2.25), (2.22) ñëåäóåò, ÷òî |S(xi,mih0)| < M, êîãäà i ∈ Λ5. Ïîýòîìó èç

(2.38) ïîëó÷èì

(2.39) |σ5| ≤
2Mε

1− 2ε/3
.

Äëÿ i ∈ Λ6 âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

• (xi−1, xi+1) ⊂
⋃

k≤k0
I

(M)
k ,

• (xi−1, xi+1)
⋂
EM = ∅ è xi 6∈ B,

• äëÿ íåêîòîðîãî k ≤ k0 èìåþò ìåñòî (xi−1, xi+1)
⋂
I

(M)
k 6= ∅ è (xi−1, xi+1) 6⊂

I
(M)
k .

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì S(xi, h0) = 0.

Âî âòîðîì ñëó÷àå (ñì. (2.25) è (2.28)) âûïîëíÿåòñÿ |S(xi, h0)| < ε. Ïîýòîìó, ñ

ó÷åòîì (2.36) ïîëó÷èì

(2.40)
∑
Λ7

αi|S(xi, h0)| ≤ ε,

ãäå Λ7-ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ âòîðîìó ñëó÷àþ.

Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ i, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåòüåìó ñëó÷àþ îáîçíà÷èì ÷åðåç

Λ8. Âòîðîìó ñëó÷àþ ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü íå áîëåå 2k0 øòóê xi è äëÿ íèõ, â ñèëó
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ëåììû 2.3, èìååì |S(xi, h0)| ≤ εh−1
0 k−1

0 . Ñëåäîâàòåëüíî

(2.41)

|σ6| ≤ ε+

∣∣∣∣∣∑
i∈Λ8

αiS(xi, h0)

∣∣∣∣∣ ≤ ε+ εh−1
0 k−1

0

∑
i∈Λ8

αi = ε+ εh−1
0 k−1

0

∫ ∑
i∈Λ8

αiϕi(x)dx

≤ ε+ εh−1
0 k−1

0 4k0h0‖ϕ0‖∞ <
9ε

1− 2ε/3
.

Èç (2.41), (2.39) (2.40) è (2.37), èìååì (ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî M > 5)

|2[z1, z2, z3]F | ≤ 4Mε

1− 2ε/3
.

Îòñþäà, ñ ïðèìåíåíèåì (2.21), ïîëó÷èì (ñì. òàêæå (2.20), (2.19))∣∣∣∣S (1

2
,

1

2

)∣∣∣∣ < |d|3 .

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò (2.19). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.

3. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ïóñòü ñóììû Ðèìàíà S(x, h) òðèãîíîìåòðè-

÷åñêîãî ðÿäà (1.1) ïî ìåðå ñõîäÿòñÿ ê íóëþ è ìàæîðàíòà Ðèìàíà S∗(x) ýòîãî

ðÿäà äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà B := {yp}∞p=1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(3.1) S∗(x) <∞, êîãäà x 6∈ B.

Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ F�ëèíåéíàÿ. Äîïóñòèì îáðàòíîå. Òîãäà

ñóùåñòâóþò x0 è h0 > 0, òàêèå ÷òî S(x0, h0) 6= 0. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.7, íàéäåì

x′0 è h′0 òàêèå, ÷òî

y1 6∈ [x′0 − h′0, x′0 + h′0] ⊂ [x0 − h0, x0 + h0]

è

(3.2) S(x′0, h
′
0) 6= 0.

Îáîçíà÷èì

E1 := {x ∈ (x′0 − h′0, x′0 + h′0) : S∗(x) > 1}.

Åñëè áû ìíîæåñòâî E1 áûëî áû ïóñòî, òî â ñèëó ëåììû 2.6 ôóíêöèÿ F áûëà áû

ëèíåéíîé íà [x′0 − h′0, x′0 + h′0], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.2). Ñëåäîâàòåëüíî E1 6= ∅.
Òîãäà â ñèëó ëåììû 2.8 ñóùåñòâóåò [x1−h1, x1 +h1] ⊂ E1 òàêîå, ÷òî S(x1, h1) 6= 0.

Èòàê, ìû íàøëè [x1 − h1, x1 + h1], ñî ñâîéñòâàìè

y1 6∈ [x1 − h1, x1 + h1] ⊂ [x0 − h0, x0 + h0]

è

S∗(x) > 1, êîãäà x ∈ [x1 − h1, x1 + h1].
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Äîïóñòèì äëÿ i ≤ p ìû íàøëè ÷èñëà xi, hi > 0 òàêèå, ÷òî

yi 6∈ [xi − hi, xi + hi] ⊂ [xi−1 − hi−1, xi−1 + hi−1], i ≤ p,

(3.3) S(xi, hi) 6= 0, i ≤ p,

S∗(x) > i êîãäà x ∈ [xi − hi, xi + hi], i ≤ p.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.7, íàéäåì îòðåçîê [x′p − h′p, x′p + h′p] ñî ñâîéñòâàìè

yp+1 6∈ [x′p − h′p, x′p + h′p] ⊂ [xp − hp, xp + hp].

Îáîçíà÷èì

Ep+1 := {x ∈ (x′p − h′p, x′p + h′p) : S∗(x) > p+ 1 è S(x′p, h
′
p) 6= 0}.

Åñëè áû ìíîæåñòâî Ep+1 áûëî áû ïóñòî, òî â ñèëó ëåììû 2.6 ôóíêöèÿ F áûëà

áû ëèíåéíîé íà [x′p−h′p, x′p +h′p], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò S(x′p, h
′
p) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî

Ep+1 6= ∅. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 2.8 ñóùåñòâóåò [xp+1 − hp+1, xp+1 + hp+1] ⊂ Ep+1

òàêîå, ÷òî S(xp+1, hp+1) 6= 0. Èòàê, ìû íàøëè [xp+1− hp+1, xp+1 + hp+1], ñî ñâîé-

ñòâàìè

(3.4) yp+1 6∈ [xp+1 − hp+1, xp+1 + hp+1] ⊂ [xp − hp, xp + hp]

è

(3.5) S∗(x) > p+ 1, êîãäà x ∈ [xp+1 − hp+1, xp+1 + hp+1].

Èç (3.4), (3.5) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà z, êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò B è

S∗(z) =∞. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èò (3.1). Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ F � ëèíåé-

íàÿ è èç (1.2) èìååì

(3.6) A1 +B1x+
a0x

2

4
=

∞∑
n=1

An(x)

n2
.

Èç îãðàíè÷åííîñòè ïðàâîé ÷àñòè (3.6) íà R ñëåäóåò, ÷òî B1 = a0 = 0. Îòñþäà,

ó÷èòûâàÿ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè (3.6) , ïîëó÷èì A1 = an = bn =

0 äëÿ âñåõ n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Ïóñòü ðÿä

(3.7)
c0
2

+

∞∑
n=0

(cn cosnx+ dn sinnx)

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f , Sf (x, h)�ñóììû Ðèìàíà ðÿäà (3.7) è ðÿä (1.1)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

(3.8) Sf (x, h) =

∫ x+h

x−h
f(t)ϕh(x− t)dt.
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Èç (3.8) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî limh→0 Sf (x, h) = f(x), âî âñåõ òî÷êàõ Ëåáåãà

ôóíêöèè f . Èç (3.8) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî |Sf (x, h)| ≤ ‖f‖∞. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ðàçíîñòè ðÿäîâ (1.1) è (3.7) èìåþò ìåñòî

sup
h>0
|S(x, h)− Sf (x, h)| <∞, êîãäà x 6∈ B,

lim
h→0

(S(x, h)− Sf (x, h)) = 0 ïî ìåðå.

Â ñèëó òåîðåìû 1.1 ðàçíîñòü ðÿäîâ (1.1) è (3.7) íóëåâîé ðÿä, ò.å. an = cn, bn = dn,

äëÿ ëþáîãî n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Íåêîòîðûå êîììåíòàðèè

Èçâåñòíî, ÷òî èç óñëîâèÿ S∗(x) <∞ ïî÷òè âñþäó ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðå-

äåëà limh→0 S(x, h) ïî÷òè âñþäó (ñì. [8], à òàêæå [9] ñòð. 120). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â

òåîðåìàõ 1.1 è 1.2 èç óñëîâèÿ (1.5) ñëåäóåò ïî÷òè âñþäó ñóììèðóåìîñòü ìåòîäîì

Ðèìàíà ðÿäà (1.1), è òåì áîëåå ñõîäèìîñòü ïî ìåðå ñóìì S(x, h), êîãäà h→ 0.

Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò òàêæå (ñì. [1] ñòð. 792)

Òåîðåìà Þíãà. Åñëè ðÿä (1.1) âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî

ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, ñõîäèòñÿ ê íóëþ, òî âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ðàâ-

íû íóëþ.

À èç òåîðåìû 1.2 ïîëó÷àåòñÿ (ñì. [1] ñòð. 200)

Òåîðåìà äþ Áóà-Ðåéìîíà�Ëåáåãà. Åñëè ðÿä (1.1) âñþäó ñõîäèòñÿ ê îãðà-

íè÷åííîé ôóíêöèè, òî ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè.

Îòìåòèì åùå îäíó âàæíóþ òåîðåìó èç òåîðèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ (ñì.

[12], à òàêæå [1] ñòð. 789)

Òåîðåìà Âàëëå�Ïóññåíà. Ïóñòü ïðåäåëû íåîïðåäåëåííîñòè ðÿäà (1.1),

ò.å. ôóíêöèè

(4.1) G(x) := lim inf
N→∞

N∑
n=0

An(x) è G(x) := lim sup
N→∞

N∑
n=0

An(x),

êîíå÷íû âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, è îáå

ôóíêöèè èíòåãðèðóåìû íà [0, 2π], òî ðÿä (1.1) ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì Ðèìàíà

ïî÷òè âñþäó è ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ýòîé ñóììû.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò äðóãàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà Âàëëå�Ïóññåíà. Åñëè (1.1), âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, íåêîòî-

ðîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñõîäèòñÿ ê âñþäó êîíå÷íîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè,

òî ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè.
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Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé (4.1) ñèëüíåå ÷åì óñëîâèå

(1.5) èëè (1.6). Ïîýòîìó èç òåîðåìû Âàëëå�Ïóññåíà íå ñëåäóþò òåîðåìû 1.1-1.4.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç òåîðåì 1.2 èëè 1.4 íå ñëåäóåò òåîðåìà Âàëëå�Ïóññåíà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñíî áûëî áû âûÿñíèòü: èìååò ëè ìåñòî òåîðåìà 1.4, åñëè

â íåì âìåñòî îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f ïîòðåáîâàòü åå èíòåãðèðóåìîñòü.

Abstract. In paper is proved, that if Riemann's majorant of trigonometric series is

bounded everywhere, except, maybe, of some countable set, and converge in measure

to bounded function f , then the series is Fourier series of function f . From this are

obtained Cantor's and Young's theorems generalization.
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