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1. Постановка задачи. Рассматриваются вынужденные колебания 
двуслойной ортотропной пластинки (рис. 1), 𝐷 ൌ ሼሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ: ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∈ 𝐷଴, 0 ൑
𝑧 ൑ ℎଵ ൅ ℎଶ, ℎ ൌ ℎଵ ൅ ℎଶ ≪ 𝑙ሽ, при наличии вязкого сопротивления в обоих 
слоях, где 0D  – лицевая поверх-
ность первого слоя, 𝑙 – ее характер-
ный тангенциальный размер (наи-
меньший из линейных размеров по-
верхности 0D ).  

Требуется найти ненулевые ре-
шения динамических уравнений 
пространственной задачи теории 
упругости для ортотропных сред при неклассических краевых условиях 
[7]. Имеем:   
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где 𝑘௝  െ коэффициенты вязкого сопротивления слоев, 𝜌ሺ௝ሻ – плотности 
слоев, 𝑎௜௞

ሺ௝ሻ– постоянные упругости (𝑎௜௞
ሺ௝ሻ ൌ 𝑎௞௜

ሺ௝ሻ), j  – номер слоя. 
На лицевой поверхности 𝑧 ൌ 0 заданы условия: 

𝜎௫௭
ூ ሺ𝑥, 𝑦, 0, 𝑡ሻ ൌ 0,    𝜎௬௭

ூ ሺ𝑥, 𝑦, 0, 𝑡ሻ ൌ 0,     𝜎௭௭
ூ ሺ𝑥, 𝑦, 0, 𝑡ሻ ൌ 0.  (1.3) 

На поверхности контакта между слоями известны значения переме-
щений точек поверхности контакта как данные инклинометров или других 
измерительных средств: 

𝑢ூሺ𝑥, 𝑦, ℎଵ, 𝑡ሻ ൌ 𝑢ூூሺ𝑥, 𝑦, ℎଵ, 𝑡ሻ ൌ 𝑢ାሺ𝑥, 𝑦ሻsinΩ𝑡      ሺ𝑢, 𝑣, 𝑤ሻ, (1.4) 
где Ω – частота колебаний точек поверхности контакта между слоями 
пластинки. 

На поверхности контакта между слоями должны выполняться условия 
полного контакта 

𝜎௫௭
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ூூ ሺ𝑥, 𝑦, ℎଵ, 𝑡ሻ       ൫𝜎௫௭, 𝜎௬௭, 𝜎௭௭൯,   (1.5) 
𝑢ூሺ𝑥, 𝑦, ℎଵ, 𝑡ሻ ൌ 𝑢ூூሺ𝑥, 𝑦, ℎଵ, 𝑡ሻ                    ሺ𝑢, 𝑣, 𝑤ሻ. 

В [3] показано, что сформулированная неклассическая краевая задача 
всегда имеет решение, более того, всегда существует классическая краевая 
задача, решением которой оно является. 

2. Общее асимптотическое решение задачи. В уравнениях (1.1), 
(1.2) перейдем к безразмерным координатам и перемещениям по фор-
мулам 
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𝜉 ൌ 𝑥 𝑙,⁄   𝜂 ൌ 𝑦 𝑙,⁄   𝜁 ൌ 𝑧 ℎ,⁄  
𝑈ூ ൌ 𝑢ூ 𝑙,   ⁄ 𝑉ூ ൌ 𝑣ூ 𝑙,⁄   𝑊ூ ൌ 𝑤ூ 𝑙,⁄       (I,II).  (2.1) 

Решение преобразованных уравнений будем искать в виде 
𝑄ሺ௝ሻሺ𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡ሻ ൌ 𝑄ଵ

ሺ௝ሻሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ sin Ω𝑡 ൅ 𝑄ଶ
ሺ௝ሻሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ cos Ω𝑡, (2.2) 

где 𝑄ሺ௝ሻ – любое из напряжений и перемещений. В результате получается 
сингулярно возмущенная малым параметром 𝜀 ൌ ℎ 𝑙⁄  система относитель-
но 𝑄௜
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 𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼;     𝑖 ൌ 1,2,    (2.3) 
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ଶ ൌ ℎଶΩଶ , 2𝐾௝ ൌ 𝑘௝ℎ. 
Решение внешней задачи будем искать в виде асимптотического пред-

ставления 
𝜎ఈఉ,௜

ሺ௝ሻ ൌ 𝜀ିଵା௦𝜎ఈఉ,௜
ሺ௝,௦ሻ ,      𝛼, 𝛽 ൌ 𝑥, 𝑦, 𝑧;   𝑠 ൌ 0, 𝑁തതതതത, (2.4) 

ቀ𝑈௜
ሺ௝ሻ, 𝑉௜

ሺ௝ሻ, 𝑊௜
ሺ௝ሻቁ ൌ 𝜀௦ ቀ𝑈௜

ሺ௝,௦ሻ, 𝑉௜
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ሺ௝,௦ሻቁ ,    𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼;    𝑖 ൌ 1,2. 

Обозначение Ns ,0  здесь и далее означает, что по немому (повто-
ряющемуся) индексу s  происходит суммирование в пределах целочис-
ленных значений N,0 . 

Из асимптотики (2.4) следует, что в отличие от классической теории 
для данного класса задач все компоненты тензора напряжений асимпто-
тически равноправны, равноправны также перемещения, и допущения 
классической теории пластин и оболочек здесь не применимы. 
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После подстановки (2.4) в преобразованные уравнения и соотношения 
упругости (2.3), компоненты тензора напряжений 𝜎ఈఉ,௜

ሺ௝,௦ሻ можно выразить 
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ሺ௝ሻ ଶ. 
Для определения функций 𝑈௜

ሺ௝,௦ሻ, 𝑉௜
ሺ௝,௦ሻ, 𝑊௜

ሺ௝,௦ሻ , ሺ𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼;  𝑖 ൌ 1,2ሻ по-
лучаются уравнения: 

𝜕ଶ𝑈ଵ
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ሺ௝ሻ ቀ𝜌ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ𝑉ଶ

ሺ௝,௦ሻ െ 2𝐾௝Ω∗𝑉ଵ
ሺ௝,௦ሻቁ ൌ 𝑅௏ଶ

ሺ௝,௦ሻ , 

𝐴ଵଵ
ሺ௝ሻ డమௐభ

ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅ 𝜌ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ𝑊ଵ
ሺ௝,௦ሻ ൅ 2𝐾௝Ω∗𝑊ଶ

ሺ௝,௦ሻ ൌ 𝑅ௐଵ
ሺ௝,௦ሻ , 

𝐴ଵଵ
ሺ௝ሻ డమௐమ

ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅ 𝜌ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ𝑊ଶ
ሺ௝,௦ሻ െ 2𝐾௝Ω∗𝑊ଵ

ሺ௝,௦ሻ ൌ 𝑅ௐଶ
ሺ௝,௦ሻ , 

где 

𝑅௎௜
ሺ௝,௦ሻ ൌ െ

డమௐ೔
ሺೕ,ೞషభሻ

డకడ఍
െ 𝑎ହହ

ሺ௝ሻ ቈ
డఙೣೣ,೔

ሺೕ,ೞషభሻ

డక
൅

డఙೣ೤,೔
ሺೕ,ೞషభሻ

డఎ
቉ ,   𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼; 𝑖 ൌ 1,2,  

𝑅௏௜
ሺ௝,௦ሻ ൌ െ

డమௐೕ
ሺೞషభሻ

డఎడ఍
െ 𝑎ସସ

ሺ௝ሻ ቈ
డఙೣ೤,೔

ሺೕ,ೞషభሻ

డక
൅

డఙ೤೤,೔
ሺೕ,ೞషభሻ

డఎ
቉,           (2.7) 

𝑅ௐ௝
ሺ௦ሻ ൌ 𝐴ଶଷ

ሺ௝ሻ 𝜕ଶ𝑈௜
ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜉𝜕𝜁
൅ 𝐴ଵଷ

ሺ௝ሻ 𝜕ଶ𝑉௜
ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜂𝜕𝜁
െ

𝜕𝜎௫௭,௜
ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜉
െ

𝜕𝜎௬௭,௜
ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜂
. 

Очевидно, что 𝑅௎௜
ሺ௝,଴ሻ ൌ 𝑅௏௜

ሺ௝,଴ሻ ൌ 𝑅ௐ௜
ሺ௝,଴ሻ ൌ 0 ; ሺ𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼; 𝑖 ൌ 1,2ሻ. 
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Из (2.6) следуют 

𝑈ଶ
ሺ௝,௦ሻ ൌ െ

ଵ

ଶ௄ೕஐ∗௔ఱఱ
ሺೕሻ ൬

డమ௎భ
ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅ 𝑎ହହ
ሺ௝ሻ𝜌ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ𝑈ଵ

ሺ௝,௦ሻ െ 𝑅௎ଵ
ሺ௝,௦ሻ൰,  

𝑉ଶ
ሺ௝,௦ሻ ൌ െ

ଵ

ଶ௄ೕஐ∗௔రర
ሺೕሻ ൬

డమ௏భ
ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅ 𝑎ସସ
ሺ௝ሻ𝜌ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ𝑉ଵ

ሺ௝,௦ሻ െ 𝑅௏ଵ
ሺ௝,௦ሻ൰, (2.8) 

𝑊ଶ
ሺ௝,௦ሻ ൌ െ

ଵ

ଶ௄ೕஐ∗
൬𝐴ଵଵ

ሺ௝ሻ డమௐభ
ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅ 𝜌ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ𝑊ଵ
ሺ௝,௦ሻ െ 𝑅ௐ௜

ሺ௝,௦ሻ൰ , 

а также уравнения 
డర௎భ

ሺೕ,ೞሻ

డ఍ర ൅ 2𝑎ହହ
ሺ௝ሻ𝜌ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ డమ௎భ

ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅ 𝑎ହହ
ሺ௝ሻ ଶ൫𝜌ሺ௝ሻ ଶሺΩ∗ሻଶ ൅ 4𝐾௝

ଶ൯ሺΩ∗ሻଶ𝑈ଵ
ሺ௝,௦ሻ ൌ   

           డ
మோೆభ

ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅ 𝑎ହହ
ሺ௝ሻ𝜌ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ𝑅௎ଵ

ሺ௝,௦ሻ െ 2𝐾௝𝑎ହହ
ሺ௝ሻΩ∗𝑅௎ଶ

ሺ௝,௦ሻ,  

𝜕ସ𝑉ଵ
ሺ௝,௦ሻ

𝜕𝜁ସ ൅ 2𝑎ସସ
ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ 𝜕ଶ𝑉ଵ

ሺ௝,௦ሻ

𝜕𝜁ଶ ൅ 𝑎ସସ
ሺ௝ሻ ଶ൫𝜌ሺ௝ሻ ଶሺΩ∗ሻଶ ൅ 4𝐾௝

ଶ൯ሺΩ∗ሻଶ𝑉ଵ
ሺ௝,௦ሻ ൌ 

           డ
మோೇభ

ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅ 𝑎ସସ
ሺ௝ሻ𝜌ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ𝑅௏ଵ

௝,ሺ௦ሻ െ 2𝐾௝𝑎ସସ
ሺ௝ሻΩ∗𝑅௏ଶ

ሺ௝,௦ሻ,       (2.9) 
డరௐభ

ሺೕ,ೞሻ

డ఍ర ൅
ଶ ఘሺೕሻሺஐ∗ሻమ

஺భభ
ሺೕሻ

డమௐభ
ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅
ଵ

஺భభ
ሺೕሻ మ ൫𝜌ሺ௝ሻ ଶሺΩ∗ሻଶ ൅ 4𝐾௝

ଶ൯ሺΩ∗ሻଶ𝑊ଵ
ሺ௝,௦ሻ ൌ       

            ଵ

஺భభ
ሺೕሻ

డమோೈభ
ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅
ఘሺೕሻሺஐ∗ሻమ

஺భభ
ሺೕሻ మ 𝑅ௐଵ

ሺ௝,௦ሻ െ
ଶ௄ೕஐ∗

஺భభ
ሺೕሻ మ 𝑅ௐଶ

ሺ௝,௦ሻ .  

Решениями уравнений (2.9) являются: 
𝑈ଵ

ሺ௝,௦ሻ ൌ 𝑈ଵо
ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ ൅ 𝑈ଵч

ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ     ሺ𝑈, 𝑉, 𝑊ሻ,    (2.10) 
где величины с индексом “о” – решения однородных, а с индексом “ч” – 
частных неоднородных уравнений (2.9). 

Решениями однородных уравнений являются: 
𝑈ଵо

ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ ൌ 𝐶௎ଵ
ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂ሻ𝜑ଵ௎

ሺ௝ሻ ൅ 𝐶௎ଶ
ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂ሻ𝜑ଶ௎

ሺ௝ሻ ൅ 𝐶௎ଷ
ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂ሻ𝜑ଷ௎

ሺ௝ሻ 
                         ൅𝐶௎ସ

ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂ሻ𝜑ସ௎
ሺ௝ሻ,       ሺ𝑈, 𝑉, 𝑊ሻ,  (2.11) 

где 
𝜑ଵ௎

ሺ௝ሻ ൌ 𝑐ℎ 𝛾௎
௝𝜁 cos 𝛿௎

௝ 𝜁 ,     𝜑ଶ௎
ሺ௝ሻ ൌ 𝑠ℎ𝛾௎

௝𝜁 sin 𝛿௎
௝ 𝜁,   

𝜑ଷ௎
ሺ௝ሻ ൌ 𝑐ℎ 𝛾௎

௝𝜁 sin 𝛿௎
௝ 𝜁 ,      𝜑ସ௎

ሺ௝ሻ ൌ 𝑠ℎ 𝛾௎
௝𝜁 cos 𝛿௎

௝ 𝜁, 

𝛾௎
௝ ൌ ඨ𝑎ହହ

ሺ௝ሻΩ∗

2
൬ට𝜌ሺ௝ሻ ଶሺΩ∗ሻଶ ൅ 4𝐾௝

ଶ െ 𝜌ሺ௝ሻΩ∗൰  , 

𝛿௎
௝ ൌ ඨ

௔ఱఱ
ሺೕሻஐ∗

ଶ
൬ට𝜌ሺ௝ሻ ଶሺΩ∗ሻଶ ൅ 4𝐾௝

ଶ ൅ 𝜌ሺ௝ሻΩ∗൰, 

ሺ𝑈, 𝑉, 𝑊; 𝑎ହହ, 𝑎ସସ, 1 𝐴ଵଵሻ.⁄  
Одновременно имеем 

𝑈ଶ
ሺ௝,௦ሻ ൌ 𝑈ଶо

ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ ൅ 𝑈ଶч
ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ         ሺ𝑈, 𝑉, 𝑊ሻ, 

𝑈ଶо
ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ ൌ െ𝐶௎ଵ

ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂ሻ𝜑ଶ௎
ሺ௝ሻ ൅ 𝐶௎ଶ

ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂ሻ𝜑ଵ௎
ሺ௝ሻ ൅ 𝐶௎ଷ

ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂ሻ𝜑ସ௎
ሺ௝ሻ െ

𝐶௎ସ
ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂ሻ𝜑ଷ௎

ሺ௝ሻ,        (2.12) 



186 

𝜎௫௭,ଵ
ሺ௝,௦ሻ ൌ

1

𝑎ହହ
ሺ௝ሻ ሾ𝐶௎ଵ

ሺ௝,௦ሻ ቀ𝛾௎
௝𝜑ସ௎

ሺ௝ሻ െ 𝛿௎
௝ 𝜑ଷ௎

ሺ௝ሻቁ ൅ 𝐶௎ଶ
ሺ௝,௦ሻ ቀ𝛾௎

௝𝜑ଷ௎
ሺ௝ሻ ൅ 𝛿௎

௝ 𝜑ସ௎
ሺ௝ሻቁ ൅   

𝐶௎ଷ
ሺ௝,௦ሻ ቀ𝛾௎

௝𝜑ଶ௎
ሺ௝ሻ ൅ 𝛿௎

௝ 𝜑ଵ௎
ሺ௝ሻቁ ൅ 𝐶௎ସ

ሺ௝,௦ሻ ቀ𝛾௎
௝𝜑ଵ௎

ሺ௝ሻ െ 𝛿௎
௝ 𝜑ଶ௎

ሺ௝ሻቁሿ ൅ 𝜎௫௭,ଵч
ሺ௝,௦ሻ ሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ, 

𝜎௫௭,ଶ
ሺ௝,௦ሻ ൌ

1

𝑎ହହ
ሺ௝ሻ ሾെ𝐶௎ଵ

ሺ௝,௦ሻ ቀ𝛾௎
௝𝜑ଷ௎

ሺ௝ሻ ൅ 𝛿௎
௝ 𝜑ସ௎

ሺ௝ሻቁ ൅ 𝐶௎ଶ
ሺ௝,௦ሻ ቀ𝛾௎

௝𝜑ସ௎
ሺ௝ሻ െ 𝛿௎

௝ 𝜑ଷ௎
ሺ௝ሻቁ ൅ 

𝐶௎ଷ
ሺ௝,௦ሻ ቀ𝛾௎

௝𝜑ଵ௎
ሺ௝ሻ െ 𝛿௎

௝ 𝜑ଶ௎
ሺ௝ሻቁ െ 𝐶௎ସ

ሺ௝,௦ሻ ቀ𝛾௎
௝𝜑ଶ௎

ሺ௝ሻ ൅ 𝛿௎
௝ 𝜑ଵ௎

ሺ௝ሻቁሿ ൅ 𝜎௫௭,ଶ ч
ሺ௝,௦ሻ ሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ, 

𝑈ଶч
ሺ௝,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ ൌ െ

ଵ

ଶ௄ೕஐ∗௔ఱఱ
ሺೕሻ ൬

డమ௎భч
ሺೕ,ೞሻ

డ఍మ ൅ 𝑎ହହ
ሺ௝ሻሺΩ∗ሻଶ𝑈ଵч

ሺ௝,௦ሻ െ 𝑅௎ଵ
ሺ௝,௦ሻ൰, 

𝜎௫௭,௜ч
ሺ௝,௦ሻ ൌ

1

𝑎ହହ
ሺ௝ሻ ൥

𝜕𝑈௜ч
ሺ௝,௦ሻ

𝜕𝜁
൅

𝜕𝑊௜
ሺ௝,௦ିଵሻ

𝜕𝜉
൩ ,  

ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑈, 𝑉, 𝑊; 𝑎ହହ, 𝑎ସସ, 1 𝐴ଵଵ; ⁄   𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼;    𝑖 ൌ 1,2ሻ 
Удовлетворив граничным условиям (1.3)-(1.5), получим алгебраиче-

ские системы относительно неизвестных функций C୙ଵ
ሺ୨,ୱሻ, C୙ଶ

ሺ୨,ୱሻ, C୙ଷ
ሺ୨,ୱሻ, 

C୙ସ
ሺ୨,ୱሻ  ሺ𝑈, 𝑉, 𝑊;  𝑗 ൌ 𝐼, 𝐼𝐼ሻ. Системы будут иметь конечные решения, если 

определители этих систем 
∆௎ൌ cosሺ2𝛿௎

ூ ζଵሻ ൅ 𝑐ℎሺ2 𝛾௎
ூ ζଵሻ, 

 ζଵ ൌ
୦భ

୦
, ሺ𝑈, 𝑉, 𝑊; 𝑎ହହ, 𝑎ସସ, 1 𝐴ଵଵ ⁄ ሻ       (2.13) 

отличны от нуля: ∆௎് 0, ሺ𝑈, 𝑉, 𝑊ሻ. 
После решения этих систем    
для первого слоя: 

𝑈ଵо
ሺூ,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ ൌ

1
ሺ𝛿௎

ூ  ଶ ൅ 𝛾௎
ூ  ଶሻ∆௎

ሾ𝑎ହହ
ሺூሻ ቀ𝛿௎

ூ 𝑇ଵ௎
ሺ௦ሻ ൅ 𝛾௎

ூ 𝑇ଶ௎
ሺ௦ሻቁ  ൈ 

ቀ𝑐ℎ 𝛾௎
ூ ሺ𝜁 െ 2𝜁ଵሻ sin 𝛿௎

ூ 𝜁 ൅ 𝑐ℎ 𝛾௎
ூ 𝜁𝑠𝑖𝑛𝛿௎

ூ ሺ𝜁 െ 2𝜁ଵሻቁ ൅ 

𝑎ହହ
ሺூሻ ቀ𝛾௎

ூ 𝑇ଵ௎
ሺ௦ሻ െ 𝛿௎

ூ 𝑇ଶ௎
ሺ௦ሻቁ ሺsin 𝛿௎

ூ ሺ𝜁 െ 2𝜁ଵሻ sh 𝛾௎
ூ 𝜁 ൅ 

cos 𝛿௎
ூ 𝜁𝑠ℎ𝛾௎

ூ ሺ𝜁 െ 2𝜁ଵሻሻ ൅ ሺ𝛿௎
ூ  ଶ ൅ 𝛾௎

ூ  ଶሻሺ 𝑇ଷ௎
ሺ௦ሻ ൈ 

ሺ𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூ ሺ𝜁 ൅ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅ 𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூ ሺ𝜁 ൅ 𝜁ଵሻሻ ൅
𝑇ସ௎

ሺ௦ሻሺ𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூ ሺ𝜁 ൅ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅ 𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூ ሺ𝜁 ൅ 𝜁ଵሻሻሻ], 
 

𝑈ଶо
ሺூ,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ ൌ

ଵ

ሺఋೆ
಺  మାఊೆ

಺  మሻ∆ೆ
ሾ𝑎ହହ

ሺூሻ ቀ𝛿௎
ூ 𝑇ଶ௎

ሺ௦ሻ െ 𝛾௎
ூ 𝑇ଵ௎

ሺ௦ሻቁ  ൈ      (2.14) 

ቀ𝑐ℎ 𝛾௎
ூ ሺ𝜁 െ 2𝜁ଵሻ sin 𝛿௎

ூ 𝜁 ൅ 𝑐ℎ 𝛾௎
ூ 𝜁𝑠𝑖𝑛𝛿௎

ூ ሺ𝜁 െ 2𝜁ଵሻቁ െ 

𝑎ହହ
ሺூሻ ቀ𝛾௎

ூ 𝑇ଶ௎
ሺ௦ሻ ൅ 𝛿௎

ூ 𝑇ଵ௎
ሺ௦ሻቁ ሺsin 𝛿௎

ூ ሺ𝜁 െ 2𝜁ଵሻ sh 𝛾௎
ூ 𝜁 ൅ 

cos 𝛿௎
ூ 𝜁𝑠ℎ𝛾௎

ூ ሺ𝜁 െ 2𝜁ଵሻሻ ൅ ሺ𝛿௎
ூ  ଶ ൅ 𝛾௎

ூ  ଶሻሺ 𝑇ଷ௎
ሺ௦ሻ ൈ 

ሺ𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூ ሺ𝜁 ൅ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅ 𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூ ሺ𝜁 ൅ 𝜁ଵሻሻ ൅ 
𝑇ସ௎

ሺ௦ሻሺ𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூ ሺ𝜁 ൅ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅ 𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூ ሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூ ሺ𝜁 ൅ 𝜁ଵሻሻሻሿ, 
𝑇ଵ௎

ሺ௦ሻ ൌ െ𝜎௫௭,ଵч
ሺூ,௦ሻ ሺ𝜁 ൌ 0ሻ, 𝑇ଶ௎

ሺ௦ሻ ൌ െ𝜎௫௭,ଶч
ሺூ,௦ሻ ሺ𝜁 ൌ 0ሻ, 
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𝑇ଷ௎
ሺ௦ሻ ൌ 𝑈ሺା,௦ሻ െ 𝑈ଵч

ሺூ,௦ሻሺ𝜁 ൌ 𝜁ଵሻ, 𝑈ሺା,଴ሻ ൌ
𝑢ା

𝑙
 , 𝑈ሺା,௦ሻ ൌ 0, 𝑠 ് 0,    

𝑇ସ௎
ሺ௦ሻ ൌ െ𝑈ଶч

ሺூ,௦ሻሺ𝜁 ൌ 𝜁ଵሻ 
ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑈, 𝑉, 𝑊; 𝑎ହହ, 𝑎ସସ, 1 𝐴ଵଵሻ; ⁄  

для второго слоя: 

𝑈ଵо
ሺூூ,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ ൌ

1
𝑎ହହ

ூ ሺ𝛿௎
ூூ  ଶ ൅ 𝛾௎

ூூ  ଶሻ∆௎
ሾ𝑎ହହ

ሺூሻ ቀcosሺ2𝛿௎
ூ ζଵሻ ൅ 𝑐ℎሺ2 𝛾௎

ூ ζଵሻቁ ൈ 

ሺሺ𝛿௎
ூூ  ଶ ൅ 𝛾௎

ூூ  ଶሻ ቀ𝑇ଷ௎
ሺ௦ሻ െ 𝑇ହ௎

ሺ௦ሻቁ 𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅ 

ሺ𝛿௎
ூூ  ଶ ൅ 𝛾௎

ூூ  ଶሻ ቀ𝑇ସ௎
ሺ௦ሻ െ 𝑇଺௎

ሺ௦ሻቁ 𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ െ 

𝑎ହହ
ሺூூሻሺ𝛿௎

ூூ𝑇଻௎
ሺ௦ሻ ൅ 𝛾௎

ூூ𝑇 ௎
ሺ௦ሻሻ𝑠𝑖𝑛𝛿௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅ 

𝑎ହହ
ሺூூሻሺ𝛾௎

ூூ𝑇଻௎
ሺ௦ሻ െ 𝛿௎

ூூ𝑇 ௎
ሺ௦ሻሻ𝑐𝑜𝑠𝛿௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻሻ ൅ 

2𝑎ହହ
ሺூሻ𝑎ହହ

ሺூூሻ ቀ𝛾௎
ூூ𝑇ଵ௎

ሺ௦ሻ െ 𝛿௎
ூூ𝑇ଶ௎

ሺ௦ሻቁ ሺ 𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൈ 

𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூ 𝜁ଵ𝑠ℎ𝛾௎

ூ 𝜁ଵ ൅ 𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூ 𝜁ଵ𝑐ℎ𝛾௎

ூ 𝜁ଵሻ ൅ 

2𝑎ହହ
ሺூሻ𝑎ହହ

ሺூூሻ ቀ𝛿௎
ூூ𝑇ଵ௎

ሺ௦ሻ ൅ 𝛾௎
ூூ𝑇ଶ௎

ሺ௦ሻቁ ሺ 𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൈ 

𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூ 𝜁ଵ𝑐ℎ𝛾௎

ூ 𝜁ଵ ൅ 𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூ 𝜁ଵ𝑠ℎ𝛾௎

ூ 𝜁ଵሻ ൅ 

𝑎ହହ
ሺூூሻ ቀ𝛿௎

ூ 𝛿௎
ூூ𝑇ସ௎

ሺ௦ሻ ൅ 𝛿௎
ூூ𝛾௎

ூ 𝑇ଷ௎
ሺ௦ሻെ𝛿௎

ூ 𝛾௎
ூூ𝑇ଷ௎

ሺ௦ሻ ൅ 𝛾௎
ூ 𝛾௎

ூூ𝑇ସ௎
ሺ௦ሻቁ ൈ 

ሺ𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ2𝛾௎
ூ 𝜁ଵ ൅ 

𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠𝑖𝑛2𝛿௎
ூ 𝜁ଵሻ ൅ 

𝑎ହହ
ሺூூሻ ቀ𝛿௎

ூ 𝛿௎
ூூ𝑇ଷ௎

ሺ௦ሻ െ 𝛿௎
ூூ𝛾௎

ூ 𝑇ସ௎
ሺ௦ሻ൅𝛿௎

ூ 𝛾௎
ூூ𝑇ସ௎

ሺ௦ሻ ൅ 𝛾௎
ூ 𝛾௎

ூூ𝑇ଷ௎
ሺ௦ሻቁ ൈ 

ሺ𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ2𝛾௎
ூ 𝜁ଵ െ 

𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠𝑖𝑛2𝛿௎
ூ 𝜁ଵሻሿ, 

𝑈ଶо
ሺூூ,௦ሻሺ𝜉, 𝜂, 𝜁ሻ ൌ

1
𝑎ହହ

ூ ሺ𝛿௎
ூூ  ଶ ൅ 𝛾௎

ூூ  ଶሻ∆௎
ሾ𝑎ହହ

ሺூሻ ቀcosሺ2𝛿௎
ூ ζଵሻ ൅ 𝑐ℎሺ2 𝛾௎

ூ ζଵሻቁ ൈ 

ሺሺ𝛿௎
ூூ  ଶ ൅ 𝛾௎

ூூ  ଶሻ ቀ𝑇ଷ௎
ሺ௦ሻ െ 𝑇ହ௎

ሺ௦ሻቁ 𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅  

ሺ𝛿௎
ூூ  ଶ ൅ 𝛾௎

ூூ  ଶሻ ቀ𝑇ସ௎
ሺ௦ሻ െ 𝑇଺௎

ሺ௦ሻቁ 𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ െ 

𝑎ହହ
ሺூூሻሺ𝛿௎

ூூ𝑇଻௎
ሺ௦ሻ ൅ 𝛾௎

ூூ𝑇 ௎
ሺ௦ሻሻ𝑐𝑜𝑠𝛿௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൅ 

𝑎ହହ
ሺூூሻሺ𝛾௎

ூூ𝑇଻௎
ሺ௦ሻ െ 𝛿௎

ூூ𝑇 ௎
ሺ௦ሻሻ𝑠𝑖𝑛𝛿௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻሻ ൅              (2.15) 

2𝑎ହହ
ሺூሻ𝑎ହହ

ሺூூሻ ቀ𝛾௎
ூூ𝑇ଵ௎

ሺ௦ሻ െ 𝛿௎
ூூ𝑇ଶ௎

ሺ௦ሻቁ ሺ 𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൈ 

𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூ 𝜁ଵ𝑠ℎ𝛾௎

ூ 𝜁ଵ െ 𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூ 𝜁ଵ𝑐ℎ𝛾௎

ூ 𝜁ଵሻ ൅ 

2𝑎ହହ
ሺூሻ𝑎ହହ

ሺூூሻ ቀ𝛿௎
ூூ𝑇ଵ௎

ሺ௦ሻ ൅ 𝛾௎
ூூ𝑇ଶ௎

ሺ௦ሻቁ ሺ 𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ ൈ 

𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூ 𝜁ଵ𝑐ℎ𝛾௎

ூ 𝜁ଵ ൅ 𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூ 𝜁ଵ𝑠ℎ𝛾௎

ூ 𝜁ଵሻ ൅ 

𝑎ହହ
ሺூூሻ ቀ𝛿௎

ூ 𝛿௎
ூூ𝑇ସ௎

ሺ௦ሻ ൅ 𝛿௎
ூூ𝛾௎

ூ 𝑇ଷ௎
ሺ௦ሻെ𝛿௎

ூ 𝛾௎
ூூ𝑇ଷ௎

ሺ௦ሻ ൅ 𝛾௎
ூ 𝛾௎

ூூ𝑇ସ௎
ሺ௦ሻቁ ൈ 
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ሺ𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ2𝛾௎
ூ 𝜁ଵ െ 

𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠𝑖𝑛2𝛿௎
ூ 𝜁ଵሻ െ 

𝑎ହହ
ሺூூሻ ቀ𝛿௎

ூ 𝛿௎
ூூ𝑇ଷ௎

ሺ௦ሻ െ 𝛿௎
ூூ𝛾௎

ூ 𝑇ସ௎
ሺ௦ሻ൅𝛿௎

ூ 𝛾௎
ூூ𝑇ସ௎

ሺ௦ሻ ൅ 𝛾௎
ூ 𝛾௎

ூூ𝑇ଷ௎
ሺ௦ሻቁ ൈ 

ሺ𝑐𝑜𝑠𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠𝑖𝑛2𝛿௎
ூ 𝜁ଵ ൅ 

𝑠𝑖𝑛𝛿௎
ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑐ℎ𝛾௎

ூூሺ𝜁 െ 𝜁ଵሻ𝑠ℎ2𝛾௎
ூ 𝜁ଵሻሿ, 

𝑇ହ௎
ሺ௦ሻ ൌ 𝑈ଵч

ሺூூ,௦ሻሺ𝜁 ൌ 𝜁ଵሻ െ 𝑈ଵч
ሺூ,௦ሻሺ𝜁 ൌ 𝜁ଵሻ    ሺ5𝑈, 6𝑈; 1ч, 2чሻ, 

𝑇଻௎
ሺ௦ሻ ൌ 𝜎௫௭,ଵч

ሺூூ,௦ሻሺ𝜁 ൌ 𝜁ଵሻ െ 𝜎௫௭,ଵч
ሺூ,௦ሻ ሺ𝜁 ൌ 𝜁ଵሻ  ሺ7𝑈, 8𝑈; 1ч, 2чሻ, 

 ሺ𝑈, 𝑉, 𝑊; 𝑎ହହ, 𝑎ସସ, 1 𝐴ଵଵሻ.⁄  
3. Заключение. Во избежание резонанса необходимо, чтобы ∆௎്

0, ሺ𝑈, 𝑉, 𝑊ሻ. Эти условия совпадают с условиями резонанса для оболочек в 
классической постановке [8] при аналогичных граничных условиях, а 
также для пластинок [9], когда нижняя грань пластинки жестко закреп-
лена, а на верхней приложены гармонически изменяющиеся во времени 
напряжения (достаточно перейти к одним и тем же параметрам). Заметим, 
что в условия резонанса входят параметры только первого слоя, а на 
напряженно-деформированное состояние пакета влияют параметры обоих 
слоев.   

Анализируя уравнения ∆௎ൌ 0 ሺ𝑈, 𝑉, 𝑊ሻ, приходим к выводу, что при 
наличии вязкого сопротивления в обоих слоях двуслойной пластинки при 
резонансе амплитуда вынужденных колебаний конечна, так как эти урав-
нения не имеют действительных корней. Таким образом, в зонах лито-
сферных плит, где в слоях присутствует вязкое сопротивление, внешнее 
воздействие может привести лишь к резонансу с конечными амплитудами 
колебаний. 

 
 
1Институт механики НАН РА 
e-mail: lusina@mail.ru 
2АГПУ им. Х. Абовяна 
 
 

Л. Г. Гулгазарян, П. Р. Амбарцумян 
 

Динамическая трёхмерная задача теории упругости двуслойной 
пластинки при наличии вязкого сопротивления  

 
В трехмерной постановке рассмотрена динамическая задача двуслойной пла-

стинки при наличии вязкого сопротивления в обоих слоях, когда верхняя лицевая 
поверхность свободна, между слоями пластинки выполняются условия полного 
контакта, а значения компонент вектора перемещения сняты с поверхности кон-
такта между слоями как данные инклинометров и других измерительных средств. 
Определены амплитуды колебаний и выведены условия возникновения резонанса. 
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Показано, что при наличии вязкого сопротивления в обоих слоях во время резо-
нанса амплитуда колебаний остается конечной. 

 
Լ. Գ. Ղուլղազարյան, Փ. Ռ. Համբարձումյան 

 

Երկշերտ սալի առաձգականության տեսության  
դինամիկ եռաչափ խնդիրը մածուցիկ դիմադրության  

առկայության դեպքում  
 
 

Եռաչափ դրվածքով դիտարկված է երկշերտ սալի դինամիկ խնդիրը, երբ շերտե-
րում առկա է մածուցիկ դիմադրություն: Սալի վերին դիմային մակերևույթն ազատ է, 
շերտերի միջև տրված են լրիվ կոնտակտի պայմանները, իսկ տեղափոխության վեկ-
տորի բաղադրիչների արժեքները վերցված են շերտերի կոնտակտի մակերևույթից՝ 
որպես ինկլինամետրերի կամ այլ չափիչ սարքերից ստացված տվյալներ: Դուրս են 
բերված ռեզոնանսի առաջացման պայմանները, և արտածված են տատանման ամպ-
լիտուդները: Ցույց  է տրված, որ ռեզոնանսի ժամանակ երկու շերտերում մածուցիկ 
դիմադրության առկայության դեպքում տատանման ամպլիտուդները մնում են վեր-
ջավոր: 

 
  

L. G. Ghulghazaryan, P. R. Hambardzumyan 
 

The Dynamic Three-Dimensional Problem of the Theory  
of Elasticity оf a Two-Layer Plate in the Presence  

of Viscous Resistance 
  
The dynamic problem of a two-layered plate in the presence of viscous resistance 

in both layers is considered in the three-dimensional formulation, where the upper face 
surface is free, the conditions of full-contact are fulfilled between the layers. The values 
of the displacement vector components are collected from inclinometers and other 
measuring instruments at the contact surface between the layers. The vibration 
amplitudes are determined and the conditions for the occurrence of resonance are 
derived. It is shown that in the presence of viscous resistance in both layers the 
vibration amplitude remains finite during resonance.   
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