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На самом деле доказывается, что если ряд (1) методом Римана всюду 
суммируется к нулю, то все коэффициенты этого ряда равны нулю. В 
дальнейших усилениях и обобщениях теоремы Кантора присутствовала 
сходимость или суммируемость всюду или всюду, кроме, быть может, не-
которого счетного множества. Это оправдывалось тем, что имеет место 
(см. [3], а также [1], с. 804) 

Теорема Меньшова. Существует тригонометрический ряд, кото-
рый почти всюду сходится к нулю, однако не все коэффициенты этого 
ряда равны нулю. 

Следовательно, для получения теорем единственности для почти всю-
ду сходящихся рядов нужны дополнительные условия на ряд. В этом на-
правлении первые результаты получены в [4-7], где в качестве дополни-
тельных условий выступают условия на функции распределения мажорант 
Абеля и Римана. 

Отметим еще одну важную теорему из теории тригонометрических 
рядов (см. [8], а также [1], с.789). 

Теорема Валле-Пуссена.  Пусть пределы неопределенности ряда (1), 
т.е. функции 
𝐺ሺ𝑥ሻ ≔ liminf→ஶ ∑ 𝐴ሺ𝑥ሻ||ஸே    и    𝐹ሺ𝑥ሻ ≔ limsup→ஶ ∑ 𝐴ሺ𝑥ሻ||ஸே ,  (3) 
конечны всюду, кроме, быть может, некоторого счетного множества, и 
обе функции интегрируемы на ሾ0, 2𝜋ሿ, тогда ряд (1) суммируется мето-
дом Римана почти всюду и является рядом Фурье этой суммы. 

Из этой теоремы следует другая 
Теорема Валле-Пуссена. Если ряд (1) всюду, кроме, быть может, 

некоторого счетного множества, сходится к всюду конечной интегриру-
емой функции, то он является рядом Фурье этой функции. 

В настоящей работе основными результатами для простых рядов яв-
ляются следующие теоремы. 

Теорема 1. Пусть для ряда (1) с коэффициентами (2), всюду, кроме, 
быть может, некоторого счетного множества, 𝐵 выполняется 

𝑆∗ሺ𝑥ሻ ൏ ∞,  когда   𝑥 ∉ 𝐵,    (4) 
и суммы 𝑆ሺ𝑥, ℎሻ по мере сходятся к интегрируемой функции 𝑓, когда 
ℎ → 0 . Тогда ряд (1) является рядом Фурье функции 𝑓.  

Теорема 2. Пусть для ряда (1) с ограниченными коэффициентами 
всюду выполняется 

   𝑆∗ሺ𝑥ሻ ൏ ∞      
и суммы 𝑆ሺ𝑥, ℎሻ по мере сходятся к некоторой интегрируемой функции 𝑓, 
когда ℎ → 0. Тогда ряд (1) является рядом Фурье функции 𝑓. 

Отметим, что из сходимости по мере ряда (1) следует выполнение (2). 
Поэтому, учитывая регулярность метода суммирования Римана, из теоре-
мы 1 можно получить следующую теорему. 

Теорема 3. Пусть для ряда (1) с коэффициентами (2) всюду, кроме, 
быть может, некоторого счетного множества 𝐵, выполняется 

   supேห∑ 𝐴ሺ𝑥ሻ||ஸே ห ൏ ∞, когда   𝑥 ∉ 𝐵, 
и 
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   limே→ஶ ∑ 𝐴ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ||ஸஶ   по мере, 
где 𝑓– некоторая интегрируемая функция. Тогда ряд (1) является рядом 
Фурье функции 𝑓. 

Очевидно, что условие интегрируемости функций (3) сильнее, чем 
условие (4). Поэтому из теоремы Валле-Пуссена не следуют теоремы 1 и 
3. С другой стороны, из теорем 1 и 3 следуют теоремы Валле-Пуссена. 

В работе через 𝕋 обозначается периодический отрезок ሾെ𝜋, 𝜋ሿ.  
Напомним, что множество 𝐸 ⊂ 𝕋ௗ, 𝑑  1, называется 𝑈-множеством 

(𝑉𝑃-множеством) 𝑑-кратных тригонометрических рядов, если из сходимо-
сти 𝑑-кратного тригонометрического ряда всюду, кроме, быть может, то-
чек множества  𝐸 к нулю (к всюду конечной интегрируемой функции 𝑓), 
следует, что этот ряд тривиальный (является рядом Фурье функции 𝑓). 
Ясно, что любое 𝑉𝑃-множество является 𝑈-множеством. 

В случае 𝑑  2 нужно уточнить, что понимаем, когда говорим “ряд 
сходится”. Все зависит от того, какие частичные суммы кратного ряда рас-
сматриваются. В настоящей работе мы рассматриваем прямоугольные час-
тичные суммы, т.е. сходимость по Прингсхейму. 

В 1972 г. Эш и Уеланд [9] доказали, что в случае 𝑑 ൌ 2 пустое множе-
ство является 𝑈-множеством для двойных тригонометрических рядов, схо-
дящихся по Прингсхейму. 

Долгое время оставался открытым ответ на следующий вопрос: если 
𝑑-кратный ሺ𝑑  3ሻ тригонометрический ряд сходится к нулю по Прингс-
хейму всюду на 𝕋ௗ, то обязаны ли все коэффициенты этого ряда быть 
нулями? 

В 1991 г. Ш. Е. Тетунашвили [10] доказал ряд важных теорем, в кото-
рых содержится положительный ответ на вышеуказанный вопрос. Он так-
же получил богатый класс непустых 𝑉𝑃-множеств для кратных тригоно-
метрических рядов, сходяшихся по Прингсхейму. В частности, он доказал 
следующую теорему (см. [10], следствие 8). 

Теорема Тетунашвили. Если множество 𝐸 ⊂ 𝕋 является 𝑉𝑃-мно-
жеством простых тригонометрических рядов, то множество 𝐸 ൈ
𝕋ௗିଵ ⊂ 𝕋ௗ является  𝑉𝑃-множеством 𝑑-кратных тригонометрических 
рядов. 

Мы получили новый класс 𝑉𝑃-множеств для кратных тригонометри-
ческих рядов. 

Теорема 4. Пусть двойной тригонометрический ряд 
∑ 𝑎𝑒ሺ௫ା௬ሻ

,∈             (5) 
с суммами 

  𝑆ெேሺ𝑥, 𝑦ሻ ≔ ∑ ∑ 𝑎𝑒ሺ௫ା௬ሻ
||ஸே||ஸெ   (6) 

удовлетворяет условию 
limெ,ே→ஶ 𝑆ெேሺ𝒙, 𝒚ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ,  ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∉ 𝒢,   

где 𝑓 െ всюду конечная интегрируемая функция, 
𝒢 ൌ ⋃ 𝑋௬ ൈ ሼ𝑦ሽ௬∈ , где  𝜇ሺ𝑌ሻ ൌ 0  и  𝜇൫𝑋௬൯ ൌ 0, для любого  𝑦 ∈ 𝑌. (7) 
Тогда ряд (5) является рядом Фурье функции  𝑓. 
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Теорема 5. Пусть тригонометрический ряд с суммами (5) и множе-
ство (7) удовлетворяют условию 

limsupெ,ே→ஶห𝑆ெ,ேሺ𝑥, 𝑦ሻห ൏ ∞,  когда  ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∉ 𝒢, 
и 

limெ,ே→ஶ 𝑆ெேሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ,  п.в. на  𝕋ଶ,   
где 𝑓 െ всюду конечная интегрируемая функция. Тогда ряд (5) является 
рядом Фурье функции  𝑓. 

Эти теоремы получаются с применением следующей теоремы. 
Теорема 6. Пусть коэффициенты тригонометрического ряда (5) 

удовлетворяют условиям 
sup∈|𝑎| ൏ ∞  и  sup∈|𝑎| ൏ ∞,  для всех  𝑚, 𝑛 ∈ 𝑍,  

  
а для сумм Римана 

𝑆∗ሺ𝑥, 𝑦, х, 𝜂ሻ ≔  𝑎 ൬
𝑠𝑖𝑛 𝑚ℎ

𝑚ℎ
൰

ଶ

൬
𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜂

𝑛𝜂
൰

ଶ

,∈

 

выполняются 
𝑆∗ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൏ ∞,  когда  ሺ𝑥, 𝑦ሻ ∉ 𝒢, 

 

где 𝒢 определяется формулой (7), а  𝑆∗ሺ𝑥, 𝑦ሻ ≔ sup,ఎவ|𝑆ሺ𝑥, 𝑦, ℎ, 𝜂ሻ| и 
 

lim,ఎ→ 𝑆ሺ𝑥, 𝑦, ℎ, 𝜂ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ,  п.в. на  𝕋ଶ, 
 

где 𝑓 െ всюду конечная интегрируемая на 𝕋ଶ функция.  
Тогда ряд (5) является рядом Фурье функции 𝑓. 
Для 𝑑  2 введем следующие обозначения: 𝒏 ≔ ሺ𝑛ଵ, … , 𝑛ௗሻ ∈ 𝕫ௗ, 

𝑵: ൌ ሺ𝑁ଵ, … , 𝑁ௗሻ ∈ ℕௗ,   𝒙 ≔ ሺ𝑥ଵ, … , 𝑥ௗሻ ∈ ℝௗ,    𝒉 ≔ ሺℎଵ, … , ℎௗሻ ∈ ℝା
ௗ ,      

𝒏 ∙ 𝒙 ≔ 𝑛ଵ𝑥ଵ  ⋯  𝑛ௗ𝑥ௗ. 
Ш. Т. Тетунашвили [10] доказано, что если 𝐸 ⊂ 𝕋ௗ является  𝑉𝑃-

множеством 𝑑-кратных тригонометрических рядов, то 𝐸 ൈ 𝕋 является  𝑉𝑃-
множеством 𝑑  1-кратных тригонометрических рядов. Поэтому из те-
оремы 4 по индукции можно получить следующую теорему. 

Теорема 7. Пусть 𝑑-кратный тригонометрический ряд 
 

∑ 𝑎𝒏𝒏∈ 𝕫 𝑒𝒏∙𝒙, с суммами 𝑆𝑵ሺ𝒙ሻ ≔ ∑ 𝑎𝒏|𝒏|ஸ𝑵 𝑒𝒏∙𝒙,  (8) 
 
 

удовлетворяет условию 
    limே→ஶ 𝑆𝑵ሺ𝒙ሻ ൌ 𝑓ሺ𝒙ሻ,   𝑥 ∉ 𝒢, 
 

где 𝑓 всюду конечная интегрируемая функция, 
𝒢 ൌ ⋃ 𝑋௬ ൈ ሼ𝑦ሽ ൈ 𝕋ௗିଶ

௬∈ , где  𝜇ሺ𝑌ሻ ൌ 0  и  𝜇൫𝑋௬൯ ൌ 0, для любого  𝑦 ∈ 𝑌. 
Тогда ряд (8) является рядом Фурье функции 𝑓. 
Работа выполнена при финансовой поддержке ГКН МОНКС РА в 

рамках проекта 18T-1A074. 
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Академик Г. Г. Геворкян 
 

Теоремы единственности для простых и кратных 
тригонометрических рядов  

 
Для простых тригонометрических рядов, в частности, доказано, что если три-

гонометрический ряд методом Римана по мере суммируется к интегрируемой 
функции 𝑓 и мажоранта Римана всюду, кроме, быть может, некоторого счетного 
множества, конечна, то этот ряд является рядом Фурье функции 𝑓. С применени-
ем этой теоремы получены теоремы единственности для кратных тригономет-
рических рядов. 

 
 Ակադեմիկոս Գ. Գ. Գևորգյան 

 
Միակության թեորեմներ միապատիկ և բազմապատիկ  

եռանկյունաչափական շարքերի համար 
 

Միապատիկ եռանկյունաչափական շարքերի համար մասնավորապես ապա-
ցուցված է, որ եթե եռանկյունաչափական շարքը Ռիմանի մեթոդով, ըստ չափի, զուգա-
միտում է 𝑓 ինտեգրելի ֆունկցիայի և Ռիմանի մաժորանտը ամենուրեք, բացի, գուցե, 
հաշվելի բազմության կետերից, վերջավոր է, ապա այդ ֆունկցիայի Ֆուրիե շարքն է։ 
Այս թեորեմի կիրառությամբ ստացվել են միակության թեորեմներ բազմապատիկ 
եռանկյունաչափական շարքերի համար։ 

 
Academician G. G. Gevorkyan 

 
Uniqueness Theorems оn Simple and Multiple  

Trigonometric Series 
 

In the paper it is proved particularly that if the trigonometric series converges in 
measure by Riemann’s method to an integrable function f and the Riemann’s maximal 
function is finite everywhere except possibly a countable set, then this series is the 
Fourier series of the function f. Applying this theorem, uniqueness theorems for 
multiple trigonometric series are obtained. 
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