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Рассмотрено плоско-деформированное состояние кусочно-однородной упругой плоскости из двух 
разнородных полуплоскостей, содержащих межфазные трещины и абсолютно жёсткие тонкие включения. 
Считается, что кусочно-однородная плоскость деформируется под воздействием периодически изменяю-
щихся во времени сосредоточенных нагрузок, приложенных к включениям, и статических нормальных 
распределённых нагрузок, приложенных к берегам трещин и не допускающих их закрытие. Сначала 
построены разрывные решения уравнений движения плоской теории упругости для составной плоскости, 
на основе которых получены определяющие сингулярные интегральные уравнения поставленной задачи. 
Решение определяющих уравнений, в случае, когда кусочно-однородная плоскость содержит только одно 
включение и одну трещину, построено методом механических квадратур. Проведён численный расчёт. 
Определены закономерности изменения модулей амплитуд скачков напряжений, абсолютной величины 
коэффициентов интенсивности, раскрытия трещины и угла поворота включений в зависимости от частоты 
вынужденных колебаний. 

Введение 

Динамические смешанные и контактные задачи всегда были и остаются одним из 
развивающихся и актуальных с практической точки зрения направлений 
математической теории упругости. Изучению динамического напряжённо-
деформированного состояния массивных однородных или составных де-
формируемых тел, содержащих концентраторы напряжений различного типа 
посвящено много работ. Многие основополагающие результаты в этом направлении 
приведены в монографиях [1-3]. В развитие этого направления механики 
деформируемого твёрдого тела большой вклад внесла российская школа механиков. 
Академиком РАН В.А.Бабешко и его учениками был поставлен и решён ряд 
двумерных и трёхмерных задач в этом направлении. Ими разработаны и предложены 
эффективные методы решения динамических задач для слоистых сред с межфазными 
дефектами [4-7]. Укажем также на монографию [8], где приведены решения многих 
плоских и пространственных динамических контактных задач, представляющих 
практический интерес. Однако, мало работ, где изучено взаимовлияние 
концентраторов напряжений различного типа, одновременно находящихся в 
массивных однородных или составных телах, что является актуальной проблемой как 
с точки зрения сейсмологии, так и сейсмостойкого строительства, сейсморазведки и 
дефектоскопии. Отметим работы [9-13], где построены решения некоторых 
антиплоских и плоских задач для составного полупространства и однородной 
плоскости, одновременно содержащих концентраторов напряжений различного типа 
и непосредственно связаны с настоящей работой.  

 

Постановка задачи и вывод определяющих уравнений 

Пусть составная упругая плоскость из двух разнородных полуплоскостей с 
коэффициентами Лaмэ 1 1,   и 2 2,   соответственно, отнесённая к декартовой 

системе Oxy , ось Ox  которой направлена по линии стыка полуплоскостей, по 

линиям  1
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 , состоящих из конечного числа 

непересекающихся конечных интервалов, содержит системы межфазных трещин и 
абсолютно жёстких тонких включений соответственно. Будем считать, что составная 
плоскость деформируется под воздействием периодически изменяющихся во 
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времени с частотой   сосредоточенных нагрузок  1i t
jP e j M   , приложенных 

к включениям в точках  
0

jx  и составляющих угoл j  с осью Oy , а также под 
воздействием статических нормальных распределенных нагрузок 

   1jp x j N  , приложенных к берегам трещин и не допускающих их закрытие 
.  

Фиг.1 

В рамках линейной теории упругости поставленную задачу можно представить в 
виде суммы двух задач, в одной из которых составная плоскость деформируется 
только статическими нормальными распределёнными нагрузками, приложенными к 
берегам трещин, а во второй – только под воздействием динамических нагрузок, 
приложенных к включениям. Так как первая из этих задач решена [14], то мы 
рассмотрим только вторую задачу. Снабдив характерные величины для разнородных 
полуплоскостей соответственно индексами 1 и 2 , поставленную задачу 
математически можно сформулировать в виде следующей граничной задачи: 
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где  , ,ju x y t  и    , , 1,2jv x y t j   – горизонтальные и вертикальные смещения 
верхней и нижней полуплоскостей соответственно, удовлетворяющие уравнениям 
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движения, а    , ,j
y x y t  и    , ,j

xy x y t  – компоненты напряжения в этих 

полуплоскостях, связанные со смещениями известными формулами, mu  и 

 1mv m M  , соответственно, горизонтальные и вертикальные составляющие 

жёстких смещений включений, а m – углы поворота включений. 

Чтобы построить решение граничной задачи (1) сначала по формулам 
   , , , i tf x y t f x y e   перейдём к амплитудам искомых функций и введём в 

рассмотрение амплитуды неизвестных функций разности смещений точек берегов 
трещин  u x ,  v x  и безразмерных скачков напряжений на длинных сторонах 

включений  x ,  x  : 
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   (2) 

Далее, решим вспомогательную задачу, состоящую из условий (1а) , (2) и 
определим амплитуды компонент напряжений и смещений на линии стыка 
полуплоскостей 0y   через введённые функции. Для этого решения уравнений 
Лямэ для амплитуд смещений представим в виде следующих интегралов Фурье: 
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Тогда компоненты амплитуд напряжений будут даваться формулами: 
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Здесь 
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   m, 1, 2,; 1 ; 1 ; , 1, 2 .n n
n

m n n n nk m n            

а    , 1,2j
ic i j   – скорости распространения упругих волн в соответствующих 

полуплоскостях. При этом, выбраны те ветви функций    j
i k   , 1,2i j , 

которые на бесконечности ведут себя как k , чем и обеспечивается исчезновение 
напряжений на бесконечности и однозначность обратного преобразования Фурье [15]  

Используя приведённые соотношения для амплитуд смещений и напряжений, 
удовлетворим условиям вспомогательной граничной задачи и определим 
неизвестные коэффициенты jA  и  1,2jB j  через трансформанты Фурье 
неизвестных амплитуд функций скачков напряжений и смещений. Затем, подставляя 
полученные значения коэффициентов  , 1,2j jA B j   в формулы (3) и (4), 
напишем разрывные решения уравнений движения плоской теории упругости для 
составной плоскости, выразив напряжения и смещения при помощи неизвестных 
амплитуд функций скачков. Приведём выражения компонентов амплитуд 
напряжений и смещений на линии стыка разнородных полуплоскостей 0y  , 
которые нам пригодятся в дальнейшем: 
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Здесь введены обозначения : 
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Отметим, что, учитывая поведение подинтегральных функций на бесконечности, 
в полученных соотношениях выделены сингулярные части ядер. Заметим также, что, 
как и в работе [6], в случае, когда  k  не имеет действительных корней, ядра 

 ,m nK x  регулярные функции от x  . В случае же, когда  k  имеет 

действительные корни, функции  ,m nK x  содержат несобственные интегралы 
Фурье, которые нужно понимать в обобщённом смысле и представить их в виде 
суммы обычных, хорошо сходящихся, интегралов и специальных функций   ,Si x  

 Ci x  (интегральный синус и косинус).  

Теперь, используя формулы (5)-(8), удовлетворим условиям (1b), первоначально 
перейдя в них к амплитудам и дифференцируя последние два из них по x . В итоге, 
учитывая, что на 1L      0x x    , а на 2L      0u x v x  , для определения 
амплитуд скачков смещений и напряжений получим следующую систему 
определяющих сингулярных интегральных уравнений второго рода: 
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Систему (10) нужно рассматривать при условиях непрерывности смещений в 
концевых точках трещин  
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и уравнений движения включений, которые, без учёта их масс, записываются в виде: 
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Чтобы построить решение системы (10), приведём её к каноническому виду. С 
этой целью умножим второе и четвёртое уравнения (10) на i  и просуммируем 
соответственно с первым и третьим уравнениями. Тогда, введя обозначения 
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систему (10) запишем в виде: 
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Условия (11) и (12) при помощи функций    1 4j x j    можно записать в 
виде: 
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Таким образом, решение поставленной задачи свелось к решению системы 
сингулярных интегральных уравнений (13) при условиях (14) и (15). 

 

Плоско-деформированное состояние упругой составной плоскости с одной 
трещиной и одним межфазным включением под воздействием динамических 
нагрузок 

Не нарушая общности, с целью более глубокого изучения закономерностей 
взаимовлияния концентраторов напряжения различных типов, методом 
механических квадратур построим решение задачи в случае, когда составная 
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плоскость на интервале  1 1,a b  линии стыка двух полуплоскостей содержит одну 

межфазную трещину, а на интервале  1 1,c d  одно межфазное абсолютно жёсткое 

включение, т.е. когда  1 1 1,L a b  и  2 1 1,L c d . Будем считать, что плоскость 

деформируется под воздействием сосредоточенной нагрузки 0
i tP e  , приложенной к 

включению в точке 0x  под углом   к оси Oy . В этом случае система (13) примет 
вид:  

 (16) 

         

       

 

1 1

1 1

1 1

1 1

23 4

2 4

1 3

1 1

1 1

0

; 3, 4

j jb d
j j

j
a c

d b

jk k jk k
k kc a

s ds s dsiq iq
x

s x s x

s x s ds s x s ds

a x b j



 

  
   

   

        

  

 

    

При этом условия (14) и (15) примут вид: 

 
 

   

 

1 1

1 1

1
0 0 0

1 2
1 1

e 2 cos;

1,2

jd di

j
c c

P x Ps ds s s s ds

j

  
        



   (17) 

   
1

1

0 3,4
b

j
a

s ds j      (18) 

Чтобы решить систему (16) методом механических квадратур при помощи замены 
переменных 1 1 1 1;x p k s p k      на интервале  1 1,c d  и 

2 2 2 2;x p k s p k     на интервале  1 1,a b  сформулируем систему (16) на 

интервале  1,1 . Получим: 

         

   

1 14
*

11 1

1

1 1; 1 4

j
j j

j jk k
k

j

m d
d

i
F j

 

   
         

 

       

    (19)  

Здесь введены обозначения: 
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           1 1 2 21,2 ; 3,4 ;j j j jp k j p k j              

      
     

     
 

 

*
1 1

*
2 2 1 2 1

2 2*
2 2 1 2 1

2 1 2 1

, , 1, 2 ;

, 1, 2; 2 ;

1
,

1,2; 2

jk jk

jk jk

j

jk jk

p p j k

p p p k k j k j

ip q
p p p k k

p p k k

j k j

      

          


        

   

  

 

      
     

     
 

 

*
2 2

*
1 1 2 1 2

1 4*
1 1 2 1 2

1 2 1 2

, , 3, 4 ;

, 3, 4; 2 ;

1
,

3,4; 2 ;

jk jk

jk jk

j

jk jk

p p j k

p p p k k j k j

ip q
p p p k k

p p k k

j k j

      

          


        

   

  

 

     
 

 
 

1*

3

1, 21 1, 2
; ;

3, 40 3, 4

j

j j

q ji j
F m

q jj

       
  

 

       1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1/ 2; / 2; / 2; / 2.p d c k d c p b a k b a          

Условия (17) и (18) при помощи новых искомых функций примут следующий вид: 

   

     

1
1*

0
1

1
* *

1 2 0 0
1

e ;

2 cos 1,2 ;

j i
j d P

d x P j

 





   

           




  (20) 

   
1

1

0 3,4j d j


     , (21) 

где  

* *0
0 0 0 1

1 1

; / .PP x x p
p
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При помощи результатов А.И.Мусхелишвили о поведении интегралов типа Коши 
в концевых точках интервала интегрирования нетрудно установить, что искомые 
функции в концевых точках интервала интегрирования, как и в случае статической 
задачи, имеют корневую особенность с осцилляцией и их можно представить в виде : 

   
   

   
* 1 1; 1 ; 1 ;

2 21 1j j

j jj
j j j j ji i 

 
            

   
  

 
   2 1 1 2

1 2 2 1

æ æ1 ln 1,2
2 æ æj j

   
        

;  1 1 2

2 2 1

1 æln 3,4
2 æj j

   
       

, 

где  æ 3 4 1,2j j j     – постоянная Мусхелишвили, а    * 1 4j j     – 

непрерывные гладкие функции, ограниченные вплоть до концов интервала 1,1  . 

Подставляя значения функций    1 4j j     в (19), (20) и (21), и 
используя соотношения, приведённые в [16], по стандартной процедуре, придём к 
системе из 4n  алгебраическиx уравнений относительно значений 

   * 1 4j i j    ,  1,i n , где i  – корни многочлена Якоби  ( , ) 0j j
n iP     . 

После определения величин    * 1 4j i j     нетрудно при помощи 

интерполяционных многочленов Лагранжа восстановить функции  *
j  , а тем 

самым, и    1 4j j    , и определить напряжённо-деформированное состояние 
в составной полуплоскости. В частности, безразмерное раскрытие трещины 
определится по формуле : 

       * 2 2 2 3 4
1

1/ .
2

V V p k p d
i





            

Для определения напряжений, действующих на длинных сторонах включений, 
будем использовать комплексную комбинацию формул (5) и (6), которую при 
помощи функции    1 4j j     можно записать в следующем виде: 
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1 1 1

1 1 1

1

1

1 3 3
2

2
1 32 4

3 3
1

4

3 3
3

1 1 2 1 2 1

( ,0) ,0

; 1,2 ;

; ; / .

j j
y xy

j j

d b d

k k
kc a c

b

k k
k a

x i x
x x l x

s ds s dsil il l s x s ds
s x s x

l s x s ds x j

l l





  
       



 
      
   

        

         

  

 

 (22) 

Учитывая, что на включении  3 0x  , и переходя на интервал  1,1 , найдём: 

       

      

     

1
1* 2

1 1 1
1

1 12
2 34

3 1 3 1
1 2 1 2 11 1

14

3 2 2 1 2 1
3 1

1, 2

j j j

k k
k

jk k
k

dilp k

p dill p p d
p p k k

l p p p k k d j



  

 

  
          

  

  
        

    

        



  

 

 

Для определения же безразмерного коэффициента интенсивности разрушающих 
напряжений опять будем использовать формулу (22) , рассматривая её вне 
интервалов  1 1,a b  и  1 1,c d . Учитывая, что вне этих интервалов функция скачка 
напряжений равна нулю, в безразмерных величинах её можно записать в следующем 
виде: 

 
     

       

2 2 2 2
2 2

2
1 14

3 *4
3 3

11 1

( ,0) ,0

1 .

j j
y xy

j

k k
k

p k p k
p k

dil l d
 

    
   



  
          

    
 (23) 

Очевидно, что функции, находящиеся под знаком суммы, ограничены в концевых 
точках интервала 1,1 . Поэтому, подставляя значение функции  3   в (2.8) и 
используя значение интеграла [17]: 

 
   

   
1 11 1 ,

sin

b

a

s a b s ds a x x a x b
s x b x b x
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(2.8) представим в виде: 

   
 

   
3 3

*
4 3

2 2 1/2 1/2
3

1
1 ,

1 1j i i

il
p k

ch    

 
       

   
 

где  

 
   

    
   

3 3

* *1 14
3 3 *4

3 3
11 1

1

1 1 k k
k

dil l d 
 

               
    

  , 

верхний знак соответствуют лучу 1  , а нижний – лучу 1   . 

Тогда, комплексный коэффициент интенсивности разрушающих напряжений 
будет даваться формулой: 

     

 
 

3 31/2 1/2 *

1 0

*
4 3

3

1 1 2 lim 1 1

2 1
.

ch

j

i i
I II x

K iK

i l

   

 
         

  
 



 

Численные расчёты  

Проведён численный расчёт и определены закономерности изменения 
действительных частей амплитуд скачков нормальных и касательных контактных 
напряжений, действующих на длинных сторонах включений, раскрытия трещины, 
абсолютной величины комплексного коэффициента интенсивности разрушающих 

напряжений      2 2
* 1 1 1I IIK K K      и приведённого угла поворота 

включений * 6/ l    в зависимости от приведённой частоты вынужденных 

колебаний  1
* 2/ ac    в двух случаях, когда сосредоточенная нагрузка 

приложена к центру включения и направлена вдоль включения  / 2    или 

перпендикулярно к нему  0  . При этом полагается, что включение находится 

на интервале  ,a a , трещина на интервале  3 ,5a a , а упругие постоянные 
разнородных полуплоскостей имеют следующие значения 

1 2 2 10,3, / 2      , *
0 1P  . На фиг.2a -2b приведены графики 

действительных частей амплитуд скачков соответственно нормальных и касательных 
контактных напряжений в зависимости от приведенной частоты вынужденных 
колебаний * , когда нагрузка перпендикулярна  включению  0  . 
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Фиг.2a. скачок нормальных                         Фиг.2b. скачок касательных  

напряжений 0, 2                                напряжений 0, 2     

Из них видно, что при увеличении частоты вынужденных колебаний амплитуда 
скачка нормальных контактных напряжений по абсолютной величине в некоторой 
части контактной зоны возрастает, а на остальной части убывает и становятся 
осциллирующими. Амплитуда касательных контактных напряжений при этом по 
абсолютной величине возрастает и меняет знак на обратный. 

 В табл. 1. приведены значения приведённого угла поворота включения и 
абсолютной величины комплексного коэффициента интенсивности разрушающих 
напряжений в указанном случае. Из них видно, что как действительная часть угла 
поворота включения, так и абсолютная величина комплексного коэффициента 
интенсивности разрушающих напряжений при увеличении частоты вынужденных 
колебаний сначала по абсолютной величине возрастают, а затем убывают. 
Таблица 1. 0, 2      

*  0.2 0.5 1 1.5 2.5 

*Re  -0.00055 -0.0038 -0.0039 -0.0334 -0.0214 

 * 1K   0.0622 0.3180 0.4893 0.5939 0.2857 

 * 1K  0.0739 0.3466 0.8637 0.9143 0.2736 

  

На фиг.3a-3b приведены графики действительных частей амплитуд скачков 
соответственно нормальных и касательных контактных напряжений в зависимости от 
приведенной частоты вынужденных колебаний * , когда нагрузка направлена вдоль 

включения  / 2   . 

0.5
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2.5
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Фиг.3a. скачок нормальных                          Фиг.3b. скачок касательных 

напряжений / 2, 2                     напряжений / 2, 2       

Из них явствует, что увеличение частоты вынужденных колебаний мало влияет на 
распределение действительной части амплитуд скачков касательных контактных 
напряжений. Действительная часть же амплитуд скачков нормальных контактных 
напряжений, при этом, на порядок малы. Однако, их изменение приводит к 
изменению знака действительной части амплитуды угла поворота включения, что 
подтверждается результатами расчётов, приведённых в табл.2. В этой таблице 
приведены также значения абсолютной величины комплексного коэффициента 
интенсивности разрушающих напряжений. Они, как и в первом случае, при 
увеличении частоты вынужденных колебаний сначала возрастают, а затем убывают.  

Таблица 2.  / 2, 2       

*  0.2 0.5 1 1.5 2.5 

*Re  -0.00396 -0.0039 -0.0038 -0.0008 0.00009 

 * 1K   0.0404 0.1220 0.2234 0.0673 0.0143 

 * 1K  0.0351 0.1319 0.3029 0.2773 0.3190 

 

На фиг.4a-4b приведены графики действительных частей амплитуд скачков 
нормальной составляющей смещения берегов трещины в моменты времени 

 2 / 1,2,..kt k k   , соответственно в случаях 0   и / 2   , когда 

вместе с динамической сосредоточеной нагрузкой *
0 1P  , действующей на 

включение, на берега трещины действует статическая распределённая нагрузка 
интенсивности 0q , препятствующая закрытию трещины. При этом, принято  

*
0 0 2 3/ 0.1q q l     . 
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Фиг.4a. скачок нормальных                   Фиг.4b. скачок нормальных  
 смещений 0, 2                        смещений / 2, 2      

Они показывают, что при выбранных значениях параметров увеличение частоты 
вынужденных колебаний приводит к потере симметричности формы раскрытия 
трещины.  

 Заключение  

Таким образом, в работе методом обобщённого преобразования Фурье построены 
разрывные решения уравнений движения плоской теории упругости для составной 
плоскости из двух разнородных полуплоскостей с системами непересекающихся, 
межфазных трещин и абсолютно жёстких включений конечных длин. На основе этих 
решений получена определяющая система поставленной задачи в виде системы 
сингулярных интегральных уравнений второго рода, решение которой, в случае 
одной трещины и одного включения, построено методом механических квадратур. 
Проведён численный анализ и изучены закономерности изменения действительных 
частей амплитуд скачков контактных напряжений на длинных сторонах включений, 
нормальных составляющих смещения точек берегов трещин, амплитуд приведённого 
угла поворота включений и абсолютной величины комплексного коэффициента 
интенсивности разрушающих напряжений в зависимости от величины частоты 
вынужденных колебаний при определённых значениях упругих и геометрических 
характеристик задачи. Показано, что при выбранных физико-механических и 
геометрических параметрах, в случае, когда сосредоточенная нагрузка направлена 
вдоль включения увеличение частоты вынужденных колебаний, приводит к 
перераспределению амплитуд скачков нормальных контактных напряжений в зоне 
контакта, вследствие чего изменяется действительная часть амплитуды угла поворота 
включения. На этой основе можно утверждать, что при помощи выбора частоты 
вынужденных колебаний можно управлять действительной частью угла поворота 
включения, в частности достичь исключения его поворота .  

Исследование выполнено при финансовой поддержке КН МОН РА в 
рамках научного проекта 18T-2C290. 
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