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Рассматривается многократное комптоновское рассеяние на газе неподвижных 
электронов. Считается, что внергии фотонов значительно меньше энергии покоя элек­
тронов. Получены точные решения описывающего такое рассеяние дифференциального 
уравнения в линейном и недисперсионном приближениях. Прослежена эволюция спектра 
излучения в одном частном случае.

1. Введение. В ряде объектов, таких, как разреженные газовые обо­
лочки звезд, аккреционные диски, рентгеновские источники, квазары и 
сама Вселенная с реликтовым излучением (горячая модель), большую 
роль играет рассеяние непрерывного излучения на свободных электронах. 
Начало исследованию этого рассеяния было положено работой А. С. Ком- 
панейца [1]. Интерес к нему возрос в конце 60-х годов, после обнаруже­
ния новых астрофизических объектов, и с тех пор опубликовано большое 
число работ, посвященных изучению многократного комптоновского рас­
сеяния (см. обзоры [2, 3]).

В большинстве работ считалось, что излучение изотропно, простран­
ственно однородно и рассеивается на однородном электронном газе, за­
полняющем все пространство. Такое предположение часто оправдано, так 
как пространственно-угловое распределение излучения создается за 2—3 
рассеяния, а формирование спектра требует очень большого числа рассея­
ний, при котором поле излучения изотропизуется. В последнее время пред­
ложено несколько методов решения пространственно неоднородных задач 
[4-7].

В настоящей работе мы рассмотрим задачу о комптоновском рассеянии 
излучения на электронном газе, температура которого намного меньше, чем 
эффективная температура излучения, так что электроны можно считать 
неподвижными в некоторой системе координат. Будем предполагать, что 
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энергия излучения, переходящая к электронному газу, отводится каким-то 
механизмом, отличным от комптоновского рассеяния. Сначала из реляти 
вистского кинетического уравнения выведем уравнение, описывающее 
взаимодействие излучения произвольного спектра, которое мы будем счи­
тать однородным и изотропным, с холодным газом электронов. Затем при­
ведем уравнение для случая, когда энергии фотонов значительно меньше 
энергии покоя электрона. Для двух предельных видов этого уравнения мы 
получим точные аналитические решения. Заметим, что задача о рассеянии 
пространственно неоднородного излучения на холодных электронах ре­
шается приближенно в работе [7].

2. Кинетические уравнения. Пусть фотонный газ взаимодействует с 
облаком электронов. Однократное взаимодействие описывается формулой 
Клейна—Нишины (см. [8]), учитывающей релятивистские и квантовые 
эффекты, в частности, комптоновский сдвиг частоты фотона. Распределе-

ние электронов по импульсам р описывается функцией 3 (р) при концен­
трации их п,. Излучение будем характеризовать, как это принято в по­
добных задачах, числами заполнения ячеек фазового пространства 
п (г, I), где г = Ьч/тс3, V — частота фотона, / — время, тп — масса по­
коя электрона. С обычной интенсивностью п связано равенством 
/=(2Лу։/с*)п.

Релятивистское кинетическое уравнение, описывающее взаимодей­
ствие фотонов и электронов с учетом вынужденного рассеяния [9] в систе­
ме, связанной с электронным газом, в нашем случае имеет вид

(1/с) дп/д{ = п. (г§/2) у(4/7р0рг0) т’с’Х

X Цр + тсгш —р1 — тсг^^) {/)[1 + п(г, 0]3(Р1)-՜ (1)

— п. (я, 0 [1 + п («!. 013 (Р)13 (Ро + тсг — Рю — тсгг).

Здесь г0 = ег1тсг — классический радиус электрона, р0 = (т?с2 4֊ р2)12,

ш и I»! — орты направлений импульсов падающего и рассеянного фо­
тонов, а величина Г дается формулой

Г(я, 21) - (1/жх - 1/д)։ -11/хх - 1/г | + г/г.4֊ л/я. (2)

Вычисляя в (1) интегралы по р, рх и <»1։ получаем нужное кине­
тическое уравнение

«1(=)
(1/с)дп/д{ = п.(г.гуг3) I [1 4- п (г, /)] Г ({г^п (х1։ 0 Г (г, —
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— n(z,Oj [1 + п (zx, *х) dzx\, (3)
։/(!+ ։«)

где zx (z) = оо, если z^-1/2, и zx (z) = z/(l — 2z) при z<^l/2.
Если теперь принять, что z = Лк/mc2 1, разложить n(zx, t) и 

другие функции в ряд около точки z и сохранить члены со второй 
производной, то, измеряя время в единицах 3/8"r2cnf, получим диф­
ференциальное уравнение

dn/dt = (l/z2) (d/dz) [z‘ (и2 + п) + (7/10) z’ dn/dz]. (4)
Уравнение (4) было получено в [10]. Если отбросить слагаемое с про­

изводной в скобке, то оно переходит в частный случай уравнения Компа- 
нейца — для холодных электронов. В [11] отмечалось, что в линейном 
приближении (4) значительно лучше описывает рассеяние на холодных 
электронах, чем уравнение Компанейца, а именно дает лучшую точность 
при сравнении с решением интегрального уравнения методом Монте-Кар­
ло. Ниже мы получим точные решения уравнения (4) в линейном и не­
дисперсионном (без второй производной) приближениях.

3. Линейное приближение. Если вынужденное рассеяние не играет ро­
ли, то есть п 1, то члени2 можно отбросить. Тогда (4) примет вид

dn/dt = (l/z2) (d/dz) [z«n + (7/10) z« dn/dz]. (5)

Уравнение (5) не допускает ненулевого стационарного решения, имею­
щего физический смысл, так как энергия все время переходит от фотонов 
к электронам. Неоднородное же уравнение с источником на произвольной 
частоте

(l/z2) (d/dz) (г՝в0 + (7/10) ze </G0/^] = 5 (г - zx) (6)
имеет решение (функция Грина)

<?о (г, *х) = (1/120 z2) ехр [5 (zx - z)/7zzx] JF7,5/2 (10/7z) М2, S/2 (10/7?), (7)

где z и z — наибольшее и наименьшее из чисел z и zx, а функции 
Уиттекера [см. [12], 9.220—9.222)

ОО
1^2,5/2 (т) = x’e՜ х/2 Je՜" (1 -[- t)*dt, (8)

о

М2. (х) = (1/5 х2) р (х ֊ tY dt (9)

о
являются здесь элементарными функциями.
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В нестационарном случае необходимо задать начальное распределение 
Л(х, О) = по(г). Введем функцию Грина

ОО

Л (z, о = G(t, z, zj n0(zx)dzv (10)
о

Она определяется тем же уравнением (5) с начальным условием 
<7(0, г, Zj) = 6(z —zj.

Применив к (5) преобразование Лапласа по времени и отметив ре­
зультат его применения чертой сверху, получим уравнение (s —параметр 
преобразования)

(1/z2) (d/dz) [г<л + (7/10) z'dn/dz] = sn(z, s) - n0 (z). (11)

Преобразование Лапласа от функции Грина определяется уравнением (11) 
при n0(z) — $(z— zj. Решение (11) выражается через вырожденные 
гипергеометрические функции, из которых наиболее удобны функции Уит­
текера. Для функции Грина получаем

G (s, z, zj = (5/7 Л) Г (3 — 10/7Л) exp [5 (zx - z)/7 zzj X

X (1/120 z8) IFionx, 5/2 (2A/z) Mun a, 5/2 (2A/z), (12)

где A = [(5/7 + 2s)5/7]V2.
Легко проверить, что из (12) следует условие сохранения числа фо­

тонов при комптоновском рассеянии:

ОО ОО
^z2n(z, t) dz= ^z2n0(z) dz. (13)

'.I о
Действительно, при использовании свойств функций Уиттекера можно по­
лучить, что

ОО
j z2G (s, z, zt) dz = zj/s. (14)

0
Равенство (14) обеспечивает независимость от времени интеграла

ОО
Jz8G (t, z, zj dz = zj, (15 J

u
что равносильно (13).
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При обращении преобразования Лапласа (12) необходимо учесть сле­
дующие особенности его на комплексной плоскости: полюса Г-функции в 
точках $п = —5/14-г 10/7 п.2, П = 3, 4...., а также линию ветвления 
по 5 величины А на отрицательной части вещественной оси — 
промежуток (—оо, —5/14). Принимая во внимание то, что функ­
ции Уиттекера являются целыми, преобразуем контур интегрирования в 
формуле обращения преобразования՛ Лапласа к линии ветвления. Вычис­
ляя вычеты и пользуясь формулами 9.233 из [12], получаем

в (/, г, г.) = ехр [5 (1/г ֊ 1/^/7] (1/7 Г (6) г2) е֊5™ X 

X £ (- 1)՝А„ (г) А. М е«’«’"' 5/п8 (и - 3)14֊

ОО
+ р՝.^е֊^"7(1 + И2) (1 + 4И=) (1 - е-^)-1 В. (я) Я (я։)/12 ]• (16)

о

Здесь функции А,<(х) и Вц(х) являются собственными функциями 
дискретного и непрерывного спектра дифференциального оператора, 
связанного с уравнением (5). Функции Аг. (г) = Мп, 5/2 (20/7пг) — эле­
ментарные, так как согласно формулам 9.220.2 и 8.972.1 из [12]

М„, 5/2 (х) = х3е֊^ [ Г (6)/п (п8 - 1) (и8 - 4)] £*_3 (х), (17)

где (х)— многочлены Лагерра. Функции В1к (2) — (20 /р./7х)/|д։
вещественны в силу формул 9.220.2 и 9.212.1 того же справочника [12].

Заметим, что формально интегрировать функцию (16) по 2, напри­
мер, с целью проверки соотношения (13) нельзя, так как интегралы полу­
чаются расходящимися. Интегрирование по г можно производить лишь 
для конкретных п0(я) после вычисления интегралов по ях и р. Функция 
Грина получилась очень сложной, и, по-видимому, при решении конкрет­
ных задач целесообразнее численно решать исходное уравнение.

4. Недисперсионное приближение. Теперь рассмотрим другой предель­
ный случай уравнения (4), когда можно отбросить производную в квадрат­
ной скобке. Тогда (4) перейдет в уравнение, совпадающее с уравнением 
Компанейца для случая холодного электронного газа [1]:

дп/д( = (1/я8) (д/дг^г* (и + п8)]. (18)

В уравнении Компанейца используется частота х=^/кТ и еди­
ница времени 31с Т/8г.г2тс2п,. Но из (18) следует, что его решения 
обладают свойством п («г, а/) = п(г, /)> так что одинаковое изменение 
масштаба частот и времени не меняет характера решения.
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Первыми интегралами уравнений характеристик (18) являются 
г4В=С4, где В~п± п*, и 4С7 4-212/г(<р, 2՜12), причем ^--эл­
липтический интеграл первого рода, а

<Р = <Р (В) =•■= 2 агс1г (2-1П В՜1'4). (19)

Неявное решение (18), удовлетворяющее начальному условию 
л (я, 0) = п0(я), дается формулой

* = [/Что, 2՜1'2) ֊ Г(т, 2-1/2)]/23'2С, (20)

где То = ®(В0 (г0))» В0(я) = л0(я)[1 + л0(я)], С = яВ1/4 (я) = яоВо/4(яо).
Вычислять решение надо в следующем порядке. Сначала при 

заданных л и я] находим С, затем такое я0>֊ что С ='гоВо * (г0)> 
после чего <р и <р0. Далее получаем зависимость ( от л при закреп­
ленном г, которую надо обратить и получить л (г, <). Таблицы функ­
ции /'’(ф, Л) имеются, например, в [13].

Если в полученном решении считать О 1, то есть рассмотреть 
случай, когда вынужденное рассеяние играет основную роль, то, 
воспользовавшись тем, что при л 1 будет В^-л2, 21/2л-12,
/?(ч>, 2՜1/2 ) — ф, найдем, что (20) сведется к

£ = 1/2 яоло (я)— 1/2ял(я, <). (21)

Такое решение было получено Я. Б. Зельдовичем и Е. В. Левичем в [14] 
(см. также [2]). В этой работе показано, что если в начальном распреде­
лении л0(-) имеется точка перегиба, то с течением времени в распределе­
нии л (я, <) появляются неоднозначности (перехлест), что было интерпре­
тировано как свидетельство образования разрыва — ударной волны в 
спектре излучения. Неоднозначность же появляется вследствие некоррект­
ности перехода от интегрального уравнения к дифференциальному при 
резко меняющейсяп (г, /) с изменением я.

Для иллюстрации нашего решения на рис. 1 приводятся графики 
спектров, точнее числа фотонов я։л (г, /) при начальном распределе 
нии п0(я) = ге~‘ для ряда моментов I. Заметим, что функция, обрат­
ная С = я0 Во4 (го) двузначна. Двузначны также при каждом г зави­
симости Во от л и, следовательно, I от п. Таким образом, определен­
ные значения л при данном я могут приниматься дважды. При г, ле­
жащих справа от я = 1 — точки максимума л0(я), одно из таких зна­
чений ( отрицательно (прошлое).

Общая картина эволюции спектра та же, что и в случае (21). Макси­
мум распределения со временем смещается в сторону меньших частот. На­
чиная с некоторого / ~ 0.3 появляется перехлест, который также смещает­
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ся влево. При I = 0.3635 этот выступ кривой достигает оси г = 0, а при 
больших / распространяется в область отрицательных 2.

Рис. 1. Эволюция спектра числа фотонов согласно (20).

При достаточно больших I ударная волна проходит и п умень­
шается. При п 1, В~п, — г^л1'4, /•’('?, 2 212 ) ~ 2/г("/2, 2 1/2) — 
— 23/2л1/4 и, как видно из (20), { при закрепленном г ограничено сверху 
величиной 1/х, а при п -*■ 0 стремится к 1/я. Это означает, что сред­
нее число заполнения состояний фотонов в частоте г обращается в 
нуль за конечное время < = 1/г. При этом, когда I -»1/г — 0, то 
л~ехр[—1/(1/г—()] (в пределах рисунка этот закон не достигается).

Таким образом, главная особенность решения (21), отражающая об­
разование ударной волны в спектре, сохраняется и у (20), даже при не­
больших начальных значениях п0 (г). Но решение (20) позволяет просле­
дить эволюцию спектра в областях, где л порядка единицы и мало и где 
решение, следовательно, имеет физический смысл. Отметим, что получить 
решение уравнения (20) численными методами затруднительно.

Заметим, что мы считали при выводе (4) 21, а начальное распре­
деление п0 (г) взяли с максимумом при 2=1. Однако 2 1 можно до­
биться, пользуясь отмеченной выше инвариантностью уравнения (18) и 
вводя соответствующий масштаб частот и времени.

Решение (20) позволяет аналогично получить численные результаты 
для любого начального спектра. Вместе с (7) и (16) оно пополняет набор 
приведенных в [3] точных решений уравнений, связанных с описанием мно­
гократного комптоновского рассеяния.
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THE SCATTERING OF SPACE — HOMOGENEOUS 
ISOTROPIC RADIATION ON COLD ELECTRON GAS

D. I. NAGIRNER

Multiple Compton scattering on the gas of electrons at rest is 
considered. The energies of photons are supposed to be much smaller 
than the rest energy of electron. The exact solutions of the Fokker-Plank 
equation are obtained in linear and non-dispersionai approximations. The 
evolution of the spectrum of radiation is studied in one special case.
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