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Выведено уравнение малых адиабатических радиальных колебаний тпсрдотельис 
вращающейся звезды. Полученное уравнение применяется и частном случае однород 
ион эзезды. Учитываются возмущения порядка <>- и рассматриваются все радиальные 
моды. Показано, что частоты радиальных колебаний вращающейся звезды меньше coot- 
встствующнх частот невращающейся звезды той же массы. Отношения периодов обер 
тонов изменяются очень мало. Приливные силы не изменяют частоты радиальных пул», 
сацнй.

1. В tie дени.. В предыдущей работе автора |1] рассматривалось алия 
ине вращения на частоту основной моды радиальных колебаний политроп
ной звезды. При этом использовался метод Чандрасекара 12. 3|, который 
оказывается неприменим при индексе политропы п 1. Следовательно, 
остался неисследованным интересный случай однородных конфигураций. 
В данной статье мы рассмотрим однородную звезду.

Формула

~ “Gf/o | “• 7/n(m 4- 1) — 4 |« т — 2, 4, 6,.... (I)

полученная Стерне [4]. дает выражение для частот всех радиальных мод 
однородной невращающейся звезды. Здесь ?0—плотность звезды. 7— от
ношение удельных теплоемкостей. Выражение чаастоты основного тона ра
диальных колебаний твердотсльно вращающейся звезды было получено 
вириальными методами [5. 6]:

4 2
□’ = (3T-4)y«Q + — (5֊3T)M։. (2)
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При выводе этой формулы угловая скорость £2 предполагалась доста
точно малой. Следует заметить, что в формулу (2) входит плотность вра 
щающейся звезды '՛, которая отличается от плотности невращающсйси 
звезды ро на величину порядка Q2. На это обстоятельство ранее обращали 
внимание Каулннг и Невинг |7].

В этой работе мы получим выражение для частот всех мод радиаль
ных колебаний вращающейся звезды. Кроме того, как и в работе [ 1J, мы 
рассмотрим конфигурации фиксированной массы. Наконец, будет показа
но. что присутствие спутника не влияет на частоту радиальных колебаний 
звезды.

2. Вывод уравнения .малых радиальных колебаний вращающейся звез
ды. Уравнение движения в системе координат, жестко связанной со звез
дой. имеет вид

:-֊ = ֊ ./> р Ф + г- (— sln’A+2?|S й], (3)
dt \ 2 /

где Ф — гравитационный потенциал. полярный угол. Нас интересуют 

радиальные колебания, поэтому И =■ И(г)г, где г—орт соответствующей 
оси. Усредним уравнение (3) на поверхности сферы. Для этого умножим 

левую и правую части уравнения движения на г sin 0 dfJdy 4г и проинтегри
руем по всем углам. Подобный подход уже использова \ся при исследова
нии радиальных колебаний звезд |8]. Мы считаем вращение достаточно 
медленным, поэтому все физические величины, входящие в уравнение (3). 
имеют вид

f(r, 0)«=/о(г) -ЬЛ(г) 4-Л (г) Р, (cos 0), (4)

где /0—невозмущенное вращением значение физической величины, а /։ и 
/а— величины порядка 122. Если пренебречь величинами порядка О* и вы
ше. то члены, содержащие F’.(cos'1)« после интегрирования по углам обра
щаются в нуль (ср., например. [9|), и уравнение движения принимает вид

dV дР г 2 «2 /«и
dt dr 3

где j? - ускорение силы тяжести. Все входящие в это уравнение величи
ны имеют вид (4) с тождественно равной нулю угловой частью. То же 
справедливо и для усредненного по углам уравнения неразрывности

-^-=—pdivK (6)
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Для адиабатических колебаний уравнение энергии имеет вид

(7) 
dt р dt

Уравнения (5)—(7) описывают адиабатические радиальные колебания 
вращающейся звезды. За исключением последнего члена в правой часи: 
уравнения движения они полностью совпадают с уравнениями адиабати
ческих радиальных колебаний невращающейся звезды. Последние уже ре
шались ранее [ 10]. и здесь будет проведено аналогичное рассмотрение.

Дифференцирование уравнения движения по времени дает

i </с ___ —(2’г). <81
dt2 р* dt dr ? dt \ dr / dt 3 dt

Второй и третий члены в правой части приводятся к виду | 10]

^.-.֊2^. (9)
dt г

d / др\ д т, dV др
— I֊՜ (ipd'v И֊֊—֊֊• (10)
dt ՝ Or / dr dr dr

Чтобы преобразовать последний член в уравнении (8) обратимся к закон) 
сохранения момента импульса

2г* sin* 0 = const. ։ (11)

Так как при радиальных колебаниях 0 ~ const, то

2г’ = Л = const. (12)

Т огда ,

— (L>V) ==֊-(—) = -—— =-Зй=К (13)
dt dt \ г3 / г* dt

Подставляя (9). (10) и (13) в уравнение (8) и используя уравнение дви
жения (5), получаем

± jL(lpdiv й.(2֊к + (14)
dt՝ р dr г dt г 3

Нас будут интересовать только малые колебания звезды. В этом случае 
можно пренебречь членами второго порядка по И. Вводя традиционные 
переменные

А = А + 1/А
dt dt dr

(15)
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С (г, /)=;(г)е'", (16)

получаем уравнение малых радиальных адиабатических колебаний врашаю- 
шенся звезды

-£-(7р<1М(г)) + Л= + ^.-^.2’^Цг)^0. (17)

В этом уравнении все величины берутся для равновесного состояния вра- 
щаюшейся звезды.

3. Частота радиальных колебаний однородной врашающсйся звезд о1 
Пусть

?= V4’. (18)

тогда волновое уравнение ( 17) принимает вид

-֊<!/> «F)+(o’4 —(19) 
dr \ r 3 / dr

Рассмотрим коэффициент при dyV՝dr. В него входит величина g г. 
Потенциал однородного эллипсоида (о const) имеет вид Ф — (А |- 
4 В cos2 0) г՝. После вычисления Ф и усреднения по поверхности 
сферы получаем, что ц = const г. Таким образом, коэффициент при 
d{V dr постоянен. Проинтегрируем уравнение (19) от нуля до г:

с= *v + ^о= + — ֊ -у- аЛ '1' = о, (20)

где скорость звука

(21)

Из уравнения гидростатического равновесия

V- --pg4֊ <221
dr л

следует, что

R
р " Kw" " *Z}՝ (23)

где —ускорение свободного падения на поверхности звезды и

x — rR.՜ (24)
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с—(23>

н уравнение (20) принимает вид

(1 ֊ Xя) V2*’ + 7’»* = о, (26)

где введено обозначение

4 Я Ю с , ° + т ֊՜2՜
у- т Д) • 

\2Н з /

Решение уравнения (26) имеет вид [ 18]

1|Г _ -У -- 1 ЛРт (х) (28)
X 1/х

Необходимым условием конечности решения является

у=гш(т4-1), т ֊2.4, 6.... (29)

Подставляя в (29) определение } (27). получаем выражение для час
тоты малых радиальных адиабатических колебаний однородной твердо- 
тельно вращающейся звезды

= -֊- -а. | -2. т (т + 1) - 4 | + —0—+ 2=, (30)

т = 2, 4, 6...

Для невращающенся звезды (12 ֊ 0) эта формула совпадает с формулой 
Стерне (1). а д\я основного тона радиальных колебаний (т = 2) она 
совпадает с формулой Леду (2).

Однако в формулу (30), как и в формулу Леду (2). входит плотность 
вращающейся звезды р» отличающаяся от плотности невращающенся звез 
лы /0 на величину порядка £2* |7]. Поэтому первый член в правой части 
(30) нельзя считать равным частоте колебаний невращающенся звезды

Перепишем выражение для давления (23) в виде

р = (31)

где ре—центральное давление, а величины/? и А?усреднены по поверхно
сти сферы и имеют вид (4) с /3(г) 0. Тогда уравнение гидростатическо
го равновесия (22) принимает вид



156 К А. СИДОРОВ

(32> 
К р j О

Пусть

Р - Ро(1 4֊ Зр), р = Ро(1 4- W» * = Яо (1 + «/?), (33)

где р0. р0, Rn — невозмущенные вращением значения соответствующих 
величин, а ьр, ор и IR — порядка 2г. Если массы вращающейся и не- 
вращающейся звезд равны, то

*/? = — ор/3 и Ьр *,2р. (34)

Подставляя (33) в (32). учитывая (34) и пренебрегая членами порядка 
Q4 и выше, получаем

4 г- -•у -GMr

_2Л>_ г (351

(Зь>

Из двух последних уравнений находим

Преобразуя формулу (30) с помощью (33) и (37), получаем

Л П Т* —30 7 — т (т Ч- 1) 7 4- 16 , ,2 „
3(31-4)

т=2, 4, 6.......

где дастся формулой Стерне (1).

4. Влияние спутника на частоту радиальных колебаний. Пусть одне 
родная вращающаяся звезда входит в двойную систему. В качестве спут 
ника рассмотрим точечную массу Я?,/ на расстоянии /3 от центра главной 
звезды. Спутник движется по круговой орбите, расположенной в плоскости 
экватора однородной звезды, с угловой скоростью

ш = №. (39}

Приливным трением пренебрегаем. Тогда в уравнения движения (3) по
явится дополнительная сила с потенциалом [ 11. 12]

ф' = фл Ч- Фо. (40)
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Потенциал центробежных сил орбитального движения равен

Фа = — г —-֊— 2=Л= sin 0 cos ( ֊------I + 'f
1 + q \ к

Гравитационным потенциал спутника дается выражением

(41)

(42)

(43)

Ж
4 ЗДа՝

где X — угол между направлением на спутник и на точку с координатами 
{г. ?)• По теореме сложения

P,(cos /•) Р, (cos&) Р, (cos — i

2 v 12—itl/>f(cosO)p;fc&s—) cos[£(f — <?')].
(44)

— азимутальный угол спутника.
Усредним уравнение движения, как это было сделано в разделе 2. Чле

ны. содержащие cos [<• (։f — обращаются в нуль при интегрировании 
но а члены, содержащие P;(cosO), обращаются в нуль при интегриро- 
нани по 0. Таким образом, усредненное уравнение движения принимает 
вид (5). и. следовательно, присутствие спутника не влияет на частоту ра
диальных адиабатических колебаний звезды.

5. Обсуждение. Когда говорят об увеличении частоты колебаний вра
щающейся звезды, то имеют в виду формулу Леду (2). В этой работе по- 
лучено обобщение формулы Леду (30) для всех мод радиальных колеба
ний. Следует заметить, что частоты достаточно высоких мод радиальных 
колебаний вращающейся звезды меньше соответствующих частот невра- 
щающейся звезды, даже если мы пренебрегаем возмущениями плотности, 
на что указывалось и ранее [ 13. 14]. Однако, и это неоднократно подчер
кивалось 11. 3, 7]. первые члены в правых частях формул (2) и (30) со
держат величины порядка 122. В настоящем работе эти величины были по
лучены в явном виде, результатом чего явилась формула (38), из кото
рой ясно видно, что частота радиальных колебаний вращающейся звезды 
меньше частоты радиальных колебаний неаращающейся звезды той же 
массы. Тот же вывод справедлив для политропных звезд ]1] и подтвер
ждается расчетами звездных моделей (8, 15].
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Из формулы (1) видно, что основная мода колебании (т — 2) ней
тральна при 1е, = 4/3. Из формулы (38) легко получить, что крашение 
увеличивает 7е1>:

Уменьшение частоты радиальных колебании вследствие вращения ка
чественно можно объяснить следующим образом. Хорошо известно, что

□8=До. (46)

Центробежные силы увеличивают размеры звезды и. следовательно, умень
шают ее среднюю плотность и частоту радиальных колебании. Вместо (16) 
можно воспользоваться таким соотношением:

(47)

При вращении радиус звезды увеличивается, а ускорение свободного па
дения на поверхности уменьшается, т. к. собственно гравитационные силы 
уменьшаются вследствие увеличения радиуса и центробежные силы дей
ствуют против сил гравитации. Все это вместе приводит к уменьшению 
частоты радиальных колебаний. Дестабилизирующее влияние вращения 
на нерадиальные моды обсуждалось ранее Джинсом [16] и Северным [ 17].

Из приведенных рассуждений ясно, нечему спутник не влияет на час
тоту радиальных колебаний. Приливная сила имеет равную нулю диверген
цию в пределах главной звезды, т. к. там нет источников приливного поля 
Поэтому поток силы ( а наша процедура усреднения как раз и является 
вычислением этого потока) через любую замкнутую поверхность равен ну
лю. Поскольку средняя сила равна нулю, то приливные эффекты не изме
няют средней плотности и среднего ускорения свободного падения на по
верхности звезды, т. е. нс влияют на частоту радиальных колебаний.

Рассмотрим подробнее периоды колебаний основной моды Ро(гп 2) 
и двух верных обертонов Рх 'т 4) и р2 (т 6). Из формулы (38) 
следует

й = + не)•Д Г ар I

А = Р, 1 +
30 у-25 7 4-8 Р?

3(3

14

: - 4) Р., 

36 . +8 Р

(49)

3(3; ֊4)
(50)

р, 
р„

+ (30 ? - 25 ■; -4 6)Р1 Р» —(<>՛,8 — 18 7 4- 5) Р,՜

3|3т 4)
|> (51)
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4=A|։., 
p» p„ 1

(63 Г ֊ 36 7 4- 8)Р?/Р? (97г - 18 7 4 8) 

3(3-,— 4)
(52)

где Рвр—период вращения звезды, штрихованные величины относятся к 
вращающейся звезде, а нештрихованные — к покоящейся. Обозначим

>■* = Л//’.,. (53)

Тогда при * = 5/3 имеем

Ро = Ро [1 + 'о). (54)

₽; = />,[1 4- 16.556/?], (55)

А = Л [1 4-40.074/.’], (56)

А = Л|14- 0.307/«], 

“в "о
(57)

А = А[1 4 0.293 4 
го гп

(58)

При обсуждении этих формул следует иметь п виду, что предельный пе
риод вращения звезды Р„р по порядку величины близок к периоду основ
ной моды радиальных колебаний Ро. Поэтому 0</0<^1. Реально наблю
даемые скорости вращения, например, цефеид составляют порядка одной 
десятой предельной скорости и менее. Поэтому периоды колебании вра
щающихся звезд менее чем на несколько процентов превосходят периоды 
колебаний нсвращающихся звезд. Еще менее значительным изменениям 
подвержены отношения периодов (57) н (58). При существующих скоро
стях отношение периодов совершенно не чувствительно к вращению. Это 
подтверждается и расчетами звездных моделей [15].

Ленинградский государственный
университет

THE INFLUENCE OF ROTATION AND DUPLICITY OF A 
HOMOGENEOUS STAR ON THE FREQUENCY OF

RADIAL OSCILLATION

C. A. SIDOROV

The equation of small adiabatic radial oscillations of rigid-body 
rotating star has been derived. This equation is then applied to a ho
mogeneous star. The perturbations to the first order in 22 is taken to 
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task. All radial modes are considered. The frequencies of radial oscil
lations of rotating star is found to be less than the ones of the nor ro
tating star of the same mass. The ratios of overtones only slightly 
perturb. The frequencies of radial pulsations is not affected by the 
tidal force.
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