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Пересмотрена теория возмущений первого порядка, построенная Чандрасекаром, с 
целью найти последовательность вращающихся политроп фиксированной массы. Оказа
лось, что величина п, при которой наступает динамическая неустойчивость, уменьшается 
вследствие вращения. Получена простая формула для частоты пульсационной моды вра
щающейся звезды. Найдено выражение функции ’М») через функцию Эмдена 0(0-

1. Введение. Политропы являются одной из классических моделей 
звезд. Они постоянно привлекают внимание исследователей, поскольку 
предоставляют редкую возможность проводить аналитические исследова
ния в достаточно общем виде. Кроме того, политропные модели оказыва
ются в ряде случаев удовлетворительным приближением к реальным звез
дам. Все это предопределило большое внимание к теории вращающихся по
литроп.

Для медленного твердотельного вращения теория первого порядка по 
параметру вращения V (см. ниже) была построена Чандрасекаром [1]. В 
дальнейшем мы будем придерживаться более поздней редакции этой тео
рии [2]. Для политропного уравнения состояния

р = К^,п (1)

уравнения Пуассона и гидростатического равновесия приводят к соотноше
нию

Д0 С> и) = — (^, Р) + (2>

где
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V =
2=_ 

2т:СР; (3)

ел(;. р) = р(г, р)/Рс, (4)

(п + 1)к' = ---------- -—р-**•*»" I 5, (5)
4*в

•рс — центральная плотность конфигурации, й — угловая скорость враще
ния р—синус широты, а остальные обозначения общеприняты. Решение 
уравнения (2), удовлетворяющее условиям

Н (0, р) = 1,

<3;
= О, 

:=о

(6)

(7)

ищется в виде [1,2]

Н (5, И) = 0(5) + V | фо(0 + § Лгф, (?) Р/(р) |. (8)

Подставив разложение (8) в уравнение (2) и сохранив лишь линейные по 
V члены, Чандрасекар [1, 2] получил систему уравнений

— (ь» \ _ 0"
;2 Л \ & / ‘

_ п6"-։ +1 (Ю)
Е* </; \ /

֊ — ? / (/ + 1) I ъ - ֊ 'И*"՜1 Ъ. (/ > 1). (11)
г [ <к <1ч | ՛ ‘

с. начальными условиями

0(0) =1, 0' (0) =■ О,

Фо(о)=ф;(о)-о, 

фдо) -.= ф;.(0) = 0 (/>1),

(12)

(13)

(14)

определяющую строение вращающейся политропы. Свойства этой системы 
подробно рассмотрел Ковец [3]. Нам остается лишь добавить, что реше
нием уравнения (10) с начальными условиями (13) является функция
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Позднее в теории были учтены члены второго порядка [4—6]. Строе
ние вращающихся политроп исследовалось также с помощью вариационно
го метода [7—10] и численно [11—14]. Все эти работы находятся в пре
красном согласии с теорией Чандрасекара (подробное обсуждение см. в 
[6]). Это согласие свидетельствует о том. что фигуры равновесия вращаю
щихся политроп остаются сфероидами до весьма высоких скоростей вра
щения.

Однако, как следует из определения (4) и условия (6), последователь
ности вращающихся политроп, полученные Чандрасекаром [1, 2], являют
ся последовательностями постоянной центральной плотности. Астрофизи
чески интересно рассмотреть последовательности постоянной массы, тем 
более, что до сих пор не обращалось внимание на то, что утверждение о ста
билизации вращением политроп индекса п = 3 относится именно к последо
вательностям с фиксированной центральной плотностью. Видимо, с не
устойчивостью политроп указанного индекса, а не с особенностями числен
ной процедуры, как утверждает Клемент [14], связаны трудности построе
ния фигур равновесия вращающихся политроп при П 3.

В этой работе мы построим в линейном приближении последователь
ность фигур равновесия вращающихся политроп фиксированной массы. 
Для этого откажемся от традиционных единиц (3)—(5). Подходящая си
стема единиц будет выбрана в следующем разделе и там же мы рассмот
рим невращающиеся политропы в новой системе единиц. В разделе 3 бу
дет построена последовательность вращающихся политроп постоянной мас
сы. В разделе 4 кратко обсуждается влияние вращения на пульсации и 
устойчивость политроп.

2. Нев решающиеся политропы. Поскольку мы собираемся рассматри
вать последовательности фигур равновесия с фиксированной массой, то при 
переходе к безразмерным переменным естественно за один из определяю
щих параметров выбрать массу конфигурации М. Разумеется, второй опре
деляющий параметр — гравитационная постоянная й. Не столь важно, 
что мы выберем в качестве третьего определяющего параметра — радиус 
конфигурации R или постоянную /(, так как существует соотношение [ 15]

п + 1
(4т.)'"- (16)
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где —первый положительный корень функции Эмдена 0(Е) и

(17)

Мы будем использовать обе возможные системы определяющих парамет
ров. Введем безразмерные переменные

Р = У"
Г(п +РМ^Г А'3 
[ 4г в3Мг

л —I

СМ " 1^3՜ 
К |

4-
(п+1)Л

(18)

(19)

4к R3 ’

где безразмерные сомножители введены для упрощения последующих вы
кладок. В этих переменных уравнения Пуассона, гидростатического равно
весия и состояния (1) приводят к уравнению для невращающихся конфи
гураций

1 </
л՜2 Их

Одно начальное условие для функции у(х) очевидно

у' (0) = 0.
Второе условие следовало бы находить из соотношения

R
М = 4՜ ^ргг(/г.

О

(20)

(21)

(22)

Однако мы не будем решать для уравнения (20) задачу, определяемую ука
занными условиями, а рассмотрим задачу Коши с начальными условиями 
(21) И

У (0) = >0. (23)

где —неопределенный пока параметр. Уравнение (20) совпадает с урав
нением Эмдена (9). В силу гомологического преобразования [15], функция

п -1
*2 

у (*) = хое ('о ■*) (24)
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является решением уравнения (20) с начальными условиями (21) и (23). 
Очевидно, что

(25)

и аналогичным соотношением связаны первый корень х, функции у(х), 
определяющий радиус конфигурации, с первым корнем <։ функции Эмде
на 0(;)

2 
хх = Хо (26)

Чтобы функция (24) была решением исходной задачи (20)—(22), найдем 
Хо из соотношения (22). Легко получить, что

2 
> л-3 

'о - Н •

Попутно отметим еще одно полезное соотношение

(х։) = — 1.

(27)

(28)

Очевидно, что >0 является корнем п-ой степени из безразмерной цен
тральной плотности. Хо и хх в функции п показаны на рис. 1. Видно, что эти 
величины терпят разрыв при п = 3. Разрыв формальных характеристик 
не обязательно выражает физический разрыв. В данном случае такое по
ведение ՝10 и х։является следствием того, что при п = 3 полная энергия по
литропы равняется нулю, а политропы с п> 3 имеют положительную 
энергию и, следовательно, динамически неустойчивы [15].

3. Вращающиеся политропы. Согласно Чандрасекару [1, 16], уравне
ние гидростатического равновесия для вращающейся звезды имеет вид

(п 4- 1) р — р |?+ ֊-2^(1֊^) -?о ’ (29)

где <р— гравитационный потенциал, <?0— гравитационный потенциал на 
полюсе конфигурации. Введем безразмерные переменные У (х, р) анало
гично (18) и

(л 4- I)"]՞-3 I К" ]л-з л-з СМ
~гГ’4՜ ] | R 

(30)

2։ = — 8
2

(л 4-1) 
4тг

3'2_
?^3м2՞ = -֊?с^-^»л3. (31>
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в которых уравнение гидростатического равновесия (29) принимает вид

П
Рис. 1. Зависимость Хо и х։ от п.

Для вращающейся звезды аналогом уравнения (20) является

Л )'(х, и) — — У" (х, р) + р. (33)
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Если ограничиться возмущениями первого порядка по?,то начальные усло
вия принимают вид

у (0, р) =). = )9 ֊ р/,, (34)

дУ 
дх

= 0, 
»-о

(35)

где )֊։—неопределенный пока параметр. Следуя методу Чандрасекара [1, 
2], будем искать решение уравнения (33) в виде

У (х, р) = у (х) 4- ? го (х) + £ (х)Р,(|*) (36)

Подставляя это выражение в (33) и сохраняя только линейные по ? члены, 
получаем уравнение (20) с начальными условиями (21) и (23) и уравнения

-ттр -г՜0) = - пу՞՜12° +1 (37)х ах \ </х /

1 / 2 _^£/\ „ I /՛(/՛ + 1)
х8 </х \ дх / I х։ пу"՜’ г), (38)

с начальными условиями

го(О) = -Х1։ го(О) = О, (39)

г.(0) = г;(0)=0, />1. (40)

Очевидно, что уравнения (38) с начальными условиями (40) совпадают с 
уравнениями (11) с начальными условиями (14), и, следовательно, их ре
шения являются функциями Чандрасекара

2։(х) •- ’]>/?)> />!• (41)

Решение линейного неоднородного уравнения (37) с неоднородными 
начальными условиями (39) можно представить в виде суммы частного ре
шения соответствующего однородного уравнения с неоднородными началь
ными условиями (39) и решения неоднородного уравнения (37) с однород
ными начальными условиями [17]. Таким частным решением соответствую
щего однородного уравнения с неоднородными начальными условиями (40) 
является функция

У (*) т ~~ ху’ (х)

(Заметим, кстати, что из аналогичного частного решения однородного 
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уравнения, соответствующего (10), можно получить стандартными мето
дами [17] решение (15)). Таким образом,

*։(•*) = — у(х) + П—--ху' (х) I +и0(*)> 
о 2

(42)

где новая функция и0(х) удовлетворяет уравнению (37) с однородными на
чальными условиями. Используя свойства линейных уравнений [17] и 
соотношения (24) и (25), находим, что

и0(х)->.’ " Ро(')- (43)
Поясним, как было найдено частное решение однородного уравнения, 

соответствующего уравнению (37). Соотношение (24) наводит на мысль 
попытаться найти решение уравнения (33) в виде

Г(х, р) = Ио(л) + 2Л/г/(х)Ру(р) . (44)

где I определяется соотношением (34), а уравнения для и г. были запи
саны ранее. Разложим первое слагаемое в правой части выражения (44) 
по р, сохранив только линейные члены. Тогда представление (44) окажет
ся эквивалентно представлению (36) только при условии (42). То, что 
первое слагаемое в правой части (42) и есть искомое решение, можно про
верить непосредственно.

Теперь можно подставить разложение (36) с учетом (42) в выраже
ние для внутреннего потенциала (32)

/<1пП (*> Н) = У (х) 4- с0 -г ? Ьо (*) — т* У (*) + ху' (х) + 
I о

+ УЛ;г.(х)Р;(|1)֊4-х։[1-Р։(н)] + с։։01, (45)
7-1 6 )

где

/о = Со+₽С։։о- (46)

Внешний потенциал представим в виде ряда по полиномам Лежандра

/("։)(х, Ц) = + Р £ Р, (р). (47)
X /֊ох

Пусть уравнение границы конфигурации имеет вид

*(р) = Х1+Р£<7,Л(։>).
У-0

(48)
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Тогда условие

У (ХМ, |*) = 0 (49)
вместе с условиями непрерывности потенциала и его производных на гра
нице конфигурации

/(М)(ХМ, 1х)=/(е։‘,(Л-(|л), |Л), (50)

^֊(^(н), р) = ^г(^(н), 1‘) (51)

позволяет найти все неизвестные коэффициенты разложений

_ /•! п — 1 _ ЧуМ
Яо~ о ։ 1, \'о 2 У (Х1)

(52)

а = -А (53)

^0 — — х]у' (хх) — 1, (54)

1 
с0 = — > (55)

X? . , Ч п — 3л, „ 1 „ / > ».2 Д- (56)0 $ ) 2

1 Х1 ^‘1 1
С1; 0 = V - ~Г ~ ~ “о " и0 Х1'/0 X!

(57)

/4։ = Х| А 0 / =(= 2՜ (58)6 г2(Х1)х։ Зг,(х։)’ 7 ’/•

х’ г:(х։)л։-2хг(х։)
кь, 2 = (59)6 ДзОл) х։ + Зг»(х։)' ,У ՝ 1

Для вращающейся конфигурации соотношение (22) в переменных (18) 
и (19) имеет вид

1

—У"(x,\^)xidxd^^=l. (60)
-1 о

В нашем приближении внутренний интеграл можно разложить по р

*(н) р' ОО
(* У" (х, |Х) х^х = С У" (х, и) хУх + У" (хр р) <7,Л (Н) (61)

и Ло о
и
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5/П(^1. I1) = Уп М + пг(х։, и)?։/՞՜’ (х։)= 0.

Таким образом, (60) принимает вид

։ »։

У" (х, |*)х։</х«/|1 — 1.
-1 о

(62)

(63)

Это соотношение определяет если подставить У (х, р) в виде (36) и 
учесть (42) и (58).

\ _ 2 Эх^х,) —х?
>0 3 п — 3 (64)

После подстановки (25), (27) и (43), имеем

.2. ^З^М^-Е?

3 14 Л-3 (65)

Таким образом, мы нашли все функции и коэффициенты в разложе
нии (36) и тем самым построили последовательность сфероидальных по
литропных фигур равновесия фиксированной массы. Теперь можно выра
зить в естественных единицах изменение центральной плотности конфигу
рации вследствие вращения

Ч = ' ч/з --^(ч)
Р։ г’3— п (66)

Это соотношение было получено ранее Чандрасекаром [1, 2], и в этом 
смысле его подход эквивалентен предлагаемому подходу. Однако Чандра
секар ограничился лишь формулой (66) и не рассматривал последователь
ностей фигур равновесия постоянной массы, описываемых нашими форму
лами.

Мы не будем подробно обсуждать все свойства таких последовательно
стей, а остановимся только на вопросе о частоте радиальных колебаний вра
щающихся политроп.

4. Влияние вращения на частоту пульсаций. Влияние вращения на час
тоту пульсаций описывается хорошо известной формулой [2, 19, 20]

Ц7 2°2 = -(37-4)-^-+ -֊-(5-3-1)2’, (67)

где IV7—гравитационная энергия звезды, I — ее момент инерции относи
тельно центра. Однако еще Каулинг и Невинг [20] указывали, что в этой 
формуле гравитационная энергия 1Г и момент инерции / относится к воз-
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мущенной вращением звезде и, следовательно, содержат члены порядка 
Й2. Введем безразмерные переменные

п—3

= ш 1п-±1)П|л~3 кп
1 1 -п

п-3 „ л-^3 М2
= С — •

R-С2М^п

2 — п-3
14

3„-5
Мйг.

(68)

(69)

(70)►2

В этих переменных формула (67) принимает вид

а--(3т֊4)— Ц--1-(5-Зй?. (71)
I 3

Величины, входящие в эту формулу, представим в виде

« = »о + Ра1> (72)

ад = а>0 ■+- Рад։, (73)

* = 4 + Р4- (74)
Тогда

в1 = - (3Т - 4) ц,1,° ~ ,>0- + ֊• (75)

Опуская вычисления, техника которых подробно описана Чандрасекаром 
[2, 16], приведем окончательные выражения для 4, Шо и

5 —

2н___
3 — п

11 п-13
15

(76)

;* + 2 (1 - п)К (ч) + (3 ֊ п) 5? % (М ֊

- 3(3 - п) С % (5) + (5п ֊ 7) 3'°01------ -- [ ФЛ

о о

(77)



794 К. А. СИДОРОВ

м’о — —
3

5-п
(78)

П-3
Н|_________

(3 —п)(5—п)
п(5 ”Ц + 3(з_п).Ме1) +

Е,
з (1-п) ф0(и £։+ (*0 (;) «</'

н։ 3
о

(79)

Величины, входящие в формулы (76)—(79), были вычислены Чандрасе
каром и Лебовицем [2]. На основании их расчетов была вычислена и за-

табулирована в табл. 1 величина ———0 для п = 1.5, 2.0 и 3.5. Для 
1о

п — 3 приведен главный член разложения в окрестности этого индекса. 
Как известно [15], для политроп

п
(80)

Тогда оказывается, что стремится к конечному пределу прип, стремя
щемся к 3.0. Этот предел также приведен в табл. 1 вместе с соответствую
щими ах для п = 1.5, 2.0, 3.5.

ВЕЛИЧИНА а, ДЛЯ РАЗНЫХ п
Таблица 1

1.5 2.0 3.0 3.5

— *1п’о

“1

1.3110

-1.3110

2.9428

-1.3047

4,9983
3 — п

—1.3328

-11.996

- 1.3328

5. Заключительные замечания. Из табл. 1 видно, что вращение умень
шает частоту пульсаций звезды. Не является справедливым утвержденхе 
[2, 18, 21] о стабилизации вращением политропы индекса п = 3.0, если мы 
рассматриваем конфигурации фиксированной массы. Динамическая не
устойчивость вращающихся политроп этого индекса вполне понятна. Не- 
вращающиеся политропы с п = 3.0 находятся в безразличном равновесии 
относительно малых возмущений. Вращение можно рассматривать как воз
мущение, действующее неограниченное время, т. е. растущее возмущение.
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Интересно отметить, что в пределах 1.5 п 3.5

4 
«! = ֊у (81)

с точностью не хуже 3%. Если принять это значение то формула (67) 
принимает вид

о 
0» = 0։--2-2». (82)

Конфигурация является динамически неустойчивой, если ог<0. Отсюда 
вытекает верхний предел на частоту твердотельного вращения звезды, 
обусловленный динамической неустойчивостью

3
2г ”2 (83)

или нижний предел на период вращения

Лое>у -уРри1^1.63Рри1. (84)

Полученное соотношение (84) хорошо соответствует утверждению [19], 
что предельный период вращения Рг,л близок к периоду пульсации Р 
хотя и несколько превышает его.

С помощью формул (83) и (84) получим некоторые оценки. Строение 
белых карликов малой массы хорошо описывается политропами индекса 
п = 1.5 с

9.91 -101г
И5,3 (85)

где р,— число протонных масс на электрон [15]. Тогда легко получить.
что

„ / м \2
а2 = 1.71-10՜2 р5 ( —— ) сек՜2. 

0
(86)

Периоды пульсаций, полученные по этой формуле при р։ = 2, находятся 
в хорошем согласии с периодами пульсации более реалистичных моделей 
[22]. Радиус белого карлика находится по формуле (16). Из соотношения 
(83) теперь можно получить следующую оценку для белых карликов:

, / м \1/з
V 3.6-103 р5/6 (---- ) км/с.

' \М&/
(87)

12—1174
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В заключение стоит отметить, что Л = 3.0 является особой точкой. По
этому основной вклад в возмущение всех физических величин в окрестно
сти этой точки будут вносит члены высших порядков. Исследование осо
бой точки заслуживает отдельного рассмотрения. Вряд ли будет целесооб
разным построение теории высшего порядка: во-первых, в теории п-ого 
порядка не учитываются члены л-|- 1-ого порядка, которые и могут играть 
основную роль; во-вторых, построение теории уже третьего порядка встре
тится с принципиальными трудностями в окрестности исследуемой точки 
[6]. Нельзя полагаться и на численные расчеты, так как сходимость чис
ленных методов в окрестности особой точки вызывает сомнения.

Вывод об уменьшении частоты нерациональных колебаний вращаю
щейся звезды ранее был получен Дж. Джинсом [23] и А. Б. Северным 
[24]. На уменьшение частоты радиальных пульсаций вращающейся по
литропной звезды обращал внимание Клемент [25]. Тот же вывод для бо
лее реалистичных моделей звезд был получен в работе [26].

Автор выражает признательность В. Г. Горбацкому за постоянный ин
терес к работе, а также В. В. Иванову, В. Б. Ильину и А. Г. Крицуку за 
полезные дискуссии.
Ленинградский государственный

университет

THE STRUCTURE AND THE OSCILLATIONS OF 
ROTATING POLYTROPES

К. A. SIDOROV

Chandrasekhar’s first order theory of rotationally distorted poly
tropes was reconsidered with a view to construct the sequence of ro
tating polytropes with fixed mass. One finds that the value of n at 
which dynamical instability sets in is reduced from n = 3 by rotation. 
The simple formula for the frequency of the pulsation mode of the ro
tating star was derived. The expression for |0(;) through S ($) was found.
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